
2017年度明治大学理工学部「関数論 1」「関数論 1演習」模擬テスト 担当：宮部賢志

試験 A

問題 1. z =

(
1 +

√
3i

2

)100

とした時，eiπz を求めよ．

問題 2. log(1 + i)を a+ bi (a, b ∈ R)の形で表わせ．

問題 3. tan z =
3

5
iとなる z を求めよ．

問題 4. f(z) = |z|2 が微分可能となる点を求めよ．

問題 5. f(z) =
sin z

z + i
を複素微分せよ．

問題 6. z = x + iy として，f(z) = x4 − 6x2y2 + y4 + y + iv(x, y) が正則となるような

v : C → Rを求めよ．

問題 7. f(z) = z cos z として，π から iまでの線分 C での線積分
∫
C

f(z)dz を求めよ．

問題 8. f(z) = 1/(z2 + z − 2) として，|z| = 3/2 の円 C 上での周回積分
∮
C

f(z)dz を求

めよ．

問題 9.
∑∞

n=0

(2− i)2n

n
zn の収束半径を求めよ．

問題 10. f(z) = sinh z =
ez − e−z

2
を z =

π

2
iでべき級数展開したときの n次の係数 an を

求めよ．
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解答

(1) 1+
√
3i

2 = eπ/3i，100 = 6× 16 + 4より，z = e
4π
3 i = −1−

√
3i

2 , iπz =
√
3
2 π − π

2 i. よっ

て，eiπz = −e
√

3
2 πi.

(2) 1 + i =
√
2e

π
4 i より，log(1 + i) = 1

2 log 2 + (π4 + 2nπ)i, n ∈ N.
(3) eiz−e−iz

eiz+eiz
1
i = 3

5 i より e2iz = 1
4 . これより，2iz = −2 log 2 + 2nπi なので，z =

i log 2 + nπ, n ∈ N.
(4) f(z) = x2 + y2 より，ux = 2x, uy = 2y, vx = 0, vy = 0. コーシー・リーマンの関係

式が成立するのは，x = y = 0. すなわち，z = 0でのみ微分可能．

(5) f(z) = (z+i) cos z−sin z
(z+i)2 .

(6) ux = 4x3 − 12xy2 = vy より v = 4x3y − 4xy3 + f(x)で vx = 12x2y − 4y3 + f ′(x)

uy = −12x2y + 4y3 + 1 = −vx より f ′(x) = −1 なので，f(x) = −x + c で，

v = 4x3y − 4xy3 − x+ c.

(7)
∫
z cos zdz = z sin z −

∫
sin zdz = z sin z + cos z. 被積分関数は正則なので∫

C

f(z)dz = [z sin z + cos z]iπ = i sin i+ cos i+ 1.

cos z = eiz+e−iz

2 より cos i = e−1+e
2 , sin z = eiz−e−iz

2i より sin i = e−1−e
2i なので，求

める値は e−1 + 1.

(8) 1
z2+z−2 = 1

(z+2)(z−1) = 1
3

(
1

z−1 − 1
z+2

)
. 領域 |z| ≤ 3

2 内にあるのは z = 1 のみなの

で，求める積分は 2πi
3 .

(9) lim sup |an|1/n = |2− i|2 = 5より，収束半径は 1
5 .

(10) α = z − π
2 i とおくと，e

z = eα+
π
2 i = ieα, e−z = −ie−α より，sinh z = ieα+ie−α

2 .

eα =
∑∞

n=0
αn

n! より，

an =

{
i
n! (n : even),

0 (n : odd)
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試験 B

問題 1. 複素関数 f : C → Cに対して，複素微分可能と正則であることの違いを説明せよ．

問題 2. べき級数 f(z) =
∑∞

n=0 anz
n が z = wで収束することの定義を書け．

問題 3. z = x+ iy とし，複素関数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)として，u, v が C1 級であると

する．この時，コーシー・リーマンの関係式 (Cauchy-Riemann equations)が成り立つ点で

複素微分可能であることの証明を書け．

問題 4. f(z) = (z−α)m として，中心 α，半径 rの円 C での周回積分
∮
C

f(z)dz を求めよ．

問題 5. べき級数 f(z) =
∑∞

n=0 anz
n はその収束半径内で連続であることを示せ．
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解答

問題 1. f が z = wで微分可能であるとは，limz→w
f(z)−f(w)

z−w が存在すること．f が領域D

で正則であるとは，領域内すべての点で微分可能であること．

問題 2. 任意の ϵ > 0に対して，あるN ∈ Nが存在して，|
∑∞

n=N+1 anw
n| < ϵとなること．

問題 3. u, v ∈ C1 より，

u(x+ h1, y + h2)− u(x, y) =
∂u

∂x
h1 +

∂u

∂y
h2 + |h|ψ1(h)

かつ

v(x+ h1, y + h2)− v(x, y) =
∂v

∂x
h1 +

∂v

∂y
h2 + |h|ψ2(h)

ここで，h = h1 + ih2 で，h→ 0のとき，ψ1, ψ2 → 0. よって，

f(z + h)− f(z) =(uxh1 + uyh2) + i(vxh1 + vyh2) + |h|ψ(h)
=(uxh1 + uyh2) + i(−uyh1 + uxh2) + |h|ψ(h)
=(ux − iuy)h1 + (uy + iux)h2 + |h|ψ(h)
=(ux − iuy)(h1 + ih2) + |h|ψ(h)

よって，
df

dz
= lim

h→0

f(z + h)− f(z)

h
= ux − iuy

であり，微分可能．

問題 4. 求める積分を I とし，z = α + reit とパラメタ表示する．dz
dt = rieit である．

m ̸= −1のとき，

I =

∫ 2π

0

rmemitrieitdt =
rm+1

(m+ 1)i
[e(m+1)it]2π0 = 0.

m = −1のとき，

I =

∫ 2π

0

e−itieitdt = 2πi.

問題 5. 収束半径を Rとする．|w| < Rとして，z = wで連続であることを示す．

ϵ > 0を固定する．|w| < r < R となる r ∈ Rをとる．z = r で絶対収束するので，ある

N ∈ Nが存在して，
∞∑

n=N+1

|an|rn < ϵ.

0 < δ < r − |w|となる δ をとれば，

|z − w| < δ ⇒ |z| ≤ |z − w|+ |w| < r
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なので，
∞∑

n=N+1

|anzn| ≤
∞∑

n=N+1

|an|rn < ϵ.

多項式
∑N

n=0 anz
n は連続なので，ある δ1 > 0が存在して，

|z − w| < δ1 ⇒ |
N∑

n=0

anz
n −

N∑
n=0

anw
n| < ϵ.

これらより，|z − w| < min(δ, δ1)のとき，

|f(z)− f(w)| ≤ |
N∑

n=0

anz
n −

N∑
n=0

anw
n|+ |

∞∑
n=N+1

anz
n|+ |

∞∑
n=N+1

anw
n| ≤ 3ϵ.

よって，f は連続．
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