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確率偏微分方程式 (SPDE)モデルとは
• ランダム項をもつ偏微分方程式で, 時間と空間に依存
して確率的に変化する現象を記述するモデル.

• 物理学, 生物学, 経済学など様々な分野で用いられる.

• 線形放物型SPDEモデルは確率熱方程式を含む重要な
モデルであり, 多くの場面で現れる.

応用例 海水の温度変化 (Piterbarg and Ostrovskii, 1997),
神経細胞の膜電位 (Tuckwell, 2013).

研究の動機, 位置づけ
• 先行研究として, Bibinger and Trabs [1], Kaino and

Uchida [3], Hildebrandt and Trabs [2] は, 高頻度時空間
データに基づく空間 1 次元線形放物型 SPDE モデル
のパラメータ推定について研究を行った.

• 海水温度を解析する場合, 空間 1 次元線形放物型
SPDEモデルでは直線上の海水温度しか解析できない.
=⇒ 海面温度の解析をしたい.

• しかし, 高頻度時空間データに基づく空間 2 次元線形
放物型SPDEモデルの統計的推測を扱った研究はこれ
までなかった.

• そこで, 空間 2 次元線形放物型SPDEモデルの統計的
推測の第一歩として, パラメータ推定を考える.

• 本研究は, 高頻度時空間データに基づく空間 2 次元線
形放物型SPDEモデルのパラメータ推定を扱ったはじ
めての研究である.
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空間2次元線形放物型確率偏微分方程式モデル
D = [0, 1]2 上の確率偏微分方程式

dXt(y, z) =

{
θ2

(
∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ θ1

∂

∂y
+ η1

∂

∂z
+ θ0

}
Xt(y, z)dt

+σdWQ
t (y, z), (t, y, z) ∈ [0, 1] × D,

X0(y, z) = ξ(y, z), (y, z) ∈ D,

Xt(y, z) = 0, (t, y, z) ∈ [0, 1] × ∂D

(1)

を考える. ただし
• {WQ

t } は D 上のソボレフ空間における Q-ウィーナー過程,

• 初期値 ξ はWQ と独立,

• パラメータ空間 Θ ⊂ R3 × (0,∞)2 はコンパクト凸集合,

• (θ, σ) := (θ0, θ1, η1, θ2, σ) ∈ Θ は未知パラメータ,

• θ∗ = (θ∗
0, θ

∗
1, η

∗
1, θ

∗
2), σ

∗ は真値で (θ∗, σ∗) ∈ IntΘ.

高頻度時空間データ
XN,M = {Xti(yj1, zj2)}0≤i≤N,0≤j1≤M1,0≤j2≤M2

を考える. ただし, ti = i∆ = i/N ,
yj1 = j1/M1, zj2 = j2/M2, M := M1M2 とする.

Figure 1: t = 0.1 (上図), t = 0.5
(下図) における Xt(y, z) のサン
プルパス.

記法, 設定
• −Aθ = θ2

(
∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

)
+ θ1

∂
∂y

+ η1
∂
∂z

+ θ0,

• ek,l(y, z) = 2 sin(πky) sin(πlz)e−(κy+ηz)/2,

• λk,l = −θ0 +
θ2
1+η2

1

4θ2
+ π2(k2 + l2)θ2

(k, l ∈ N, (y, z) ∈ D) とおく. ただし, κ = θ1/θ2,
η = η1/θ2 とする. このときek,l は微分作用素 Aθ の固
有関数でλk,l はそれに付随する固有値である.

Aθek,l = λk,lek,l.

また {ek,l}k,l≥1 は重み付き L2-内積

⟨u, v⟩θ =

∫ 1

0

∫ 1

0

u(y, z)v(y, z)eκy+ηzdydz,

∥u∥θ = ⟨u, u⟩1/2θ

に関する完全正規直交系であり, SPDE の解の状態空間を
Hθ = {u : D → R|∥u∥θ < ∞, u(x, y) = 0 for (y, z) ∈ ∂D}

とする.
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• ξ ∈ Hθ に適当な初期条件を課す ([4] 参照).

• λ∗
1,1 = −θ∗

0 +
(θ∗

1)
2+(η∗

1)
2

4θ∗
2

+ 2π2θ∗
2 > 0 とする.

• 既知の α ∈ (0, 1) に対して Q-ウィーナー過程を
WQ

t =
∑
k,l≥1

λ
−α/2
k,l wk,l(t)ek,l

で定める. ただし{wk,l}k,l≥1 は独立な 1次元標準ブ
ラウン運動である.
→ SPDE (1) の軟解が存在するために減衰因子を含
める必要がある.

このとき
• SPDE (1) の軟解が唯一つ存在し,

Xt = e−tAθξ + σ

∫ t

0

e−(t−s)AθdWQ
s a.s.

で与えられる. ただし u ∈ Hθ に対して
e−tAθu =

∑
k,l≥1

e−λk,lt⟨u, ek,l⟩θek,l.

• 座標過程 xk,l(t) = ⟨Xt, ek,l⟩θ に対して軟解 Xt は
次のようにスペクトル分解できる.

Xt =
∑
k,l≥1

xk,l(t)ek,l.

ただし {xk,l}k,l≥1 は独立な 1 次元オルンシュタイ
ン・ウーレンベック過程である.{

dxk,l(t) = −λk,lxk,l(t)dt + σλ
−α/2
k,l dwk,l(t),

xk,l(0) = ⟨ξ, ek,l⟩θ.

s = σ2/θ2, κ, η の最小コントラスト推定
空間間引きデータ
X(1)

N,m = {Xti(ỹj1, z̃j2)}0≤i≤N,0≤j1≤m1,0≤j2≤m2
を考え

る. ただし, ある 0 < ρ < 1∧ 2(1−α) と b ∈ (0, 1/2)
についてm := m1m2 = O(Nρ),

b ≤ ỹ0 < ỹ1 < · · · < ỹm1
≤ 1 − b,

b ≤ z̃0 < z̃1 < · · · < z̃m2
≤ 1 − b

とする.

• ZN(y, z) =
1

N∆α

N∑
i=1

{
Xti(y, z) − Xti−1

(y, z)
}2

,

• f(y, z : s, κ, η) =
Γ(1 − α)

4πα
s e−(κy+ηz),

• Ξ ⊂ (0,∞) × R2 はコンパクト凸集合,

• (s∗, κ∗, η∗) ∈ Int Ξ は真値
とする. ただし, Γ はガンマ関数を表す. このとき
(s, κ, η) の最小コントラスト推定量を空間間引きデータ
X(1)

N,m を用いて
UN,m(s, κ, η)

=

m2∑
j2=1

m1∑
j1=1

{
ZN(ỹj1, z̃j2) − f(ỹj1, z̃j2 : s, κ, η)

}2

,

(ŝ, κ̂, η̂) = argmin
(s,κ,η)∈Ξ

UN,m(s, κ, η)

で定める.
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Theorem 1

正則条件の下, γ < 1/2 ∧ (1 − α) − ρ/2 に対して
N,m1,m2 → ∞ のとき

m1/2Nγ(ŝ − s∗, κ̂ − κ∗, η̂ − η∗)
p→ 0.

係数パラメータの適応的推定
時間間引きデータ
X(2)

n,M = {Xt̃i
(yj1, zj2)}0≤i≤n,0≤j1≤M1,0≤j2≤M2

を考え
る. ただし, n ≤ N に対して

t̃i =

⌊
N

n

⌋
i

N
, i = 0, 1, . . . , n

とする.

座標過程 xk,l(t) を時間間引きデータ X(2)
n,M を用いて

x̂k,l(t̃i) =
2

M

M2∑
j2=1

M1∑
j1=1

Xt̃i
(yj1, zj2)

× sin(πkyj1) sin(πlzj2)e
(κ̂yj1+η̂zj2)/2

で近似する. このとき座標過程のボラティリティパラメー
タσk,l := σλ

−α/2
k,l の推定量を

σ̂2
k,l =

n∑
i=1

{
x̂k,l(t̃i) − x̂k,l(t̃i−1)

}2

で定める.

SPDE (1) の係数パラメータの適応的推定量を

θ̂2 =

{
3π2

ŝ1/α

(
1

(σ̂2
1,2)

1/α
−

1

(σ̂2
1,1)

1/α

)−1}α/(1−α)

,

θ̂1 = κ̂θ̂2, η̂1 = η̂θ̂2, σ̂2 = ŝθ̂2,

θ̂0 = −
(
ŝθ̂2

σ̂2
1,1

)1/α

+

(
κ̂2 + η̂2

4
+ 2π2

)
θ̂2

で定め, θ̂ = (θ̂0, θ̂1, η̂1, θ̂2) とする.

J1,1 = (λ∗
1,1)

2

(
λ∗
1,2

α
−

θ∗
0

1 − α

)2

+ (λ∗
1,2)

2

(
λ∗
1,1

α
−

θ∗
0

1 − α

)2

,

c1,2 =
−1

1 − α

{
(λ∗

1,1)
2

(
λ∗
1,2

α
−

θ∗
0

1 − α

)
+(λ∗

1,2)
2

(
λ∗
1,1

α
−

θ∗
0

1 − α

)}
,

c2,2 =
1

(1 − α)2
{(λ∗

1,1)
2 + (λ∗

1,2)
2},

J1,2 = c1,2(θ
∗
1, η

∗
1, θ

∗
2, (σ

∗)2),
J2,2 = c2,2(θ

∗
1, η

∗
1, θ

∗
2, (σ

∗)2)T(θ∗
1, η

∗
1, θ

∗
2, (σ

∗)2),

J =
2

9π4(θ∗
2)

2

(
J1,1 J1,2

JT
1,2 J2,2

)
とおく. ただし T は転置を表す.

Theorem 2

正則条件の下, n,M1,M2 → ∞ のとき (θ̂, σ̂2) は
(θ∗, (σ∗)2) の一致推定量で

√
n(θ̂ − θ∗, σ̂2 − (σ∗)2)

d→ N (0,J ).
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数値シミュレーション
設定
SPDE (1) の数値解を

X̃ti(yj1, zj2) =
K∑

k=1

L∑
l=1

x̃k,l(ti)ek,l(yj1, zj2),

x̃k,l(ti) = exp(−λk,l∆)x̃k,l(ti−1)

+

√
σ2(1 − exp(−2λk,l∆))

2λ1+α
k,l

N (0, 1),

i = 1, . . . , N , j1 = 1, . . . ,M1, j2 = 1, . . . ,M2 で生
成する.

• 真値 (θ∗
0, θ

∗
1, η

∗
1, θ

∗
2, σ

∗) = (0, 0.2, 0.2, 0.2, 1).

• N = 103, M1 = M2 = 200, K = L = 104.

• ξ = 0, α = 0.5, λ∗
1,1 ≈ 4.05.

• イテレーション: 120 回.

[i] (s, κ, η) の推定.

• m1 = m2 = 5, (ρ, γ) = (0.47, 0.26) とする.

Table 1: ŝ, κ̂, η̂ の平均および標準偏差
ŝ κ̂ η̂

真　値 5 1 1
平　均 4.776 0.989 0.996
標準偏差 (0.138) (0.039) (0.028)

=⇒ バイアスが小さく,よい結果となっている.
[ii] (θ0, θ1, η1, θ2, σ

2) の推定.

• n = 100 とする.

Table 2: θ̂0, θ̂1, η̂1, θ̂2, σ̂
2 の平均および標準偏差

θ̂0 θ̂1 η̂1 θ̂2 σ̂2

真　値 0 0.2 0.2 0.2 1
平　均 -0.665 0.189 0.191 0.190 0.913
標準偏差 (2.750) (0.083) (0.084) (0.086) (0.408)

=⇒ θ̂0 はバイアスがあるが, θ̂1, η̂1, θ̂2, σ̂
2 はよい結果と

なっている.
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