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拡散過程に対する構造方程式モデリングの統計的推測
草野　彰吾 (大阪大学大学院基礎工学研究科)，内田　雅之 (大阪大学大学院基礎工学研究科)

構造方程式モデリングとは
構造方程式モデリング (Structural Equation Modeling, SEM) とは直接観測できない変
数である潜在変数間の関係を調べるための統計解析法である．ここでは SEM の例とし
て，株価データを用いた業界間の関係の検証を考える．研究者は「金融業界の動向 (金
融系因子) が製造業界の動向 (製造業系因子) に影響を及ぼす」という仮説を検証した
いとする (図 1)．

図 1 分析のモチベーション．
しかし，業界の動向は直接観測することができない．そこで，これらの因子は株価デー
タを用いて，因子モデルによって観測されると考える (図 2)．

図 2 金融系因子の因子モデルのパス図．

このとき，金融系因子の因子モデルと製造業系因子の因子モデルを結合することで，金
融系因子と製造業系因子の関係を株価データを用いて検証することができる (図 3)．

図 3 SEM のパス図．

このように，SEM は潜在変数間の関係をデータによって検証できることから，心理学
をはじめ，経済学，医学，工学など様々な分野で使用されている．

研究の動機
近年，金融データを代表とした高頻度時系列データが容易に取得できるようになったこ
とから，連続時間確率過程に対する統計的推測の研究が盛んに行われている．連続時間
確率過程に対する多変量解析法として，これまで主成分分析 (Aı̈t-Sahalia and Xiu
(2019)) や因子分析 (Kusano and Uchida (2022)) などが研究されてきたが，連続時間
確率過程に対する SEM はほとんど研究されてこなかった．そこで，本研究では高頻度
データに基づく拡散過程に対する SEM を提案する．
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拡散過程に対する SEMのモデル

確率過程 X1,t が因子モデル:

X1,t = Λx1 ,mξm,t + δm,t ,

m はモデルに割り当てられた番号，
{X1,t }t≥0 は p1 次元観測可能確率過程，
{ξm,t }t≥0 は k1,m (≤ p1 ) 次元潜在因子過程，
{δm,t }t≥0 は p1 次元潜在因子過程，
Λx1 ,m ∈ Rp1×k1,m

に従うとする．また，確率過程 X2,t が因子モデル:

X2,t = Λx2 ,mηm,t + εm,t ,

{X2,t }t≥0 は p2 次元観測可能確率過程，
{ηm,t }t≥0 は k2,m (≤ p2 ) 次元潜在因子過程，
{εm,t }t≥0 は p2 次元潜在因子過程，
Λx2 ,m ∈ Rp2×k2,m

に従うとする．さらに，潜在因子間の関係を
ηm,t = B0,mηm,t + Γmξm,t + ζm,t ,

{ζm,t }t≥0 は k2,m 次元潜在因子過程，
B0,m ∈ Rk2,m×k2,m は対角成分が 0 の負荷行列， Γm ∈ Rk2,m×k1,m，
Ψm = Ik2,m − B0,m

とする．ただし，Ik2,m は k2,m 次元単位行列とする．ここで，{ξm,t }t≥0 は拡散過程
dξm,t = B1,m (ξm,t )dt + S 1,m dW1,t , (t ∈ T ), ξm,0 = c1,m ,

B1,m : Rk1,m → Rk1,m， S 1,m ∈ Rk1,m×r1，c1,m ∈ Rk1,m，
Σξξ,m = S 1,m S ⊤1,m，
W1,t は r1 次元標準ブラウン運動

に従い，{δm,t }t≥0 は拡散過程
dδm,t = B2,m (δm,t )dt + S 2,m dW2,t , (t ∈ T ), δm,0 = c2,m ,

B2,m : Rp1 → Rp1， S 2,m ∈ Rp1×r2， c2,m ∈ Rp1，
Σδδ,m = S 2,m S ⊤2,m，
W2,t は r2 次元標準ブラウン運動

に従い，{εm,t }t≥0 は拡散過程

dεm,t = B3,m (εm,t )dt + S 3,m dW3,t , (t ∈ T ), εm,0 = c3,m ,

B3,m : Rp2 → Rp2， S 3,m ∈ Rp2×r3， c3,m ∈ Rp2，
Σεε,m = S 3,m S ⊤3,m，
W3,t は r3 次元標準ブラウン運動

に従い，{ζm,t }t≥0 は拡散過程
dζm,t = B4,m (ζm,t )dt + S 4,m dW4,t , (t ∈ T ), ζm,0 = c4,m ,

B4,m : Rk2,m → Rk2,m， S 4,m ∈ Rk2,m×r4， c4,m ∈ Rk2,m，
Σζζ,m = S 4,m S ⊤4,m，
W4,t は r4 次元標準ブラウン運動

に従うと仮定する．ただし，W1,t，W2,t，W3,t， W4,t は独立であり，⊤ は行列の転置を表すとす
る．また， Xt = (X⊤1,t , X

⊤
2,t )
⊤ とし，{Xtn

i
}ni=1 を離散観測データ，hn を刻み幅とし，tn

i = ihn，
T = nhn とする．以下，{ξm,t }t≥0，{δm,t }t≥0，{εm,t }t≥0，{ζm,t }t≥0 がエルゴード的拡散過程 (Kessler
(1997)) である場合を考える．

パラメータと分散構造

SEM では，分散構造に関係するパラメータ
Λx1 ,m , Λx2 ,m , Γm , Ψm , Σξξ,m , Σδδ,m , Σεε,m , Σζζ,m (1)

を推定する． (1) のうち，未知で重複していない要素をまとめて未知パラメータ θm ∈ Θm を定
義する．ただし， Θm ∈ Rqm はコンパクトな凸集合とする．また，パラメータの真値を
θm,0 ∈ Int Θm とする．さらに，分散構造を

Σm (θm ) =
(
ΣX1 X1 ,m (θm ) ΣX1 X2 ,m (θm )
ΣX1 X2 ,m (θm )⊤ ΣX2 X2 ,m (θm )

)
と定義する．ただし，

ΣX1 X1 ,m (θm ) = Λx1 ,mΣξξ,mΛ
⊤
x1 ,m + Σδδ,m ,

ΣX1 X2 ,m (θm ) = Λx1 ,mΣξξ,mΓ
⊤
mΨ
−1⊤
m Λ⊤x2 ,m ,

ΣX2 X2 ,m (θm ) = Λx2 ,mΨ
−1
m (ΓmΣξξ,mΓ

⊤
m + Σζζ,m )Ψ−1⊤

m Λ⊤x2 ,m + Σεε,m

である．拡散過程に対する SEM では，Σm (θm ) の推定に実現共分散

QXX =
1
T

n∑
i=1

(Xtn
i
− Xtn

i−1
)(Xtn

i
− Xtn

i−1
)⊤

を用いる．
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パラメータの識別可能性

(1) の要素が全て未知の場合，パラメータは識別可能条件
Σm (θm ) = Σm (θ̃m ) =⇒ θm = θ̃m (2)

を満たさない．そこで，分析者は (1) のいくつかの要素を 0 や 1 などに固定することによっ
て，(2) を満たすようにモデル m を指定しなければならない．

記号の定義
P−→ と d−→ はそれぞれ確率収束，分布収束を表す．
任意の p 次対称行列 A ∈ Rp×p に対し，vec A を A の要素を 1 列に並べた p2 次
元ベクトル，vech A を A の下三角行列部分の要素を 1 列に並べた p̄ 次元のベクト
ルとする．ただし， p̄ = p(p + 1)/2 とする．さらに，Dp ∈ Rp̄×p2 を
vech A = Dp vec A を満たす行列とする．詳細は Harville (1998) を参照．
任意の行列 A に対し，その一般化逆行列を A+ で表す．
⊗ はクロネッカー積を表す．
Np (µ,Σ) は平均 µ ∈ Rp，分散 Σ ∈ Rp×p の正規分布を表す．
χ2

p は自由度 p のカイ二乗分布を表し， χ2
p (α) は自由度 p のカイ二乗分布の上側

α × 100%点を表す．ただし，0 ≤ α ≤ 1 である．

パラメータ推定
　パラメータの疑似尤度に基づいて，コントラスト関数を

Fm,n (θm ) =
(
vech QXX − vechΣm (θm )

)⊤Vm,n (θm )
(
vech QXX − vechΣm (θm )

)
と定義する．ただし，Vm,n (θm ) は QXX が正則のとき，

Vm,n (θm ) = D+⊤p

∫ 1

0

∫ 1

0
λ2

(
Σm (θm ) + λ1λ2 (QXX − Σm (θm ))

)−1

⊗ (
Σm (θm ) + λ1λ2 (QXX − Σm (θm ))

)−1 dλ1 dλ2D
+
p

とし，QXX が非正則のとき，Vm,n (θm ) = Ip̄ であるとする．また，最小コントラスト推定量 θ̂m,n
を

Fm,n (θ̂m,n ) = inf
θm∈Θm

Fm,n (θm )

と定義する．さらに，

Wm (θm ) = 2D+⊤p
(
Σm (θm ) ⊗ Σm (θm )

)
D+p , ∆m =

∂

∂θm
vechΣm (θm )

とするとき，最小コントラスト推定量 θ̂m,n について，以下の結果が成り立つ．

定理 1 (最小コントラスト推定量の一致性，漸近正規性)

ある正則条件の下で，hn −→ 0，nhn −→ ∞ のとき，

θ̂m,n
P−→ θm,0 .

さらに，nh2
n −→ 0 のとき，

√
n
(
θ̂m,n − θm,0

) d−→ Nqm

(
0 ,

(
∆⊤m Wm

(
θm,0

)−1
∆m

)−1
)
.

適合度検定
　定理 1 では真のモデルが既知の下で，最小コントラスト推定量がパラメータを正しく推定で
きることを示した．ここでは分析者が想定しているモデル m∗ の分散構造が真のモデル m の分
散構造と等しいか否かを調べる．よって，検定問題{

H0 : Σm (θm ) = Σm∗ (θm∗ ),
H1 : Σm (θm ) , Σm∗ (θm∗ )

を考える．このとき，疑似尤度比検定統計量
Tm∗ ,n = nFm∗ ,n (θ̂m∗ ,n )

について，以下の結果が成り立つ．

定理 2 (疑似尤度比検定統計量の漸近分布)

ある正則条件が成り立つとする．このとき，H0 の下で，hn −→ 0， nhn −→ ∞，nh2
n −→ ∞ の

とき，

Tm∗ ,n
d−→ χ2

p̄−qm∗
.

　以上の結果より，棄却域が {
tm∗ ,n > χ2

p̄−qm∗
(α)

}
である有意水準が漸近的に α ∈ (0, 1) となる検定を構成できる．ただし，tm∗ ,n は Tm∗ ,n の実現
値である．この検定では帰無仮説を採択するとき，「想定しているモデル m∗ は正しい」と結論
付ける．また，この検定は一致性 (対立仮説が正しいとき，帰無仮説を棄却する確率が 1 に収
束する性質) をもつ．

定理 3 (検定の一致性)

ある正則条件が成り立つとする．このとき，H1 の下で，hn −→ 0， nhn −→ ∞ のとき，
P
(
Tm∗ ,n > χ

2
p̄−qm∗

(α)
)
−→ 1.
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数値シミュレーション

真のモデル

確率過程 X1,t が因子モデル:

X1,t = Λx1 ,mξm,t + δm,t ,

{X1,t }t≥0 は 4 次元観測可能確率過程，
{ξm,t }t≥0 は 2 次元潜在因子過程，
{δm,t }t≥0 は 4 次元潜在因子過程，

Λx1 ,m =

(
1 (Λx1 ,m )21 0 0
0 0 1 (Λx1 ,m )42

)⊤
∈ R4×2

に従うとする．また，確率過程 X2,t が因子モデル:

X2,t = Λx2 ,mηm,t + εm,t ,

{X2,t }t≥0 は 2 次元観測可能確率過程，
{ηm,t }t≥0 は 1 次元潜在因子過程，
{εm,t }t≥0 は 2 次元潜在因子過程，
Λx2 ,m =

(
1, (Λx2 ,m )21

)⊤
∈ R2×1

に従うとする．さらに，潜在因子間の関係を
ηm,t = Γmξm,t + ζm,t ,

{ζm,t }t≥0 は 1 次元潜在因子過程，
Γm ∈ R1×2

とする．また，拡散過程 {ξm,t }t≥0 は 2 次元 Ornstein-Uhlenbeck (OU) 過程
dξm,t = −(A1,mξm,t − µ1,m )dt + S 1,m dW1,t , (t ∈ [0,T ]), ξm,0 = 0,

A1,m ∈ R2×2，µ1,m ∈ R2，W1,t は 2 次元標準ブラウン運動，
S 1,m ∈ R2×2， Σξξ,m = S 1,m S ⊤1,m は正定値行列

に従い，拡散過程 {δm,t }t≥0 は 4 次元 OU 過程
dδm,t = −(A2,mδm,t − µ2,m )dt + S 2,m dW2,t , (t ∈ [0,T ]), δm,0 = 0,

A2,m ∈ R4×4，µ2,m ∈ R4，W2,t は 4 次元標準ブラウン運動，
S 2,m ∈ R4×4， Σδδ,m = S 2,m S ⊤2,m は正定値対角行列

に従い，拡散過程 {εm,t }t≥0 は 2 次元 OU 過程
dεm,t = −(A3,mεm,t − µ3,m )dt + S 3,m dW3,t , (t ∈ [0,T ]), εm,0 = 0,

A3,m ∈ R2×2，µ3,m ∈ R2，W3,t は 2 次元標準ブラウン運動，
S 3,m ∈ R2×2， Σεε,m = S 3,m S ⊤3,m は正定値対角行列

に従い，拡散過程 {ζm,t }t≥0 は 1 次元 OU 過程
dζm,t = −(A4,mζm,t − µ4,m )dt + S 4,m dW4,t , (t ∈ [0,T ]), ζm,0 = 0,

A4,m ∈ R，µ4,m ∈ R， S 4,m > 0，W4,t は 1 次元標準ブラウン運動
に従う．このとき，パラメータは

θm =
(
(Λx1 ,m )21 , (Λx1 ,m )42 , (Λx2 ,m )21 , (Γm )11 , (Γm )12 , (Σξξ,m )11 , (Σξξ,m )12 , (Σξξ,m )22 ,

(Σδδ,m )11 , (Σδδ,m )22 , (Σδδ,m )33 , (Σδδ,m )44 , (Σεε,m )11 , (Σεε,m )22 ,Σζζ,m
)⊤ ∈ Θm

となる．ただし，パラメータ空間は
Θm =

{
[−100,−0.1] ∪ [0.1, 100]

}5 × [0.1, 100] × {
[−100,−0.1] ∪ [0.1, 100]

} × [0.1, 100]8

とする．また，真値を
θm,0 =

(
2, 3, 3, 1, 2, 2, 2, 4, 1, 4, 4, 1, 1, 9, 4

)⊤ ∈ Θm

とする．このモデルのパス図は図 4 のようになる.

図 4 真のモデルのパス図．

シミュレーション設定

サンプリングを (n, hn ,T ) = (106 , 10−4 , 102 ) とし，イテレーションを 10000 とし，最適化の初
期値を真値 θm,0 とした．また，適合度検定の有意水準は α = 0.05 とする．
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誤特定モデル (m∗ = M1)

因子数を k1,M1 = 1， k2,M1 = 1 とする．真のモデルの因子数は k1,m = 2，k2,m = 1 であったか
ら，このモデルは因子数を誤特定していることに注意する．また，識別可能性のために，制約

Λx1 ,M1 =
(
1, (Λx1 ,M1 )21 , (Λx1 ,M1 )31 , (Λx1 ,M1 )41

)⊤ ∈ R4×1，
Λx2 ,M1 =

(
1, (Λx2 ,M1 )21

)⊤ ∈ R2×1，
Σδδ,M1 ∈ R4×4 と Σεε,M1 ∈ R2×2 は正定値対角行列

を置く．このとき，パラメータは
θM1 =

(
(Λx1 ,M1 )21 , (Λx1 ,M1 )31 , (Λx1 ,M1 )41 , (Λx2 ,M1 )21 ,ΓM1 ,Σξξ,M1 , (Σδδ,M1 )11 ,

(Σδδ,M1 )22 , (Σδδ,M1 )33 , (Σδδ,M1 )44 , (Σεε,M1 )11 , (Σεε,M1 )22 ,Σζζ,M1

)⊤ ∈ ΘM1

となる．ただし，パラメータ空間は
ΘM1 = {[−100,−0.1] ∪ [0.1, 100]}5 × [0.1, 100]8

である．また，分散構造は

ΣM1 (θM1 ) =
(
ΣX1 X1 ,M1 (θM1 ) ΣX1 X2 ,M1 (θM1 )
ΣX1 X2 ,M1 (θM1 )⊤ ΣX2 X2 ,M1 (θM1 )

)
である．ただし，

ΣX1 X1 ,M1 (θM1 ) = Λx1 ,M1 Σξξ,M1 Λ
⊤
x1 ,M1

+ Σδδ,M1 ,

ΣX1 X2 ,M1 (θM1 ) = Λx1 ,M1 Σξξ,M1 ΓM1 Λ
⊤
x2 ,M1
,

ΣX2 X2 ,M1 (θM1 ) = Λx2 ,M1

(
Γ2

M1
Σξξ,M1 + Σζζ,M1

)
Λ⊤x2 ,M1

+ Σεε,M1

である．このモデルのパス図は図 5 のようになる．

図 5 誤特定モデルのパス図．

　図 6 より，モデルが特定された場合，つまり定理 1 の設定 (m∗ = m) において，θ̂(1)
m∗ ,n = θ̂

(1)
m,n

の漸近正規性がわかる．ただし，赤線は理論分布である．また，図 7 より，定理 2 の設定
(m∗ = m) において，帰無仮説の下で，検定統計量 Tm∗ ,n = Tm,n = Fm,n (θ̂m,n ) が自由度 6 のカイ
二乗分布に分布収束していることがわかる．ただし，赤線は自由度 6 のカイ二乗分布である．さ
らに，誤特定モデルの場合 (m∗ = M1 ) に対する検定問題{

H0 : Σm (θm ) = ΣM1 (θM1 ),
H1 : Σm (θm ) , ΣM1 (θM1 )

を考える．このとき，検定統計量は Tm∗ ,n = TM1 ,n = FM1 ,n (θ̂M1 ,n )であり，棄却域は{
tM1 ,n > χ

2
8 (0.05) = 15.51

}
となる．数値シミュレーションの結果，10000 回中 10000 回帰無仮説が棄却された．この結果
は対立仮説が正しい場合，帰無仮説を正しく棄却できることを示しており，検定の一致性が成り
立っていることがわかる.

図 6
√

n
(
θ̂(1)

m,n − θ(1)
m,0

) のヒストグラム (左)，Q-Q プロット (中央)，経験分布関数 (右)．

図 7 Tm,n のヒストグラム (左)，Q-Q プロット (中央)，経験分布関数 (右)．
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