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研究の大まかな位置づけ

モデル方程式の解の存在を調べることによって一般論
を考察すると同時に, 解の爆発を調べることで爆発する
時間以降は一般論の解が存在しないことを保証できる.
つまり, モデル方程式の解析は一般論の最適性を示すこ
とが出来る.

一般論の拡張する方向性と追加の条件について

物理学や工学では係数や非線形項が時空の変数に因る方程式が多
く扱われている. 例としては, 送電などの物理現象の記述に用いら
れ, 波動方程式と熱方程式の中間的な性質を持つ消散波動方程式が
挙げられる. そのうち特別な係数を持つモデル方程式は, Liouville変
換 u(x, t) = (1 + t)v(x, t)によって下記の半線形波動方程式に変換
される.

vtt − vxx +
2

1 + t
vt = |v|p → utt − uxx =

|u|p

(1 + t)p−1

また, 上記の半線形波動方程式の非線形を変えて, パラメーターを
a ≥ −1にとって

utt − uxx =
|u|p−1u

(1 + x2)(1+a)/2

という空間変数の重みの場合のモデル方程式は Suzuki[6], Kubo,
Osaka and Yazici[5], Wakasa[8]によって解析が行なわれている. し
たがって, モデル方程式が解析されているため, 一般論が対象とす
る非線形項を

H(u, ux, ut, uxx, uxt)からH(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt)

と拡張することが求められるが, この観点に立った研究は皆無であ
る. それは, モデル方程式の解析が不十分なため, 非線形項の変数
(x, t)に対してどのような仮定を置いて一般論を構築すれば良いの
か, このままでは基準を設定することが難しいからである.
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そもそも非線形波動方程式の一般論とは

一次元の非線形波動方程式の初期値問題{
utt − uxx = H(u, ux, ut, uxx, uxt) in R× (0,∞),
u(x, 0) = εf(x), ut(x, 0) = εg(x), x ∈ R,

(1)

に対して,

• H, f, gは十分滑らか
•初期値の関数 f, gに台がコンパクト
•初期値の大きさを決定する εは十分小さな正定数
とする. 初期値問題 (1)の解の最大存在時間,いわゆる lifespan,を
T̃ (ε)という記号で下記のように定義する.

T̃ (ε) := sup{ t > 0;適当に固定した (f, g)に対して
(1)の古典解 u(x, t)が存在する }

lifespan について, T̃ (ε) = ∞を満たすならば時間大域解を持つと
言い, T̃ (ε) <∞を満たす, つまり有限時間で解uが発散するなら
ば時間局所解を持つと言う. Li Ta-tsien, Yu Xin and Zhou Yi[7]に
よって初期値問題 (1)に対して次のような解の存在が示されてい
る. (右上)

定理 ([7])

初期値問題 (1)が自然数αを用いて λ̂ = 0の近傍において
H(λ̂) = O(|λ̂|1+α)を満たすとき, ある正定数 ε0 = ε0(f, g, α)が存在し
て, 任意の 0 < ε ≤ ε0を満たす εに対して下記が成立する.

T̃ (ε) ≥


Cε−α/2 in general case,

Cε−α(1+α)/(2+α) if

∫
R

g(y)dy = 0,

Cε−α if ∂βuH(0̂) = 0, (1 + α ≤ β ≤ 2α)

ここで, C > 0は εに因らない定数である.

一般論の条件の妥当性

解析を行う上で初期値に対して (f, g) ≡ 0 ⇒ u ≡ 0が成り立たな
ければ解の一意性が崩れてしまうので, H(0) = 0 が成り立って
ほしい. この条件はHをマクローリン展開したときに定数部分
が 0という条件と同値であり, 高次の剰余項をRn+1として展開
すると次のようになる.

H(u, ux, ut, uxx, uxt)

=
n∑

k=1

1

k!
(u∂λ0 + ux∂λ1 + ut∂λ2 + uxx∂λ3 + uxt∂λ4)

kH(λ̂)
∣∣∣
λ̂=0̂

+Rn+1

上記において k = 1の項は線形より, この項を入れると波動方程
式では無くなってしまう. 従って, 初期値問題 (1)は εが十分小さ
いことから解 uも小さいので, 非線形項の主な部分は k ≥ 2の低
次の項であると考えることができる.
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以下では重み付きモデル半線形波動方程式の初期値問題を, 一般論 (1)の非線形項Hを H̃ = F (x, t)|u|p or H̃ = F (x, t)|ut|p に取り替えた初期
値問題として定義する. また, その解の最大存在時間 lifespanを T (ε)とし, ∼という記号を下記のように定義する.

T (ε) ∼ A(ε, C) ⇔ ∃C1, C2, A(ε, C1) ≤ T (ε) ≤ A(ε, C2)

Theorem1 (K., Morisawa and Takamura)[2]

If

H̃ =
|u|p

⟨x⟩1+a (a ∈ R),

the following lifespan estimates hold.

T (ε) ∼


Cε−(p−1)/(1−a) for a < 0,

ϕ−1(Cε−(p−1)) for a = 0,

Cε−(p−1) for a > 0

if

∫
R

g(x)dx ̸= 0

and

T (ε) ∼


Cε−p(p−1)/(1−pa) for a < 0,

ψ−1
p (Cε−p(p−1)) for a = 0,

Cε−p(p−1) for a > 0

if

∫
R

g(x)dx = 0,

where

ϕ(s) := s log(2 + s), ψp(s) := s logp(2 + s).

Theorem2 (K., Morisawa and Takamura)[3]

If

H̃ =
|ut|p

⟨x⟩1+a (a ∈ R),

the following lifespan estimates hold.

T (ε) ∼
{
Cε−(p−1)/(−a) for a < 0,

exp
(
Cε−(p−1)

)
for a = 0,

T (ε) = ∞ for a > 0.

比較

• 非線形項が F |u|p のときは
∫
R

g(x)dxの値によって場合分けされるが, F |ut|p の時は場合分けされ
ない.

• (1 + t)重みの場合である Kato, Takamura and Wakasa[1]と比較すると, 特に Theorem1において,
空間変数重みは時間大域的解が得られないという点で決定的に異なる.
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Theorem3 (K., Takamura and Wakasa)[4]

If

H̃ =
|u|p

⟨t+ ⟨x⟩⟩1+a⟨t− ⟨x⟩⟩1+b
(a, b ∈ R),

the following lifespan estimates hold.

Theorem4 (K.)

H̃ =
|ut|p

⟨t+ ⟨x⟩⟩1+a⟨t− ⟨x⟩⟩1+b
(a, b ∈ R),

the following lifespan estimates hold.

比較

• 赤い領域では時間大域解が得られ, 有限時間爆発の場合との境界では指数増
大になっている.

• 重みがない場合と (1 + t)重みの場合を含んでいる.
∵ 有限伝播性より (1 + t) ∼ ⟨t+ ⟨x⟩⟩

• ⟨x⟩重みの場合は含まれていない.
(lifespan評価が ⟨t− ⟨x⟩⟩重みの場合とは異なる)
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主結果の証明の概略

　 supp{f, g} ⊂ {|x| ≤ R}を満たすようにR(> 1)を取る. 非線形項がF |u|pの場合の結果の証
明は, 初期値問題が線形部分 u0とDuhamel項L(|u|p)に分けられる積分方程式

u = εu0 + L(|u|p),


u0(x, t) :=

1

2
{f(x+ t) + f(x− t)}+ 1

2

∫ x+t

x−t

g(y)dy,

L(v)(x, t) :=
1

2

∫ t

0

ds

∫ x+t−s

x−t+s

F (y, s)v(y, s)dy for v ∈ C(R× [0,∞))

と同値であることを利用して, 古典解の存在も爆発も各点評価の Iteration methodによって得ら
れる. ここで, {t− |x| > R}上で u0 ≡ 1

2

∫
R

g(y)dyとなることから, 初期速度の全空間積分の値
による場合分けは, 右の図によって示されている積分領域で解のオーダーが異なる部分がある
ことに起因する. また, 重みの指数 a, bの場合分けはDuhamel項の可積分性によって従う.
　非線形項がF |ut|pの場合は初期値問題と同値な積分方程式の両辺を時間偏微分した方程式に
対して, 各点評価の Iteration methodを行う. このとき, 1 < p < 2のときは非線形項の可微分性
が足らず, 古典解が得られないことに注意する.
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Lの積分領域での解のオーダー

s

y = 0
s = |y|

y

R−R x+ tx− t

(x, t)

∫
R

g(y)dy ̸= 0の場合

u ∼ O(ε)

s

y

R−R x+ tx− t

R

(x, t)

∫
R

g(y)dy = 0の場合

u ∼ O(εp)

u ∼ O(ε)

黄色の方向は ⟨x⟩重みが利かなくなる
方向,青色の方向は ⟨t− ⟨x⟩⟩の重みが
利かなくなる方向である.
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