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目標
初期値に可積分性または１次の重み付き可積分性を仮定した際に,方程式
(NSΩ)の時間大域解に対する回転の影響を反映した時間減衰評価を証明する.

同様の時間大域解に対して,線形解の積分核の１階導関数を含んだ時間無限大
における漸近展開を証明する.
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導入
Coriolis力付き Navier-Stokes方程式:

∂tu−∆u+Ωe3×u+ (u · ∇)u+∇p = 0 x ∈ R3, t > 0,
divu = 0 x ∈ R3, t ≥ 0,
u(x,0) = u0(x) x ∈ R3.

(NSΩ)

u = u(x, t) = (u1(x, t),u2(x, t),u3(x, t)): 流体の速度場
p = p(x, t): 流体の圧力
u0 = u0(x) = (u0,1(x),u0,2(x),u0,3(x)): 流体の初期速度場
Ω ∈ R: Coriolisパラメータ, e3 = (0,0,1)

積分方程式による表示

u(t) = e−tAΩu0−
∫ t

0
e−(t−τ)AΩPdiv(u⊗u)(τ)dτ.

e−tAΩ f := F −1
[
e−|ξ|

2t f̂ (ξ){cos
(
Ω
ξ3
|ξ| t
)
I+ sin

(
Ω
ξ3
|ξ| t
)
R(ξ)}

]
, div f = 0.

P := (δh, j+RhR j)3
h, j=1: Helmholtz射影作用素, R j := ∂ j(−∆)−1/2 : Riesz作用素

I :=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , R(ξ) :=
1
|ξ|

 0 ξ3 −ξ2
−ξ3 0 ξ1
ξ2 −ξ1 0

 , ξ ∈ R3 \ {0}.
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先行結果 (The Navier-Stokes equations)
∂tu−∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0 x ∈ R3, t > 0,
divu = 0 x ∈ R3, t ≥ 0,
u(x,0) = u0(x) x ∈ R3.

(NS)

Gt(x) := (4πt)−
n
2 e−

|x|2
4t = F −1

[
e−|ξ|

2t
]
(x): Gauss核,

G̃t(x) := F −1
[
e−|ξ|

2tP̂(ξ)
]
(x)

先行結果１ (Fujigaki-Miyakawa (2001))
初期値 u0 ∈ Ln(Rn)が (1+ | · |)u0 ∈ L1(Rn)であると仮定する. ∃λ > 0 s.t.
∥u0∥Ln(Rn) ≤ λならば (NS)の時間大域解 u(t)が一意に存在し,

∥u(t)∥Lp ≤Ct−
n
2 (1− 1

p )− 1
2 , (1 ≤ p ≤∞, ∀t > 0).

lim
t→∞

t
1
2+

n
2 (1− 1

p )
∥∥∥∥u(t)+

n∑
j=1

∂ jGt(·)
∫
Rn
y ju0(y)dy

+

n∑
j=1

∂ jG̃t(·)
∫ ∞

0

∫
Rn

(u ju)(y, s)dyds
∥∥∥∥

Lp
= 0.
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先行結果 (The rotating Navier-Stokes equations)

先行結果２ (Iwabuchi-Takada (2013) and Koh-Lee-Takada (2014)) 1
2 < s < 9

10 ,
1
3 +

s
9 ≤

1
q <

7
12 −

s
6 ,

3
4 (1− 2

q ) ≤ 1
θ ≤

5
4 −

5
2q , −

1
2 +

1
2q +

s
2 <

1
θ <

5
8 −

3
2q +

s
4 .

このとき,Ωに依らない ∃C∗ =C∗(s,q, θ) > 0 s.t. divu0 = 0　かつ
∥u0∥Ḣs(R3) ≤C∗|Ω|

1
2

(
s− 1

2

)
なる初期値 u0 ∈ Ḣs(R3)に対して, (NSΩ)の時間大域解

u(t) ∈C([0,∞); Ḣs(R3))∩Lθ(0,∞; Ḣs
q(R3))が一意に存在する.

解の時間減衰評価 (D): Ahn-Kim-Lee(2022), Kim(2022)

主結果１
u0 が u0 ∈ Ḣs∩L1(R3),及び divu0 = 0を満たすとする. 1

2 −
1
2

(
1
q −

s
3

)
≤ 1

p ≤
1
2 なる p

に対して ∃C =C(s, p,q, θ,∥u0∥L2 ,∥u0∥L1 ) s.t.

∥u(t)∥Lp ≤Ct−
3
2 (1− 1

p )(1+ |Ω|t)−(1− 2
p )
, (∀t > 0). (D)

lim
t→∞

t
3
2 (1− 1

p )(1+ |Ω|t)1− 2
p ∥u(t)∥Lp = 0.
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主結果２
KΩ(x, t) := F −1

[
e−|ξ|

2t cos
(
Ω
ξ3
|ξ| t
)
I+ sin

(
Ω
ξ3
|ξ| t
)
R(ξ)
]
(x) : 線形解の積分核

K̃Ω(x, t) := F −1
[
e−|ξ|

2t
{
cos
(
Ω
ξ3
|ξ| t
)
I+ sin

(
Ω
ξ3
|ξ| t
)
R(ξ)
}
P̂(ξ)
]
(x)

主結果２
u0 が u0 ∈ Ḣs(R3), (1+ | · |)u0 ∈ L1(R3)及び divu0 = 0を満たすとする.
1
2 −

1
2

(
1
q −

s
3

)
≤ 1

p ≤
1
2 なる pに対して ∃C =C(s, p,q, θ,∥u0∥L2 ,∥| · |u0∥L1 ) s.t.

∥u(t)∥Lp ≤Ct−
1
2−

3
2 (1− 1

p )(1+ |Ω|t)−(1− 2
p )
, (∀t > 0).

lim
t→∞

(1+ |Ω|t)1− 2
p t

1
2+

3
2 (1− 1

p )
∥∥∥∥u(t)+

3∑
j=1

∂ jKΩ(·, t)
∫
R3
y ju0(y)dy

+

3∑
j=1

∂ jK̃Ω(·, t)
∫ ∞

0

∫
R3

(u ju)(y, s)dyds

+Ω

3∑
j=1

∫ t
2

0

∫ 1

0
∂ jPe3×PK̃Ω(·, t− sτ)dτ

∫
R3

s(u ju)(y, s)dyds
∥∥∥∥

Lp
= 0.

江頭貴成 (九州大学大学院数理学府) Asymptotic expansion of the rotating NS equations 2022年 10月 29日 (土) 5 / 5


