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1 序論

本論文は，[14]の定義や定理の証明を詳しく書き直したものである．本論

文では，区間 [0, 1]上で定義される超曲面についての関数 ξf (x)を導入する．

超曲面のヒルベルト・クンツ関数と F符号が，関数 ξf (x)の区間 [0, 1]の両

端の値として現れる．関数 ξf (x)をヒルベルト・クンツ重複度と F符号の一

般化として見なすことができる．以下，環は全て可換環とする．

1969年Kunz [11]は，正標数（標数 p > 0）のネーター局所環 (S, n)と自然数

v ∈ Nに対して，S(pv) = S/n[p
v]とおくとき，S の正則性を ℓv = ℓS (S(pv))

の値によって特徴付けた．それは次の定理である．以下，本論文において p

は素数を表す．

定理 1.1 (Kunz [11]，Theorem 3.3). S を標数 p > 0のネーター局所環とす

るとき，次の条件 (1)，(2)，(3)は同値である．

(1) S が正則局所環である,

(2) ℓ1 = pdimS ,

(3) ある自然数 v ∈ Nが存在して ℓv = pv dimS が成り立つ．

また，S の正則性と Sp 上平坦性との関係性についての次の理も証明して

いる．ここで，Sp は S の元の p乗からなる環 {xp|x ∈ S}である．

定理 1.2 (Kunz [11]，Theorem 2.1). S を標数 p > 0のネーター局所環とす

るとき，次の条件 (1)，(2)，(3)は同値である．

(1) S が正則局所環である,

(2) S が被約で，Sp 加群として平坦である，

(3) S が被約でかつ，ある自然数 v ∈ N が存在して Spv

加群として平坦で

ある．

その後，1976年 Kunz [10]は，S/n[p
v ] を S の v回フロベニウス・ファイ

バーと呼び，

λv(S) =
ℓS
(
S/n[p

v]
)

pv dimS

を v回フロベニウス・ファイバーの被約な長さと呼んだ．また，Kunzは，有

限生成 S 加群M に対して，

λv(M) =
ℓS
(
M/n[p

v]M
)

pv dimS

と定め，局所化と平坦拡大での λv(M)の振る舞いを提示した．具体例によっ

て，十分大きな vに対して，λv(S)がある種の良い振る舞いをすることを示
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した．このとき，ヒルベルト・クンツ重複度の概念が提起されたと言える.一

般に，S のイデアル I と有限生成 S 加群M に対して，ヒルベルト・クンツ

重複度は，

eHK(I,M) = lim
v→∞

ℓS
(
M/I [p

v]M
)

pv dimS

で定義される．1983年Monsky [13]は初めて，関数 v 7→ λv(M)を提起し，こ

れをヒルベルト・クンツ関数と呼んだ．また，正標数のネーター局所環に対し

て，常にヒルベルト・クンツ重複度が存在することを証明した．その後Han-

Monsky [6]は，超曲面 Z/(p)[[X1, X2,…, Xn+1]]/(X
k1
1 +Xk2

2 + · · ·+X
kn+1

n+1 )

のヒルベルト・クンツ関数の計算についての研究を行っている．ヒルベル

ト・クンツ重複度という言葉と，eHK(I,M)という表記を初めて用いたのは，

Huneke [7]であると考えられる．2000年，渡辺-吉田 [17]は，Kunz [11]の結

果 (定理 1.1)を拡張した次の定理を証明した．

定理 1.3 (渡辺-吉田 [17]，1.5). S を標数 p > 0の非混合的ネーター局所環

とする．このとき，eHK(S) = 1であることと，S が正則局所環であること

は同値である．

次に，S を e回フロベニウス写像 F e : S → S を通して S 加群と見なした

もの S = F e
∗S を考える．F e

∗S ≃ S⊕ae ⊕Me と直和分解する．ただし，Me

は自由 S 加群を直和因子として持たないとする．このような ae は一意的な

ので，言い換えれば，ae は F e
∗S に S が直和因子として含まれる最大個数で

ある．ae を S の e回フロベニウス分裂数と呼ぶ．2002年 Huneke-Leuschke

[8]によって，体を部分集合として含んだ正標数のコーエン・マコーレー局所

環に対して F符号

s(S) = lim
e→∞

ae
ped

が定義された．また，S の正則性を特徴付けた次の定理を証明した．

定理 1.4 (Huneke-Leuschke [8], Corollary 16). S を標数 p > 0の被約 F有

限コーエン・マコーレー局所環とする．また，F符号 s(S)が存在すると仮定

する．このとき，s(S) = 1であることと，S が正則局所環であることは同値

である．

さらに，体を部分集合として含んだ完備な被約 F有限ゴレンシュタイン局

所環に対しては，F符号の極限の存在性が証明されていた．より一般的な場

合に対する極限の存在証明は，10年後になる．2012年 Tucker [16]は，正標

数の被約 F有限ネーター局所環に対して F符号の存在性を証明した．

本論文では，正標数の完全体k上の形式的冪級数環R = k[[X1, X2,…, Xn+1]]

を，その極大イデアルに含まれる一つの多項式 f で割った剰余環 (n次元超曲

面)を考える．n次元超曲面 R/(f)に対して，ヒルベルト・クンツ重複度や

F符号，F純閾値が現れる関数 ξf (x)を定義した．この関数は，区間 [0, 1]上
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で定義された実数値の有界で単調減少な確率密度関数となっている．また，

t ∈ [0, 1]から 1まで積分すると，2013年に Blickle-Schwede-Tucker [3]が定

義した組 (R, f t)の F符号となる．これは s(R, f t)で表され，t ∈ [0, 1]につ

いての関数である．本論文で定義された関数 ξf (x)と組 (R, f t)の F符号との

大きな違いは，不連続点が存在するかどうかである．組 (R, f t)の F符号は

連続関数であるのに対し，ξf (x)は多くの場合で（高々可算個の）不連続点が

存在する．例えば，f = X1X
2
2 とすると x = 1/2が唯一の不連続点となって

いる．本論文では，関数 ξf (x)についての次の性質を証明する．

定理 2.10 . 1) 関数 ξf (x)は有界かつ単調減少である.[0, 1]の可算部分集合C

が存在して，ξf (x)が任意の点 α ∈ [0, 1]−Cで連続である.さらに，ξf (x)

は 0と 1で連続である.

2) もし ξf (x)が点 α ∈ [0, 1]で連続であったならば, lim
e→∞

ξf,e(α) = ξf (α)が

成り立つ.

3) ξf (0) = eHK(R/(f))，ξf (1) = s(R/(f)).

4) ξf (1) = 0を仮定する．このとき，fpt(f) = inf{α ∈ [0, 1] | ξf (α) = 0}
が成り立つ．ただし，µf (p

e) = min{t ≥ 1 | f t ∈ m[pe]}とおいたとき，

fpt(f) = lim
e→∞

µf (p
e)

pe
と定める．fpt(f)を f の F純閾値と呼ぶ．F純閾

値は，高木-渡辺 [15]によって導入された．

5) 関数 ξf (x)は可積分であり,各整数 0 ≤ a < peに対して，
∫ a+1

pe

a
pe

ξf (x)dx =

ℓR(Me, a)

pe(n+1)
が成り立つ．特に，

∫ 1

0

ξf (x)dx = 1が成り立つ.

6) もしR/(f)が正規であったならば，ξ′f (0) = 0が成り立つ．ここで，ξ′f (0)

は x = 0における ξf (x)の微分係数である．特に，s(R/(f)) > 0ならば

ξ′f (0) = 0である．

ただちに，eHK(R/(f))× fpt(f) ≥ 1であることが分かる（系 2.14）．渡辺-

吉田 [17]と Huneke-Leuschke [8]によって既知の結果（定理 1.3，定理 1.4）

ではあるが，定理 2.10から，超曲面のヒルベルト・クンツ重複度が 1である

ことと，F符号が 1であることとの同値性が確かめられる．

最後に，f が単項式である場合の ξf (x)の計算を提示した．

命題 4.1 . f = Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn+1

n+1 とおく．ただし，α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn+1

とする．このとき，次が成り立つ．

1) fpt(f) =
1

αn+1
.もしも αn+1 ≥ 2ならば, s

(
R/(f)

)
= 0である.

2) lim
x→ 1

αn+1
−0

ξf (x) =

(
1

αn+1

)n−1 n∏
j=1

(αn+1 − αj) ≥ 0.
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3) 関数 ξf (x)が [0, 1]上で連続であるための必要十分条件は αn+1 = αn で

ある.

4) αn+1 = psq とする．ただし，q は p と互いに素で，s は非負整数とす

る．このとき，極限 lim
e→∞

ξf,e

(
1

αn+1

)
が存在するための必要十分条件は，

αn+1 = αn または p ≡ 1 (mod q)が成り立つことである.

2 記号と主定理

定義 2.1. (S, n, k)を標数 p > 0の d次元ネーター局所環とする．Sのヒルベ

ルト・クンツ重複度は，

eHK(S) = lim
e→∞

ℓS(S/n
[pe])

ped

として定義される．ここで，ℓS(S/n
[pe]) は S/n[p

e] の S 加群としての長さ，

n[p
e] = (xpe |x ∈ n)は nの e回フロベニウス冪である．ヒルベルト・クンツ重

複度は，Kunz [10]によって初めてこの概念が提示され，Monsky [13]によっ

て極限の存在性が証明された．

(S, n, k)を標数 p > 0の d次元ネーター局所環とする．F : S → S をフ

ロベニウス写像，すなわち x ∈ S に対して F (x) = xp とする．任意の正整

数 e > 0に対して，S を e回フロベニウス写像を通して S 加群と見なしたも

のを F e
∗S で表す．F e

∗S の元 sを，S の元と区別するために，F e
∗ (s)で表す．

a, s ∈ S に対して，a · F e
∗ (s) = F e

∗ (a
pe

s)である．まずは，F有限環の定義を

する．その後，F符号の定義をする．

定義 2.2. S を標数 p > 0のネーター環とする．このとき，S が F有限環で

あるとは，フロベニウス写像 F : S → Sが有限な環準同型であるときに言う．

別の言い方をすれば，S が部分環 Sp = {xp|x ∈ S}上有限生成であるときに
言う．

定義 2.3. S をネーター環とする．このとき，S が被約であるとは，冪零イ

デアル
√

(0)が零イデアル (0)に一致するときに言う．

ネーター環 Sが整域であると仮定する．このとき，Sの商体の代数閉包K

を考えれば，任意の r ∈ S に対して唯一つの pe 乗根が存在する．そこで，

S
1
pe = {x ∈ K|xpe ∈ S}と定める．代数閉包は体であって被約であるから，
環準同型

S
1
pe = {x|xpe

∈ S} → S, x 7→ xpe
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は環の同型である．したがって，可換図式 (1)のように，包含写像 S → S
1
pe

は，フロベニウス写像 F : S → S と同一視できる．

S
包含写像−−−−−→ S

1
pe∥∥∥ y≃

S
F−−−−→ S

(1)

よって，ネーター整域 S が F有限環であることと，S
1
pe が部分環 S 上有限

生成であることとは同値である．

1976年 Kunzは，次の定理 2.4を証明した．

定理 2.4 (Kunz [10], 2.5). 標数 p > 0のネーター環 S が [S : Sp] < ∞を満
たすならば，Sは優秀環である．ここで，[S : Sp]は Sp加群としての Sの生

成系の個数の最小値である．

したがって，F有限環は優秀環である．

定義 2.5. (S, n, k)を標数 p > 0の d次元被約 F有限ネーター局所環とする．

任意の正整数 e > 0に対して，整数 ae と自由 S 加群を直和因子として持た

ない S加群Meによって，S加群として F e
∗S ≃ S⊕ae ⊕Meと直和分解する．

整数 aeは，このような分解の仕方によらず一意的で，Sの e回フロベニウス

分裂数と呼ぶ．Huneke-Leuschke [8]が S の F符号を

s(S) = lim
e→∞

ae
ped

で定義した．定義された当初は，一般に右辺の極限が存在するかどうかは知

られていなかった．Tucker [16]は，標数 p > 0の d次元被約 F有限ネーター

局所環に対して，極限が存在することを証明した．

以下，本論文では，n ≥ 1，R = k[[X1, . . . , Xn+1]]を標数 p > 0の完全体 k

上の形式的冪級数環とする．m = (X1, . . . , Xn+1)は Rの極大イデアルとし，

0 ̸= f ∈ mとする．剰余環 R/(f)を n次元超曲面と呼ぶ．

定義 2.6. ２つの整数 e ≥ 0，t ≥ 0に対して，

Me, t =
(f t) +m[pe]

(f t+1) +m[pe]
≃ R(

(f t+1) +m[pe]
)
: f t

=
R

(f) + (m[pe] : f t)

と定める．

(f) + (m[pe] : f t) ⊂ (f) + (m[pe] : f t+1)であることから，自然な全射

Me, t → Me, t+1

が存在する．

R = R/m[pe] とおけば，Me, t = f tR/f t+1Rと書くことができる．
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定義 2.7. ℓR(Me, t)を R加群Me, t の長さとし，

Ce, t =
ℓR(Me, t)

pen

と定める．

ここで，

pe ≥ Ce, 0 ≥ Ce, 1 ≥ · · · ≥ Ce, pe−1 ≥ Ce, pe = Ce, pe+1 = · · · = 0 (2)

が成り立つことに注意する．

定義 2.8. 関数列 {ξf,e : [0, 1] → R}e≥0 を

ξf,e(x) =

Ce, ⌊xpe⌋ (0 ≤ x < 1)

Ce, pe−1 (x = 1)

で定義する．ただし，⌊w⌋ = max {a ∈ Z|w ≥ a}は w ∈ Rについての床関
数である．

-

6

u e

u e
u u

u e
u e

u e
u e

u eu eu eu eu u
O 1

3
2
3

11
32

2
32

4
32

5
32

7
32

8
32

x

C 1, 2

C 1, 1

C 1, 0

C 2, 0

C 2, 1

C 2, 2

C 2, 3

y

p = 3

y = ξ f,2(x)のグラフ

y = ξ f,1(x)のグラフ

定義から，∫ 1

0

ξf,e(x)dx =
1

pe
(
Ce, 0 + Ce, 1 + Ce, 2 + · · ·+ Ce, pe−1

)
=

1

pe
× 1

pen
(
ℓR(Me, 0) + ℓR(Me, 1) + · · ·+ ℓR(Me, pe−1)

)
=

1

pe(n+1)
ℓR(R/m[pe])

=
1

pe(n+1)
× pe(n+1)

= 1
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が得られる．

定義 2.9. 任意の x ∈ [0, 1]に対して，関数 ξf (x)を

ξf (x) = lim sup
e→∞

ξf,e(x)

と定める．

不等式 (2)によって，ξf (x)は [0, 1]上の単調減少関数である．もしも極限

lim
e→∞

ξf,e(α)が存在したら，ξf (α) = lim
e→∞

ξf,e(α)が成り立つ．第 3節の補題

3.1により，数列 {Ce, 0}e は単調増加である．極限

lim
e→∞

Ce, 0 = lim
e→∞

ℓR(Me, 0)

pen
= lim

e→∞

ℓR(R/(f) +m[pe])

pen

は R/(f)のヒルベルト・クンツ重複度である．つまり，

eHK(R/(f)) = lim
e→∞

Ce, 0

である．したがって，不等式 (2)により，任意のα ∈ [0, 1]に対して，lim sup
e→∞

ξf,e(α)

は +∞ではない．第 4節では， lim
e→∞

ξf,e(α)が存在しないような f ∈ R と

α ∈ [0, 1]の例を与える．ここで，

ξf (0) = eHK(R/(f)) (3)

に注意すると，ξf (x)は [0, 1]上の有界な単調減少関数である．特に，ξf (x)

は可積分であり，[0, 1]上の不連続点は高々可算個である．

本論文の主結果は次である．

定理 2.10. 1) 関数 ξf (x)は有界かつ単調減少である.[0, 1]の可算部分集合C

が存在して，ξf (x)が任意の点 α ∈ [0, 1]−Cで連続である.さらに，ξf (x)

は 0と 1で連続である.

2) もし ξf (x)が点 α ∈ [0, 1]で連続であったならば, lim
e→∞

ξf,e(α) = ξf (α)が

成り立つ.

3) ξf (0) = eHK(R/(f))，ξf (1) = s(R/(f)).

4) ξf (1) = 0を仮定する．このとき，fpt(f) = inf{α ∈ [0, 1] | ξf (α) = 0}
が成り立つ．ただし，µf (p

e) = min{t ≥ 1 | f t ∈ m[pe]}とおいたとき，

fpt(f) = lim
e→∞

µf (p
e)

pe
と定める．fpt(f)を f の F純閾値と呼ぶ．F純閾

値は，2004年に高木-渡辺 [15]によって導入された．

5) 関数 ξf (x)は可積分であり,各整数 0 ≤ a < peに対して，
∫ a+1

pe

a
pe

ξf (x)dx =

ℓR(Me, a)

pe(n+1)
が成り立つ．特に，

∫ 1

0

ξf (x)dx = 1が成り立つ.
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6) もしR/(f)が正規であったならば，ξ′f (0) = 0が成り立つ．ここで，ξ′f (0)

は x = 0における ξf (x)の微分係数である．特に，s(R/(f)) > 0ならば

ξ′f (0) = 0である．

注意 2.11. F有限環 Sの F符号が正の値を取るための必要十分条件は，Sが

強 F正則であることである．強 F正則な環は，コーエン・マコーレーかつ正

規である．

注意 2.12. Blickle-Mustaţă-Smith [2] の Theorem 1.1 と Proposition 3.2

(i)により，fpt(f)が正の有理数であることが分かる．F純閾値は，Blickle-

Mustaţă-Smith [2]で定義されている F跳躍指数の最小値であることに注意

する．

注意 2.13. 区間 [0, 1]上の関数 φf (x)を

φf (x) =

∫ x

0

ξf (t)dt.

で定義する．このとき，

φf (x) = lim
e→∞

1

pe
(
Ce, 0 + Ce, 1 + · · ·+ Ce, ⌊xpe⌋−1

)
.

である．ξf (x)は [0, 1]上で有界かつ可積分なので，φf (x)は [0, 1]上リプシッ

ツ連続である．特に，φf (x)は [0, 1]上連続である．本論文の定理 2.10の 3)，

4)は次のように書き換えられる．

3’) 関数 φf (x) は x = 0，1 で微分可能であり，φ′
f (0) = eHK(R/(f)) と

φ′
f (1) = s(R/(f))が成り立つ．

4’) s(R/(f)) = 0と仮定する．このとき，

fpt(f) = inf{α ∈ [0, 1] | φf (α) = 1}

が成り立つ．

(A, n)を標数 pの n + 1次元 F有限正則局所環として，0 ̸= g ∈ Aを取る．

Blickle-Schwede-Tucker [3]は，任意の実数 t ∈ [0, 1]に対して，組 (A, f t)の

F符号を

s(A, gt) = lim
e→∞

1

pe(n+1)
ℓA

(
A

n[pe] : g⌈t(pe−1)⌉

)
で定義した．定理 2.10の 5)を使えば，

1− φf (x) =

∫ 1

t

ξf (x)dx = s(R, f t)

が分かる．さらに，もしも ξf (x)が x = 0，1で連続であったならば (実際は，

定理 2.10の 1)により連続である)，Blickle-Schwede-Tucker [3]の Theorem

4.4から，直ちに定理 2.10の 3)が得られる．
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第 3節では，定理 2.10を証明する．次の系 2.14は，定理 2.10の 3)と 5)

から直ちに得られる．

系 2.14. eHK(R/(f))× fpt(f) ≥ 1.

例 2.15. α > 0とする．このとき，eHK(R/(Xα
1 )) = αと fpt(Xα

1 ) =
1

α
が

成り立つ．したがって，ある線形変換 τ があって τ(f) = Xα
1 となるならば

（例えば，f = X1 +X2），eHK(R/(f))× fpt(f) = 1と s(R/(f)) = 1が成り

立つ（第 4節で確認する）.それ以外の f で eHK(R/(f)) × fpt(f) = 1を満

たす例は確認できていない．

注意 2.16. 定理 2.10の 1)，3)，5)により，eHK(R/(f)) = 1と s(R/(f)) = 1

とが同値であることが直ちに分かる．これらの条件は，次の結果から，R/(f)

が正則であることと同値である．

1) S を正標数の非混合的ネーター局所環とする．このとき，eHK(S) = 1と

S が正則であることとは同値である (渡辺-吉田 [17]，Theorem 1.5)．

2) S を正標数の被約 F有限コーエン・マコーレー局所環とする．このとき，

s(S) = 1と S が正則であることとは同値である．(Hunek-Leuschke [8]，

Corollary 16)．

注意 2.17. m < n = dimR/(f)とする．ae = ℓR(Me, pe−1)とおく．このと

き，ae = αpem + o(pem)と仮定する．つまり lim
e→∞

ae
pem

= αとする．ここで，

ge = ae − αpem とおく．このとき，

φf (1)− φf

(
pe − 1

pe

)
=

pe−1∑
i=0

ℓR(Me, i)

pe(n+1)
−

pe−2∑
i=0

ℓR(Me, i)

pe(n+1)

=
ℓR(Me, pe−1)

pe(n+1)

=
α

pe(n−m+1)
+

ge
pe(n+1)

が成り立つ．今，x =
pe − 1

pe
とすれば，x− 1 = − 1

pe
なので，

φf (x) = φf (1) + (−1)n−mα(x− 1)n−m+1 + o((x− 1)n−m+1) (4)

が成り立つことが分かる．注意 2.12によりφf (x)は [0, 1]上連続なので，φf (x)

は点 x = 1の周りで式 (4)の形をなす．したがって，φf (x)が点 x = 1の周

りでのテーラー級数と一致すれば，

φ
(i)
f (1) =

0 (i = 1, 2, . . . , n−m)

(−1)n−m(n−m+ 1)!α (i = n−m+ 1)
,

ξ
(i)
f (x) =

0 (i = 1, 2, . . . , n−m− 1)

(−1)n−m(n−m+ 1)!α (i = n−m)

が得られる．
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3 主定理の証明

F : R → R をフロベニウス写像 a 7→ ap とする．体 k が完全体なので，

F∗R ≃ R⊕pn+1

を得る．ここで，F∗Rは F 1
∗Rを表す．したがって，任意の

e, t ≥ 0に対して，

(Me, t)
⊕pn+1

≃ Me, t⊗RF∗R =
((f t) +m[pe])F∗R

((f t+1) +m[pe])F∗R
= F∗

(
(fpt) +m[pe+1]

(fpt+p) +m[pe+1]

)

が成り立つ．よって，

p× Ce, t = Ce+1, pt + Ce+1, pt+1 + · · ·+ Ce+1, pt+p−1 (5)

である．式 (5) の右辺は p 項の和なので，Ce, t は Ce+1, pt, Ce+1, pt+1, · · · ,
Ce+1, pt+p−1の平均値である．したがって，式 (2)と式 (5)から，次の不等式

を得る．

補題 3.1. Ce+1, pt ≥ Ce, t ≥ Ce+1, pt+p−1．

ここで，⌊w⌋ = min{a ∈ Z|a ≥ w}を床関数，⌈w⌉ = max{a ∈ Z|w ≥ a}
を天井関数とする．⌊xpe⌋p ≤ ⌊xpe+1⌋と ⌈xpe⌉p ≥ ⌈xpe+1⌉が成り立つので，
式 (2)と補題 3.1によって，次の図式

Ce, ⌊xpe⌋−1 ≥
補題 3.1

Ce+1, (⌊xpe⌋−1)p+(p−1) ≥ Ce+1, ⌊xpe+1⌋−1

≤ ≤

Ce, ⌊xpe⌋ Ce+1, ⌊xpe+1⌋

≤ ≤

Ce, ⌈xpe⌉ ≤
補題 3.1

Ce+1, ⌈xpe⌉p ≤ Ce+1, ⌈xpe+1⌉

が得られる．したがって，数列 {Ce, ⌊xpe⌋−1}e は減少列で，数列 {Ce, ⌈xpe⌉}e
は増加列である．また，式 (2)によって，任意の e ≥ 0に対して，Ce, ⌊xpe⌋−1 ≥
Ce, ⌈xpe⌉が成り立つ．これらのことから，極限 lim

e→∞
Ce, ⌊xpe⌋−1と極限 lim

e→∞
Ce, ⌈xpe⌉

は実数値を取る．特に，任意の α ∈ (0, 1]と ⌊αpe⌋ − 1 ≥ 0を満たす eに対

して，

Ce, ⌊αpe⌋−1 ≥ lim
e→∞

Ce, ⌊αpe⌋−1 ≥ ξf (α) ≥ lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉ ≥ Ce, ⌈αpe⌉ ≥ 0 (6)

が成り立つ．以下，極限が実数値を取ることを「極限が存在する」と呼ぶこ

とにする．

補題 3.2. α ∈ [0, 1]に対して C(α) = lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉ とおき，β ∈ (0, 1]に対

して C(β) = lim
e→∞

Ce, ⌊βpe⌋−1 と定める．
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1) α ∈ [0, 1] を取る．i，k ≥ 0 を２つの非負整数とする．このとき，数列

{Ce+1, ⌈αpe⌉p+i}eは増加列である．また，極限 lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p+iと極限

lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉+k が存在する．さらに，

C(α) = lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p+i = lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉+k (7)

が成り立つ．

2) β ∈ (0, 1]を取る．i，k > 0を正数とする．このとき，数列 {Ce+1, ⌊βpe⌋p−i}e
減少列である．また，極限 lim

e→∞
Ce+1, ⌊βpe⌋p−i と極限 lim

e→∞
Ce, ⌊βpe⌋−k が

存在する．さらに，

C(β) = lim
e→∞

Ce+1, ⌊βpe⌋p−i = lim
e→∞

Ce, ⌊βpe⌋−k (8)

が成り立つ．特に，極限 lim
e→∞

Ce, pe−1 が存在するので，

ξf (1) = lim
e→∞

Ce, pe−1 (9)

である．

証明. α ∈ [0, 1]，β ∈ (0, 1]とする．また k ≥ 0，ℓ > 0は整数とする．この

とき，(⌈αpe⌉p+ k)p = ⌈αpe⌉p2 + kp ≥ ⌈αpe+1⌉p+ kp ≥ ⌈αpe+1⌉p+ k

(⌊βpe⌋p− ℓ)p+ (p− 1) ≤ ⌊βpe⌋p2 − ℓp+ (p− 1)ℓ ≤ ⌊βpe+1⌋p− ℓ

が成り立つ．したがって，式 (2)と補題 3.1から，Ce+1, ⌈αpe⌉p+k ≤ Ce+2, (⌈αpe⌉p+k)p ≤ Ce+2, ⌈αpe+1⌉p+k ≤ lim
e→∞

Ce, 0

Ce+1, ⌊βpe⌋p−ℓ ≥ Ce+2, (⌊βpe⌋p−ℓ)p+(p−1) ≥ Ce+2, ⌊βpe+1⌋p−ℓ ≥ 0

が成り立つ．よって，数列 {Ce+1, ⌈αpe⌉p+k}eは上に有界な増加列である．数
列 {Ce+1, ⌊βpe⌋p−ℓ}e は下に有界な減少列である．これらのことから，極限
lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p+k と極限 lim
e→∞

Ce+1, ⌊βpe⌋p−ℓ が存在する．

次に，整数 0 ≤ i ≤ p− 1，1 ≤ j ≤ pに対して，

C(α) = lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p+i (10)

C(β) = lim
e→∞

Ce+1, ⌊βpe⌋p−j (11)

が成り立つことを示す．式 (5)により，p× Ce, ⌈αpe⌉ = Ce+1, ⌈αpe⌉p + Ce+1, ⌈αpe⌉p+1 + · · ·+ Ce+1, ⌈αpe⌉p+p−1

p× Ce, ⌊βpe⌋−1 = Ce+1, ⌊βpe⌋p−p + Ce+1, ⌊βpe⌋p−(p−1) + · · ·+ Ce+1, ⌊βpe⌋p−1
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が成り立つので，p× lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉ = lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p + · · ·+ lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p+p−1

p× lim
e→∞

Ce, ⌊βpe⌋−1 = lim
e→∞

Ce+1, ⌊βpe⌋p−p + · · ·+ lim
e→∞

Ce+1, ⌊βpe⌋p−1

が成り立つ．一方で，不等式 Ce, ⌈αpe⌉ ≤ Ce+1, ⌈αpe⌉p ≤ Ce+1, ⌈αpe+1⌉ と

Ce, ⌊βpe⌋−1 ≥ Ce+1, ⌊βpe⌋p−1 ≥ Ce+1, ⌊βpe+1⌋−1 によって， lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉ = lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p ≥ lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p+1 ≥ · · · ≥ lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p+p−1

lim
e→∞

Ce, ⌊βpe⌋−1 = lim
e→∞

Ce+1, ⌊βpe⌋p−1 ≤ lim
e→∞

Ce+1, ⌊βpe⌋p−2 ≤ · · · ≤ lim
e→∞

Ce+1, ⌊βpe⌋p−p

が分かる．したがって，式 (10)と式 (11)が得られる．

1)の証明を完成させるために，任意の k ≥ 1に対して，

Ce, ⌈αpe⌉+k ≤ Ce+1, (⌈αpe⌉+k)p

= Ce+1, ⌈αpe⌉p+kp

≤ Ce+1, ⌈αpe⌉p+k

≤ Ce+1, ⌈αpe+1⌉+k

であることを見れば，

lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉+k = lim
e→∞

Ce+1, ⌈αpe⌉p+k

が得られる．したがって，式 (7)が成り立つ．

2)の証明を完成させるために，任意の k ≥ 2に対して，

Ce, ⌊βpe⌋−k ≥ Ce+1, (⌊βpe⌋−k)p+p−1

= Ce+1, ⌊βpe⌋p−(k−1)p−1

≥ Ce+1, ⌊βpe⌋p−k

≥ Ce+1, ⌊βpe+1⌋−k

であることを見れば，

lim
e→∞

Ce, ⌊βpe⌋−k = lim
e→∞

Ce+1, ⌊βpe⌋p−k

が得られる．したがって，式 (8)が成り立つ．

次に，ξf (x)の右極限と左極限を考える．

命題 3.3. 1) α ∈ [0, 1)に対して， lim
x→α+0

ξf (x) = lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉ が成り立つ．
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2) β ∈ (0, 1]に対して， lim
x→β−0

ξf (x) = lim
e→∞

Ce, ⌊βpe⌋−1 が成り立つ．

特に， 
lim

x→+0
ξf (x) = lim

e→∞
Ce, 0

lim
x→1−0

ξf (x) = lim
e→∞

Ce, pe−1

が成り立つ．式 (3)と式 (9)が成り立つので，関数 ξf (x)は点 x = 0，1で連

続である．

証明. 1) まずは， lim
x→α+0

ξf (x) ≤ lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉ を示す．x0 > α を取る．十

分大きな e′ を取って,αpe
′ ≤ x0p

e′ − 2が成り立つようにできる．このとき，

⌈αpe′⌉ ≤ ⌊x0p
e′⌋ − 1である．したがって，式 (2)と式 (6)によって，

ξf (x0) ≤ Ce′, ⌊x0pe′⌋−1 ≤ Ce′, ⌈αpe′⌉ ≤ lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉

が得られる．

次に，逆向きの不等式を示す．補題 3.2の 1)によって，

lim
x→α+0

ξf (x) ≥ lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉+1

を示せば十分である．任意の e ≥ 0に対して，α <
⌈αpe⌉+ 1

pe
である．実数

x1 ∈ Rが存在して，α < x1 <
⌈αpe⌉+ 1

pe
が成り立つ．このとき，⌈x1p

e⌉ ≤

⌈αpe⌉ + 1である．式 (2)，式 (6)，また ξf (x)が単調減少関数であることか

ら，任意の e ≥ 0に対して，

lim
x→α+0

ξf (x) ≥ ξf (x1) ≥
式 (6)

Ce, ⌈x1pe⌉ ≥
式 (2)

Ce, ⌈αpe⌉+1

が成り立つ．したがって，

lim
x→α+0

ξf (x) ≥ lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉+1

が得られる．

2) 証明は 1)と同様．

注意 3.4. 式 (2)により，任意の α ∈ [0, 1]に対して，

Ce, ⌊αpe⌋−1 ≥ ξf,e(α) = Ce, ⌊αpe⌋ ≥
式 (2)

Ce, ⌈αpe⌉

である．したがって，もし

lim
e→∞

Ce, ⌊αpe⌋−1 = lim
e→∞

Ce, ⌈αpe⌉

が成り立てば，極限 lim
e→∞

ξf,e(α)が存在し，これは ξf (α)に一致する．
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系 3.5. もし ξf (x)が点 α ∈ [0, 1]で連続であったならば，極限 lim
e→∞

ξf,e(α)

は存在し，これは ξf (α)に一致する．

系 3.6. 実数 x ∈ [0, 1]に対して，関数 φf (x)を

φf (x) =

∫ x

0

ξf (t)dt

によって定義する．このとき，以下のことが成り立つ．

1) φf (x)は x = 0で微分可能で，φ′
f (0) = ξf (0) = lim

e→∞
Ce, 0 = eHK(R/(f))

である．

2) φf (x)は x = 1で微分可能で，φ′
f (1) = ξf (1) = lim

e→∞
Ce, pe−1 である．

命題 3.3により，定理 2.10の 1)が証明された．また，系 3.5は，定理 2.10

の 2)そのものである．定理 2.10の 3)の前半は，Ce, 0の定義そのものである．

残りは，3)の後半，4)，5)，6)であるが，まずは，F純閾値に関する 4)の主

張を証明する．次に ξf (x)の可積分性と積分の値を提示する 5)を証明し，そ

の後 ξf (x)の x = 0での微分係数についての 6)を証明する．最後に，ξf (1)

が R/(f)の F符号であることを主張する 3)の後半を証明する．

定理 2.10の 4)を証明する前に，F純閾値の基本的なことについて述べて

おく．

任意の e ≥ 0 に対して，µf (p
e) = min{t ≥ 0 | f t ∈ m[pe]} とおく．こ

のとき，fµf (p
e) ∈ m[pe] なので，fµf (p

e)p ∈ m[pe+1] である．したがって，

µf (p
e)p ≥ µf (p

e+1)であり，

1 ≥ µf (p
e)

pe
≥ µf (p

e+1)

pe+1
≥ 0

が成り立つ．よって，数列
{
µf (p

e)

pe

}
e≥0

は減少列で下に有界であるから，極限

lim
e→∞

µf (p
e)

pe
が存在する．この極限を fのF純閾値と呼び，fpt(f)で表す．F純

閾値の概念は，高木-渡辺 [15]によって提起された．明らかに，fpt(f) ∈ (0, 1]

である．また，簡単に確かめられるが，fpt(f) = 1が成り立つための必要十

分条件は，任意の e ≥ 1に対して µf (p
e) = pe が成り立つことである．

補題 3.7. Ce, t = 0が成り立つための必要十分条件は t ≥ µf (p
e)である．

証明. もしMe, t = 0ならば，Me, t = Me, t+1 = Me, t+2 = · · · = Me, pe = 0

である．よって，f t ∈ m[pe] であるので，t ≥ µf (p
e) である．逆に，もし

t ≥ µf (p
e)ならば，f t ∈ m[pe] が成り立つ．
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定理 2.10の 4)の証明. まずは，

inf{α ∈ [0, 1] | ξf (α) = 0} ≤ fpt(f)

であることを見る．fpt(f) = 1であるときは，明らかである．以下，fpt(f) < 1

と仮定する．このとき，1 > α > fpt(f)を満たす実数 αを取る．F純閾値の

性質から fpt(f) = inf
e≥0

{
µf (p

e)

pe

}
が成り立つので，十分大きな e1 ≫ 0に対

して

fpt(f) ≤ µf (p
e1)

pe1
< α

が成り立つ．一方，補題 3.7により任意の整数 s ≥ 0に対して

Ce1+s, µf (pe1 )ps ≤ Ce1+s, µf (pe1+s) = 0

が成り立つので，

ξf (α) ≤ ξf

(
µf (p

e1)

pe1

)
= lim sup

e→∞
C

e,
⌊

µf (pe1 )

pe1
pe
⌋

= 0

である．したがって，α > fpt(f)を満たす任意の αに対して，ξf (α) = 0 が

成り立つ．

次に，

inf{α ∈ [0, 1] | ξf (α) = 0} ≥ fpt(f)

であることを確かめて証明を完成させよう．0 ≤ α < fpt(f)を満たす αを取

る．このとき，十分大きな e′ ≫ 0に対して，(fpt(f)− α)pe
′ ≥ 1が成り立つ

（アルキメデスの性質，あるいは公理，原理）．よって，αpe
′ ≤ fpt(f)pe

′ − 1

である．両辺を pe
′
で割れば，

α ≤ fpt(f)pe
′ − 1

pe′
<

fpt(f)pe
′

pe′
= fpt(f) ≤ µf (p

e′)

pe′

を得るので，

α ≤ µf (p
e′)− 1

pe′

が分かる．したがって，

ξf (α) ≥ ξf

(
µf (p

e′)− 1

pe′

)
≥
式 (6)

lim
e→∞

C
e,
⌈

µf (pe
′
)−1

pe
′ pe

⌉
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が成り立つ．数列

{
C

e,
⌈

µf (pe
′
)−1

pe
′ pe

⌉}
e≥0

は増加列なので，ここで補題 3.7か

らCe′, µf (pe′ )−1 ̸= 0 が成り立つことに注意すれば， lim
e→∞

C
e,
⌈

µf (pe
′
)−1

pe
′ pe

⌉ > 0

が分かる．したがって，α < fpt(f)を満たすすべての αに対して，ξf (α) > 0

が成り立つ．

次に，定理 2.10の 5)を証明する．証明には，ルベーグの収束定理を用い

る．証明の前に，復習の意味も込めて準備をする．

定義 3.8. 部分集合 X ⊂ Rが測度 0 であるとは，任意の ε > 0 に対して，

X ⊂
∪
n≥1

Inかつ
∑
n≥1

|In| < εを満たす可算個の区間 I1, I2, . . . が存在すると

きに言う．ここで，|In| = sup In − inf Inである．各 Inは開区間として取っ

ても良い．

例えば，可算集合X = {x1, x2, . . . }は測度0である．任意の ε > 0に対して，

In =
(
xn − ε

2n+2
, xn +

ε

2n+2

)
とおけば，X ⊂

∪
n≥1

Inかつ
∑
n≥1

|In| =
ε

2
< ε

を満たす．

定義 3.9. f(x)を区間 I 上の実数値関数とし，{fn(x)}n≥1を区間 I 上の関数

列とする．ほとんどいたるところで lim
n→∞

fn(x) = f(x)であるとは，任意の

α ∈ I −X に対して， lim
n→∞

fn(α) = f(α)が成り立つような測度 0の部分集

合X ⊂ Rが存在することである．さらにこのとき，もし {fn(x)}n≥1が階段

関数列であれば，f(x)は I 上で可測であると言う．

定義 3.10. s(x)を区間 I = (a, b)上の階段関数とする．つまり，x′
i ∈ (xi−1, xi)

ならば，s(x′
i) = Ci は定数であるような区間 I の分割

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b

が存在する．このとき，階段関数 s(x)の I 上のルベーグ積分を∫ b

a

s(x)dx =
n∑

i=1

{
Ci × (xi − xi−1)

}
として定義する．

定義 3.11. f(x)を区間 I = (a, b)上で可測な関数とする．sup
n≥1

∫ b

a

fn(x)dx <

C かつ，ほとんどいたるところで lim
n→∞

fn(x) = f(x)が成り立つような区間

18



I 上の階段関数列 f1(x) < f2(x) < · · · と定数 C < ∞が存在するとき，可測
関数 f(x)の I 上のルベーグ積分を∫ b

a

fn(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

f(x)dx

として定義する．右辺の値は，階段関数列 f1(x) < f2(x) < · · · の取り方に依
らない．このような，可測関数 f(x)の全体を L0(I)で表す．

注意 3.12. sup
n≥1

∫ b

a

fn(x)dx < C を満たすような区間 I 上の階段関数列

f1(x) < f2(x) < · · · と定数 C < ∞ が存在するとき，ほとんどいたると
ころで lim

n→∞
fn(x) = f(x)が成り立つような I上の可測関数 f(x)が存在する．

定義 3.13. I = (a, b)とする．このとき，

L1(I) =
{
f(x)

∣∣f1, f2 ∈ L0(I)が存在して，f = f1 − f2
}

と定める．f(x) ∈ L1(I)のとき，∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f1(x)dx−
∫ b

a

f2(x)dx

を f(x)の区間 I 上のルベーグ積分と呼ぶ．また，このとき f(x)はルベーグ

積分可能であると言う．L0(I) ⊂ L1(I)であるが，一般に逆の包含関係は成

り立たない．

定理 3.14 (ルベーグの収束定理). I = (a, b)とする．すべての nについて

fn(x) ∈ L1(I)とし，ほとんどいたるところで lim
n→∞

fn(x) = f(x)が成り立つ

とする．つまり，任意の α ∈ I −X に対して，

lim
n→∞

fn(α) = f(α)

が成り立つような部分集合 X ⊂ I が存在する．また，任意の α ∈ I −X に

対して，

|fn(α)| < g(α)

が成り立つような I 上の可測関数 g(x) が存在すると仮定する．このとき，

f(x) ∈ L1(I)であり，

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx

が成り立つ．

定理 2.10の 5)の証明. F =
{
α ∈

(
a
pe ,

a+1
pe

) ∣∣∣ α は ξf (x)の不連続点
}
と

定め，また，

Ω =

(
a

pe
,
a+ 1

pe

)
− F
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とおく．定理 2.10の 2)または系 3.5により，任意の x ∈ Ωに対して，

lim
s→∞

ξf,s(x) = ξf (x)

である．したがって，ルベーグの収束定理によって，ルベーグ積分の意味で，

lim
s→∞

∫ a+1
pe

a
pe

ξf,s(x)dx =

∫ a+1
pe

a
pe

ξf (x)dx

が成り立つ．階段関数のルベーグ積分の定義から，∫ a+1
pe

a
pe

ξf,s(x)dx =
1

pe
Ce, a

である．右辺は sに依らないことに注意する．したがって，ルベーグ積分の

意味で， ∫ a+1
pe

a
pe

ξf (x)dx =
1

pe
Ce, a

を得る．ξf (x)は，[0, 1]上有界でリーマン積分可能な関数であるから，f(x)

のリーマン積分とルベーグ積分は一致する．

定理 2.10の 6)を証明する．

定理 2.10の 6)の証明. ２つの関数 g, h : N → R を取る．十分大きな n ≫ 0

に対して |h(n)| ≤ Cg(n)が成り立つような定数 C > 0が存在するとき，

h(n) = O(g(n))

と書く．Huneke-McDermott-Monsky [9]によれば，R/(f)が正規ならば，

eHK(R/(f))pne + β(R/(f))p(n−1)e = ℓR(Me, 0) +O(p(n−2)e)

を満たすような β(R/(f)) ∈ Rが存在する．超曲面はゴレンシュタインなの
で，藏野 [12]の Corollary 1.4から，β(R/(f)) = 0である．したがって，

eHK(R/(f))pne = ℓR(Me, 0) +O(p(n−2)e) (12)

を得る．まずは， ∣∣∣∣∣∣
ξf

(
1
ps

)
− ξf (0)

1
ps

∣∣∣∣∣∣ −→ 0 (s → ∞)

が成り立つことを証明する．数列
{
Cs+i, pi

}
i≥0
は増加列なので，

ξf

(
1

ps

)
= lim sup

e→∞
Ce, ⌊pe−s⌋ ≥ Cs, 1.
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である．したがって，∣∣∣∣∣∣
ξf

(
1
ps

)
− ξf (0)

1
ps

∣∣∣∣∣∣ =
ξf (0)− ξf

(
1
ps

)
1
ps

≤ ξf (0)− Cs, 1
1
ps

が成り立つ．ここで，任意の e ≥ 0と 0 ≤ i ≤ p− 1に対して，

λi(e) = eHK(R/(f))pen − ℓR(Me, i)

と定める．このとき，

0 ≤ λ0(e) ≤ λ1(e) ≤ · · · ≤ λp−1(e)

である．式 (5)により任意の s ≥ 1に対して

p× ℓR(Ms−1, 0)

p(s−1)n
=

ℓR(Ms, 0)

psn
+

ℓR(Ms, 1)

psn
+ · · ·+ ℓR(Ms, p−1)

psn

が成り立つので，

p× λ0(s− 1)

p(s−1)n
=

λ0(s)

psn
+

λ1(s)

psn
+ · · ·+ λp−1(s)

psn
≥ λ1(s)

psn

が得られる．両端を p倍すれば

p2 × λ0(s− 1)

p(s−1)(n−1)
≥ λ1(s)

ps(n−1)
≥ 0

なので，式 (12)により，

ξf (0)− Cs, 1
1
ps

=
ps

psn
(eHK(R/(f))psn − Cs, 1 × psn)

=
λ1(s)

ps(n−1)

≤ p2 × λ0(s− 1)

p(s−1)(n−1)

=
p2

ps−1
× λ0(s− 1)

p(s−1)(n−2)

→ 0 (s → ∞)

が成り立つ．したがって，任意の正の実数 ε > 0に対して，s ≥ s0 ならば∣∣∣∣∣∣
ξf

(
1
ps

)
− ξf (0)

1
ps

∣∣∣∣∣∣ < ε

p

を満たすような自然数 s0 ∈ Nが存在する．ここで，δ =
1

ps0
とおく．もし

0 < x < δならば，
1

ps+1
< x <

1

ps
≤ δ
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を満たす s ∈ Nが存在する．したがって，∣∣∣∣ξf (x)− ξf (0)

x

∣∣∣∣ =
ξf (0)− ξf (x)

x

≤
ξf (0)− ξf

(
1
ps

)
1

ps+1

≤ p× ε

p
= ε

である．

最後に，定理 2.10の 3)の後半 ξf (1) = s(R/(f))を証明しよう．

定義 3.15. (S, n)を (d + 1)次元正則局所環とする．また，0 ̸= α ∈ nとす

る．このとき，組 (ρ, σ)が元 αの行列分解であるとは，以下の条件 (i)，(ii)，

(iii)をすべて満たすときに呼ばれる．

(i) ρ : G → F と σ : F → Gが S準同型である．ただし，F とGは有限生

成 S 自由加群で，rankSF = rankSGを満たす．

(ii) ρ ◦ σ = α · idF .

(iii) σ ◦ ρ = α · idG.

実は，(ii)か (iii)のいずれかが成り立てば，片方も成り立つ．

定義 3.16. (S, n)を d+ 1次元正則局所環とし，0 ̸= α ∈ nとする．(ρ, σ)と

(ρ′, σ′)をそれぞれ αの行列分解とする．ここで，ρ と σ を S 上の r × r 行

列と見なし，ρ′ と σ′ を S 上の r′ × r′ 行列と見なす．このとき，

(ρ, σ)⊕ (ρ′, σ′) =

((
ρ 0

0 ρ′

)
,

(
σ 0

0 σ′

))

と書く．(ρ, σ)⊕ (ρ′, σ′) は α の行列分解 である．

定義 3.17. (S, n) を d+ 1 次元正則 局所環とし，0 ̸= α ∈ n とする．行列と

見なした ρ と σ の成分が全て n の元であるとき，α の行列分解 (ρ, σ) は，被

約であると言う．

注意 3.18. (S, n) を d + 1 次元正則 局所環とし，0 ̸= α ∈ n とする．写像

α : S → S を S 上の α 倍写像とする．もし (ρ, σ) が α の行列分解 ならば，

(ρ, σ) ≃ (α, idS)
⊕v ⊕ (idS , α)

⊕u ⊕ (γ1, γ2),
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と書くことができる．ただし，v と u は一意的な非負整数で，(γ1, γ2) は被

約行列分解である．したがって，

cok(ρ) ≃ cok(α)⊕v ⊕ cok(idS)
⊕u ⊕ cok(γ1)

≃ (S/(α))
⊕v ⊕ cok(γ1)

である．ただし，cok(∗) は，∗ の余核である．Eisenbud [5]の Corollary 6.3

により，(γ1, γ2) が被約ならば，cok(γ1) は自由 S/(α) 加群を直和因子として

持たないことが知られている．したがって，v は，cok(ρ) の直和因子として

現れる自由 S/(α) 加群の最大の階数である．

写像 F e : R → F e
∗R を e 回フロベニウス写像 r 7→ F e

∗ (r
pe

) とし，写像

f : F e
∗R → F e

∗R を F e
∗R 上の f 倍写像とする．今，

f = fF e
∗ (1) = F e

∗ (f
pe

) = F e
∗ (f) · F e

∗ (f
pe−1) = F e

∗ (f
pe−1) · F e

∗ (f)

が成り立つので，(F e
∗ (f), F

e
∗ (f

pe−1)) は，f の行列分解 である．このとき，

注意 3.18により，

(F e
∗ (f), F

e
∗ (f

pe−1)) = (f, idR)
⊕ve ⊕ (idR, f)

⊕ue ⊕ (被約行列分解) (13)

と一意的に表すことができる．再び注意 3.18 により，ve は
F e

∗R
F e

∗ (f)(F
e
∗R) =

F e
∗ (R/(f)) に直和因子として現れる R/(f) の個数である．つまり， lim

e→∞
ve

pen

は R/(f) の F符号 s(R/(f)) である．

命題 3.19. ve = ℓR(Me, pe−1)が成り立つ．

証明. 写像F e
∗ (f

pe−1) : F e
∗R −→ F e

∗RをR上の p(n+1)e×p(n+1)e行列Aと見

なす．式 (13)により，ve次の単位行列 Ive
とmを成分に持つpe(n+1)−(ve+ue)

次の正方行列 B を用いて，

A =



Ive
f

. . .

f

B


と書ける．したがって，

ve = dimR/m

(
Im
(
R/m⊗ F e

∗ (f
pe−1)

))
= dimR/m

(
(fpe−1) +m[pe]

m[pe]

)
= ℓR(Me, pe−1)
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が得られる．

以上で，定理 2.10の証明を終えた．最後に証明した 3)の ξf (1) = s(R/(f))

は，次の注意 3.20のようにして確かめることもできる．

注意 3.20. (S, n, k) を標数 p > 0 の完備正則 局所環とする．k は完全体と

する．I を S のイデアルとし，ae は S/I の e 回フロベニウス分裂数 とする．

このとき，Fedderの補題 ([1]参照)を用いることで，

ae = dimk

(
(I [p

e] : I) +m[pe]

m[pe]

)
が成り立つことが知られている．ここで，I = (f) ならば，

ae = dimk

(
(fpe−1) +m[pe]

m[pe]

)
が成り立つ．

4 fが単項式の場合

f = Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn+1

n+1 とする．ただし，α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn+1 とする．

任意の e ≥ 0 に対して，(Xpe

) = (Xpe

1 , Xpe

2 , . . . , Xpe

n+1) と書く．Conca [4]

の Theorem 2.1により，任意の pe ≥ αn+1 に対して，

ℓR

(
R

(f t) + (Xpe

)

)
= P (pe)

が成り立つような多項式 P (y) ∈ Z[y] が存在する．実際，任意の t ≥ 0 に対

して，完全列

0 −→ (f t) + (Xpe

)

(Xpe

)
−→ R

(Xpe

)
−→ R

(f t) + (Xpe

)
−→ 0

があるので，

ℓR

(
R

(f t) + (Xpe

)

)
=


pe(n+1) −

n+1∏
j=1

(pe − tαj) (tαn+1 < pe)

pe(n+1) (tαn+1 ≥ pe)

が成り立つ．一方で，完全列

0 −→ Me, t −→
R

(f t+1) + (Xpe

)
−→ R

(f t) + (Xpe

)
−→ 0
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がある．したがって，

ℓR(Me, t) =



0

(
pe

αn+1
≤ t

)
n+1∏
j=1

(pe − tαj)

(
pe

αn+1
− 1 ≤ t <

pe

αn+1

)
n+1∏
j=1

(pe − tαj)−
n+1∏
j=1

(pe − (t+ 1)αj)

(
t <

pe

αn+1
− 1

)
(14)

が成り立つ．もし，t <
pe

αn+1
− 1 ならば，

ℓR(Me, t) =

n+1∏
j=1

(pe − tαj)−
n+1∏
j=1

(pe − (t+ 1)αj)

=
n+1∑
j=1

(−1)jtjβjp
e(n+1−j) −

n+1∑
j=1

(−1)j(t+ 1)jβjp
e(n+1−j)

=

n+1∑
j=1

(−1)j+1

(
j−1∑
i=0

(
j

i

)
ti

)
βjp

e(n+1−j)

である．ただし，βj は α1, α2, . . . , αn+1 の j 次基本対称式である．よって，

Ce, t =
ℓR(Me, t)

pen
=

n+1∑
j=1

(−1)j+1

(
j−1∑
i=0

(
j

i

)
ti

pe(j−1)

)
βj

が成り立つ．

以上で，ξf (x) の計算をする準備ができた．もし，0 ≤ x <
1

αn+1
ならば，

十分大きな e ≫ 0 に対して，⌊xpe⌋ < pe

αn+1
− 1 が成り立つ．このとき，

Ce, ⌊xpe⌋ =
n+1∑
j=1

(−1)j+1

(
j−1∑
i=0

(
j

i

)
⌊xpe⌋i

pe(j−1)

)
βj ≥ 0

である．ここで，xpe − 1 ≤ ⌊xpe⌋ ≤ xpe を見れば，

lim
e→∞

⌊xpe⌋a

peb
=

xa (if a = b)

0 (if a < b)

である．したがって，0 ≤ x <
1

αn+1
に対して，ξf (x) は，

ξf (x) = β1 − 2β2x+ 3β3x
2 − · · ·+ (−1)n(n+ 1)βn+1x

n ≥ 0 (15)

という多項式関数となる．特に，

eHK(R/(f)) = ξf (0) = α1 + α2 + · · ·+ αn+1
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が得られる．もし，x >
1

αn+1
であれば，式 (14)により，

ξf (x) = 0 (16)

が成り立つ．

残りの ξf

(
1

αn+1

)
を計算しよう．まず，εe ≡ pe (mod αn+1)を 0 ≤ εe <

αn+1 を満たすものとする．また，

δi =
∏

j ̸=i1,i2,...,ik

(αn+1 − αj),

δk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

δi αi1αi2 · · ·αik

と定める．これらを用いて，ℓR(M
e,
⌊

1
αn+1

pe
⌋) の計算をする．任意の e ≥ 0

に対して，
pe

αn+1
− 1 ≤

⌊
pe

αn+1

⌋
≤ pe

αn+1
であるから，

ℓR(M
e,
⌊

1
αn+1

pe
⌋) =

n+1∏
j=1

{
pe −

⌊
pe

αn+1

⌋
αj

}

= εe

n∏
j=1

{
pe − (pe − εe)

αj

αn+1

}

= εe

n∏
j=1

{(
1− αj

αn+1

)
pe +

εe
αn+1

αj

}

= εe

(
1

αn+1

)n n∏
j=1

{
(αn+1 − αj)p

e + εeαj

}
= εe

(
1

αn+1

)n
{
pen

n∏
j=1

(αn+1 − αj)

+

n∑
k=1

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

δi p
e(n−k)εkeαi1αi2 · · ·αik

}

= εe

(
1

αn+1

)n

pen


n∏

j=1

(αn+1 − αj) +

n∑
k=1

δk

(
εe
pe

)k


が成り立つ．よって，

C
e,
⌊

1
αn+1

pe
⌋ = εe

(
1

αn+1

)n


n∏
j=1

(αn+1 − αj) +
n∑

k=1

δk

(
εe
pe

)k


であり，

lim sup
e→∞

C
e,
⌊

1
αn+1

pe
⌋ = (lim sup

e→∞
εe

)(
1

αn+1

)n n∏
j=1

(αn+1 − αj) (17)
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が成り立つ．ここで，数列 {εe}eについて考える．αn+1 = psqと書くことに

する．ただし，qは pと互いに素で，sは非負整数である．もし p ≡ 1 (mod q)

ならば，中国剰余定理により任意の e ≥ sに対して εe は定数である．もし

p ̸≡ 1 (mod q)ならば，十分大きな eに対して εe は高々周期 1である．

次の命題 4.1が，関数 ξf (x)の形を表している．

命題 4.1. f = Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn+1

n+1 とおく．ただし，α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn+1

とする．このとき，次が成り立つ．

1) fpt(f) =
1

αn+1
. もしも αn+1 ≥ 2ならば, s

(
R/(f)

)
= 0である.

2) lim
x→ 1

αn+1
−0

ξf (x) =

(
1

αn+1

)n−1 n∏
j=1

(αn+1 − αj) ≥ 0.

3) 関数 ξf (x)が [0, 1]上で連続であるための必要十分条件は αn+1 = αn で

ある.

4) αn+1 = psq とする．ただし，q は p と互いに素で，s は非負整数とす

る．このとき，極限 lim
e→∞

ξf,e

(
1

αn+1

)
が存在するための必要十分条件は，

αn+1 = αn または p ≡ 1 (mod q)が成り立つことである.

証明. 式 (15)と式 (16)により，1)を得る．4)は，式 (17)とその直後の文章

から分かる．3)は，式 (15)と主張 2)から分かる．以下，2)を示す．関数

g(x) = β1 − 2β2x+ 3β3x
2 − · · ·+ (−1)n(n+ 1)βn+1x

n

と関数

h(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn+1)

を取る．ここで，g(x)が式 (15)と同じ形をしていることに注意する．この

とき，

h(x) = xn+1 − β1x
n + β2x

n−1 − · · ·+ (−1)n+1βn+1

なので，

xn+1h

(
1

x

)
= 1− β1x+ β2x

2 − · · ·+ (−1)n+1βn+1x
n+1

であり，

g(x) = −
{
xn+1h

(
1

x

)}′

= −(n+ 1)xnh

(
1

x

)
+ xn−1h′

(
1

x

)
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が成り立つ．今 h(αn+1) = 0なので，

lim
x→ 1

αn+1
−0

ξf (x) = g

(
1

αn+1

)

=

(
1

αn+1

)n−1

h′(αn+1)

=

(
1

αn+1

)n−1 n∏
j=1

(αn+1 − αj) ≥ 0

が成り立つ．

例 4.2. もし α1 = α2 = · · · = αn−2 = 0かつ αn−1 ̸= 0ならば，関数 ξf (x)

は半開区間
[
0,

1

αn+1

)
において，下に凸の二次関数 g(x)に一致している．微

分をすると，

g′(x) = −2(αn+1αn + αn+1αn−1 + αnαn−1) + 6αn+1αnαn−1x

となる．ここで，αを g′(x) = 0の根とする．つまり，

α =
1

3
× αn+1αn + αn+1αn−1 + αnαn−1

αn+1αnαn−1

が成り立つ．このとき，

α− 1

αn+1
=

1

αn+1

{
1

3

(
αn+1

αn−1
+

αn+1

αn
+ 1

)
− 1

}
≥ 0

なので，任意の x <
1

αn+1
に対して g′(x) < 0 である．したがって，y =

g(x)の頂点の x座標は
1

αn+1
以上である．さらに，もし αn+1 ̸= αnならば，

g′
(

1

αn+1

)
< 0である．
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