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1 序
可換環とは、和と積という二項演算が定義され、加法と減法と乗法を
自由に行うことのできる集合である。有理整数環 Z や多項式環は通常の
和と積によって環をなし、それらは最も基本的なものである。これらの
ような環について考察する手法の一つは、そのイデアルの振る舞いを見
ること 1である。イデアル 2とは、Z における倍数の性質を一般化した概
念である。例えば、2 が生成する Z のイデアル (すなわち、2 を含む最小
の Z のイデアル) を (2) と書くと、これは 2 の倍数全体に一致する。同
様にして、Z 以外の環についても、元 a に対して単項イデアル (a) が自
然に対応する。一方、(2) = (−2) となるので、この対応は一対一ではな
いことがわかる。
この論文では、次の問題に答えることを目標とする。

問題 1.1 A を環とする。a, b ∈ A に対して (a) = (b) ̸= (0) であるとき、

b = au

となる A の単元 u は存在するか？

注意 1.2 A が整域であるとする。このとき、問題 1.1は正しい。実際、
b = au, a = bv を満たす A の元 u, v をとれば、a = auv が成立する。A
が整域であれば、uv = 1 となり、u は A の単元になる。

上の問題が成立する場合、同伴 3による A の商集合と A の単項イデア
ル全体の集合の間に、自然な一対一の対応が誘導される。すなわち、同
伴から定まる同値関係を ∼、A の単項イデアル全体を P(A) と書くと、
写像

A/ ∼ −→ P(A)

a 7−→ (a)

が全単射となることを意味する。

例 1.3 Z の単元は ±1 なので、非負整数全体が Z/ ∼ の完全代表系とな
る。Z は整域なので Z に対して問題 1.1は成立し、非負整数は Z の単項
イデアルと一対一に対応する。

1実際、Z の素数の代わりに素イデアルを用いることによって自然に一般化される。
2ドイツの数学者である Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) によって導

入された。
3a, b ∈ A に対して、b = au となる A の単元 u が存在するとき a と b は同伴であ

るという。これは A 上の同値関係となる。
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例 1.4 K を体とし、K[X]はK 上一変数の多項式環であるとする。K[X]

の単元の集合は K× = K \ {0} なので、モニック多項式と零多項式から
なる集合は、K[X]/ ∼ の完全代表系となる。K[X] は整域なので K[X]

に対して問題 1.1は成立し、モニック多項式と零多項式は K[X] の単項
イデアルと一対一に対応する。

次章より、環 A に適切な条件を仮定することで、問題 1.1が成立する
ことがあることを示す。また、成立しない場合についても考察する。
この論文を通して、環は可換環であり、単位元 1を持つものとする。ま
た、環 A の単元の集合を U(A) と表すことにする。

2 局所環の場合
この章では、局所環の場合に問題 1.1を議論する。

2.1 Jacobson根基、中山の補題

定義 2.1 Aを環とする。Aの極大イデアル全体の共通部分をAの Jacob-

son根基といい、Jまたは J(A)と表す。

命題 2.2 Aは環、JはAの Jacobson根基とする。このとき、次は同値で
ある。

(1) xは Jの元である。

(2) Aの任意の元 yに対して、1− xyはA上の単元である。

証明 x ∈ Jとする。あるAの元 yに対して 1− xyが非単元であれば、こ
れを元として含むAの極大イデアルmが存在する。しかし、x ∈ J ⊂ m

であるから、xy ∈ m, 1 ∈ mとなり、m = A となる。これは極大イデア
ルの定義に矛盾する。
逆に x /∈ Jであれば、xを含まない Aの極大イデアル mが存在する。

A/mは体である。x ∈ A/mは、x /∈ mによりx ̸= 0である。故に、x y = 1

となる y ∈ A/mが存在する。よって、1− xy ∈ mとなる。極大イデアル
は単元を含まないので、1− xyはA上の非単元である。 証明終
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定義 2.3 Aを環、Mを加法群とする。このときMが A加群であるとは、
a ∈ Aと x ∈ M に対して ax ∈ M が定まり、次の 4条件を満たすもので
ある。

(1) a ∈ A、x, y ∈M のとき、a(x+ y) = ax+ ay

(2) a, b ∈ A、x ∈M のとき、(a+ b)x = ax+ bx

(3) a, b ∈ A、x ∈M のとき、(ab)x = a(bx)

(4) x ∈M に対して、1Ax = x

例 2.4 AのイデアルはA加群である。特に、A自身もA加群となる。

定理 2.5 (中山の補題) M を有限生成のA加群とする。aはAのイデア
ルで、Aの Jacobson根基 Jに含まれるとする。このとき、aM =Mが成
立すれば、M = 0となる。

証明 M ̸= 0と仮定する。M は有限個の元で生成される。その生成元の
個数を最小に取り、生成元を u1, . . . , un ∈ M とおく。un ∈ M = aM で
あるから、un = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anunとなるような a1, a2, . . . , an ∈ a

を取ることができる。よって、

(1− an)un = a1u1 + a2u2 + · · ·+ an−1un−1

となる。an ∈ a ⊂ Jであるので、命題 2.2により、1− anは単元である。
ゆえに、unは u1, u2, . . . , un−1によって表すことができるが、これは生成
元の個数の最小性に矛盾する。 証明終

2.2 局所環の場合について

定義 2.6 極大イデアルを唯一つしか持たない環を局所環という。

局所環に対して、そのただ一つの極大イデアルと Jacobson根基は一致
することに注意する。

注意 2.7 環Aにおいて、Aの極大イデアル全体の和集合はAの非単元の
全体集合と一致する。すなわち、
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∪
M∈MaxA

M = A\U(A)

が成立する。また、Aが局所環で JがAの Jacobson根基であれば、

J = A\U(A)

がいえる。

定理 2.8 Aは局所環、a, b ∈ A、(a) = (b) ̸= (0)とする。このとき、b = au

を満たす u ∈ Aは、A の単元である。

証明 b ∈ (b) = (a)より、ある u ∈ Aを使って、b = au と表せる。uが非
単元であると仮定する。(a) = (b) = (au) = (a)(u)であり、(a)はA加群
である。注意 2.7より、u ∈ Jであるから、(u) ⊂ Jである。このとき、
定理 2.5より、(a) = (0)となる。これは矛盾であるので、uは単元であ
る。 証明終

3 半局所環の場合
2 章では A が局所環であると仮定することで、定理 2.8が示された。

定義 3.1 極大イデアルが有限個である環を半局所環という。

この章の目的は次を示すことである。

定理 3.2 Aを半局所環とし、a, b ∈ Aとする。このとき、(a) = (b) ̸= (0)

ならば、b = au となる A の単元 u が存在する。

そのために、いくつかの準備を行い、3.3節で上の定理の証明を与える。

例 3.3 Z/4Z, Z/3Zは局所環であって、それぞれの極大イデアルは 2Z/4Z,
0である。ここで、A = (Z/4Z)× (Z/3Z)とすると、Aの極大イデアルは

m1 = (2Z/4Z)× (Z/3Z), m2 = (Z/4Z)× 0

である。ここで、a = (1, 0), b = (3, 0) ∈ A とすると、(a) = (b) ̸= (0) が
成り立つ。このとき、u = (3, 0) ∈ A とすると b = au となるが、u ∈ m2

より u は A の単元ではない。
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v = (0, 1) とおく。このとき、a(u+ v) = au+ av = b+ 0 = b である。
また、u ̸∈ m1 かつ v ∈ m1 より u+ v ̸∈ m1 であり、u ∈ m2 かつ v ̸∈ m2

より u+ v ̸∈ m2 である。よって、u+ v は A の単元となる。これより、
単元ではない u に対し、av = 0 となる v を適切に定めることによって、
u+ v が a(u+ v) = b を満たす単元となった。

この例からわかるように、Aが半局所環で (a) = (b) ̸= 0の場合、a = bu

を満たす uは Aの単元であるとは限らない。しかし、定理 3.2は、a = bu

を満たす A の単元 u は存在することを言っている。
これを示すために、“Prime Avoidance”と呼ばれる定理と加群の局所
化について、準備を進めてゆく。

3.1 Prime Avoidance

環 Aの真のイデアル pに対し、xy ∈ pとなる x, y ∈ Aについて x ∈ p

または y ∈ p となるとき、p は A の素イデアルであるという。ここでは、
素イデアルに関する性質を見る。

命題 3.4 a, b を A のイデアル、p を A の素イデアルとする。このとき、
a ̸⊂ p かつ b ̸⊂ p ならば ab ̸⊂ p となる。

証明 仮定より、a ∈ a\p, b ∈ b\p が存在する。p は素イデアルなので
ab ∈ ab\p である。よって、ab ̸⊂ p を得る。 証明終

系 3.5 a1, . . . , ar を A のイデアル、p を A の素イデアルとする。この
とき、a1, . . . , ar ̸⊂ p ならば

∏r
i=1 ai ̸⊂ p となる。

定理 3.6 (Prime Avoidance) x ∈ Aとし、aを Aのイデアル、p1, . . . ,
pr を A の素イデアルとする。このとき、各 pi について (x) + a ̸⊂ pi な
らば

x+ y ̸∈
r∪
i=1

pi

となる y ∈ a が存在する。

証明 pi ⊂ pj となる pi を除くことで、p1, . . . , pr に包含関係がないと仮
定してよい。

7



r = 1のとき、対偶を示す。すなわち、任意の y ∈ aについて x+y ∈ p1
となることを仮定する。このとき、0 ∈ a より x = x + 0 ∈ p1 となる。
よって、任意の y ∈ a について y = (x+ y)− x ∈ p1 となるので、a ⊂ p1
より (x) + a ⊂ p1 である。
r > 1 のとき、帰納法の仮定から

x+ y ̸∈
r−1∪
i=1

pi

となる y ∈ a が存在する。もし x + y ̸∈ pr ならば証明は終了する。
x + y ∈ pr であるときを考える。ここで、a ⊂ pr と仮定すると、y ∈ pr
より x ∈ pr であって、(x) + a ⊂ pr となり矛盾する。よって、a, p1, . . . ,

pr−1 ̸⊂ pr となるので、pr は素イデアルより a
∏r−1

i=1 pi ̸⊂ pr である。す
なわち、z ̸∈ pr となる z ∈ a

∏r−1
i=1 pi が存在する。このとき、y + z は求

める元となる。実際、1 ≤ i ≤ r− 1 について x+ y ̸∈ pi かつ z ∈ pi より
x+ y + z ̸∈ pi である。また、x+ y ∈ pr かつ z ̸∈ pr より x+ y + z ̸∈ pr
である。y, z ∈ a より y + z ∈ a であるので、y + z が求める元であるこ
とがわかった。 証明終

定理 3.6において、x = 0 とおくことで次がわかる。

系 3.7 aを A のイデアル、p1, . . . , pr を A の素イデアルとする。このと
き、各 pi について a ̸⊂ pi ならば、y ̸∈

∪r
i=1 pi となる y ∈ a が存在する。

定義 3.8 A のイデアル a, b に対して、それらのイデアル商 (a : b)を

(a : b) = {x ∈ A | xb ⊂ a}

と定めると、これは A のイデアルとなる。特に、(0 : b) を b の零化イデ
アルといい、Ann(b) と表す。すなわち

Ann(b) = {x ∈ A | xb = 0}

である。

3.2 局所化

定義 3.9 環 A の部分集合 S が条件
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(1) x, y ∈ S ならば xy ∈ S

(2) 1 ∈ S

を満たすとき、S を積閉集合という。

M を A 加群とし、S ⊂ A を積閉集合とする。このとき、(m, s),

(m′, s′) ∈M × S に対して

t(s′m− sm′) = 0

となる t ∈ S が存在するとき、(m, s) ∼ (m′, s′) と書く。このとき、∼ は
M × S 上の同値関係となる。実際、1 ∈ S かつ 1(sm − sm) = 0 より
(m, s) ∼ (m, s) となる。よって、反射律が成り立つ。(m, s) ∼ (m′, s′) な
らば t ∈ S を用いて t(s′m− sm′) = 0 となるので、t(sm′ − s′m) = 0 よ
り (m′, s′) ∼ (m, s)となる。よって、対称律が成り立つ。(m, s) ∼ (m′, s′)

かつ (m′, s′) ∼ (m′′, s′′) ならば t, u ∈ S を用いて t(s′m − sm′) = 0,

u(s′′m′ − s′m′′) = 0 となるので、tus′ ∈ S かつ tus′(s′′m − sm′′) = 0 よ
り (m, s) ∼ (m′′, s′′) となる。よって、推移律が成り立つ。この同値関係
∼ による M × S の商集合を S−1M と書く。また、(m, s) が属する同値
類を m/s と書く。
集合 S−1A において、和と積を

a

s
+
b

t
=
ta+ sb

st
,

a

s
· b
t
=
ab

st

と定義する。この定義がwell-definedであることは、次のように確かめられ
る。a/s = a′/s′, b/t = b′/t′ とすると、u, v ∈ S を用いて u(s′a−sa′) = 0,

v(t′b−tb′) = 0となる。和について、uv(s′t′(ta+sb)−st(t′a′+s′b′)) = 0よ
り (ta+sb)/st = (t′a′+s′b′)/s′t′となる。積について、uv(s′t′ab−sta′b′) = 0

より ab/st = a′b′/s′t′ となる。この和と積によって S−1A は可換環とな
る。ここで、S−1Aの零元は 0/1、単位元は 1/1である。このとき、S−1A

を A の S による局所化という。
集合 S−1M において、和とスカラー積を

m

s
+
n

t
=
tm+ sn

st
,

a

s
· m
t
=
am

st

と定義する。この定義がwell-definedであることは、S−1A の議論と同様
に確かめられる。この和とスカラー積によって S−1M は S−1A 加群とな
る。このとき、S−1M を M の S による局所化という。
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命題 3.10 M を A 加群、a を A のイデアルとする。このとき、

(1) S−1a = a(S−1A)

(2) S−1(aM) = (S−1a)(S−1M)

注意 3.11 p を A のイデアルとし、S = A\p とおく。このとき、

(1) p が素イデアルであるための必要十分条件は、S が積閉集合となる
ことである。

(2) p が素イデアルならば、S−1A は局所環であって、その唯一つの極
大イデアルは S−1p である。

証明 素イデアル及び積閉集合の定義より (1)は明らかである。
次に (2)を示す。もし 1/1 ∈ S−1p ならば、s′(a − s) = 0 となる s,

s′ ∈ S, a ∈ p が存在する。よって、s′a = s′s となるが、s′a ∈ p かつ
s′s ∈ S より矛盾する。これより、S−1p は S−1A の真のイデアルである。
ここで、b/t ∈ S−1A (b ∈ A, t ∈ S) をとり、b/t ̸∈ S−1p であるとする。
このとき、b ̸∈ p であるので、b, t ∈ S より b/t は S−1A の単元となる。
これより、S−1p に含まれないイデアルは単元を含むため、S−1A に一致
する。すなわち、S−1Aの真のイデアルは全て S−1pに含まれる。よって、
S−1A は S−1p を唯一つの極大イデアルとする局所環である。 証明終

定義 3.12 A 加群 M と A の素イデアル p に対し、M の S = A\pによ
る局所化 S−1M を p における局所化という。このとき、S−1M を Mp と
も表す。

3.3 証明

この章の目的であった、定理 3.2に証明を与える。
証明 仮定より b = au となる u ∈ A が存在する。a = (a) = (b), u = (u)

とすると、a = ua となる。A は半局所環なので Max(A) = {m1, · · · ,mr}
とおく。各 i について Si = A\mi とすると、mi は極大イデアルなので
Si は A の積閉集合となる。
まず、u ⊂ mi となる mi について、S−1

i u ⊂ S−1
i mi となる。ここで、

S−1
i Aは局所環なので、唯一つの極大イデアル S−1

i miは S−1
i AのJacobson
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根基と一致する。また、a = uaより S−1
i a = (S−1

i u)(S−1
i a)であって、S−1

i a

は有限生成 S−1
i A 加群である。よって、定理 2.5より S−1

i a = 0 となる。
すなわち、sa = 0 となる s ∈ Si が存在する。これより、s ∈ Ann(a) か
つ s ̸∈ mi となる。このとき、Ann(a) ̸⊂ mi となるので u+Ann(a) ̸⊂ mi

を得る。
一方、u ̸⊂ mi となる mi についても u+Ann(a) ̸⊂ mi となる。
よって、定理 3.6 より

u+ v ̸∈
r∪
i=1

mi

となる v ∈ Ann(a) が存在する。このとき、u + v を含む A の極大イデ
アルが存在しないので u+ v は A の単元である。さらに、

a(u+ v) = au+ av = b+ 0 = b

となる。よって、u+ v は求める元となる。 証明終

4 反例
この章では問題 1.1に対して、どのようなAの単元uに対しても a ̸= bu

となるような環Aの反例を与える。次の命題により、そのような反例があ
ると仮定すれば、ある特別な環が反例にならざるを得ないことがわかる。

命題 4.1 Aを体Kを含む環とする。Aとその元 a, bは問題 1.1の反例と
仮定する。つまり、a, b ∈ A, (a) = (b) ̸= (0)であり、どのようなAの単元
uに対しても a ̸= buとなると仮定する。このとき、B = K[X, Y, Z]/(X−
XY Z)も a = x, b = xyと見ると問題 1.1の反例となる。但し、自然な射

π : K[X, Y, Z] −→ B

において、x = π(X), y = π(Y )とする。

証明 Aと a, b ∈ Aを反例とすると、(a) = (b) ̸= (0)であり、Aの単元
uで a = buを満たすものは存在しない。ここで、(a) = (b)より b = ac,

a = bdを満たす c, d ∈ Aが存在するので、a = acdとなる。K[X, Y, Z]か
らAへの環準同型 γを、次のように定義する。

K[X, Y, Z]
γ−−−−−−−→ A

∈ ∈

X 7−−−−−−−−→ a
Y 7−−−−−−−−→ c
Z 7−−−−−−−−→ d
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すると、a = acdより、γ(X − XY Z) = 0であるので環準同型定理よ
り次のことが言える。B = K[X, Y, Z]/(X −XY Z)とし、自然な写像を
π : K[X,Y, Z] −→ B とすると、ある環準同型写像 γ̄ が一意に存在し、
γ̄ ◦ π = γを満たす。

K[X,Y, Z]
γ //

π

��

A

B

γ̄

99

ここで、Bにおいて (x) = (xy) ̸= (0)であることに注意する (a ̸= 0よ
り x ̸= 0である )。このとき、仮にある v ∈ U(B)がとれて、xy = xvが
成り立っていたとすると、

B
γ̄−−−−−−−→ A

∈ ∈
x 7−−−−−−−→ a
xy 7−−−−−−−→ ac = b

γ̄(xy) = ac = bであり、また γ̄(xv) = γ̄(x)γ̄(v) = aγ̄(v)でもあることか
ら、b = aγ̄(v)となる。ここで、γ̄は環準同型であるので、γ̄(v) ∈ U(A)で
ある。しかし、これはどのようなAの単元 uに対しても a ̸= buとなるこ
とに矛盾する。従ってBは問題 1.1の反例となることが言える。 証明終

以上のことから問題 1.1の反例 Aを考えるにあたり、上で定義した環
Bについて調べればよいことが言える。
この環Bを調べるにあたって次数付き環の知識が必要となるため、以
下に述べる。

4.1 次数環について

定義 4.2 Aを環とする。Aの部分加法群Ai (i ∈ Z≥0)が存在して、次の
条件を満たすとき、Aは次数付き環であるという 4。

(1) 任意の i, j ∈ Z≥0に対し、AiAj ⊆ Ai+jである。

(2) A =
⊕

n∈Z≥0

Aiである。

Ai を A の i 次斉次成分という。
4正確には、(A, {Ai}i∈Z≥0

)は次数環というべきである。下の例 4.5 の (2), (3)で見
るが、同じ Aに対して、{Ai}i∈Z≥0

のとり方は一通りではない。
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定義 4.3 Aを次数付き環、IをAのイデアルとする。任意の a ∈ Iに対
して、a = a0+a1+ · · ·+atと次数によって斉次成分に分けたときに (つま
り、0 ≤ i ≤ tに対して、ai ∈ Aiとする。これを元 a の斉次分解という)、
すべての iに対して ai ∈ Iが成立するとき、Iを斉次イデアルという。

定義 4.4 A, A′を次数付き環とする。Ai, A′
i は、それぞれの環の斉次成

分とする。次の条件を満たすとき、写像 f : A→ A′は次数付き環の射で
あるという。

(1) f は環準同型写像である。

(2) 各 i に対して、f(Ai) ⊂ A′
i

例 4.5 以下、Kを体とする。

(1) A := K[x]であり、A0 = K, A1 = Kx, A2 = Kx2, . . . , Ai =

Kxi, . . .としたとき、Aは次数環になる。

(2) A := K[x1, x2]であり、A0 = K, A1 = Kx1 + Kx2, A2 = Kx21 +

Kx1x2 +Kx22, . . . , Ai =
∑

u+v=i
u,v≥0

Kx1
uxv2, . . .としたとき、Aは次数環

になる。

(3) A := K[x1, x2]であり、A0 = K[x1], A1 = K[x1]x2, A2 = K[x1]x
2
2, . . . ,

Ai = K[x1]x
i
2, . . .としたとき、Aは次数環になる。

次数付き環において、次が成り立つ。

補題 4.6 Aは次数付き環とし、IをAのイデアルとする。このとき次は
同値である。

(1) Iは斉次イデアルである。

(2) Iは斉次元で生成される。

証明 Aは次数付き環であるから、A =
⊕
i∈Z≥0

Aiと表すことができる。(1)を

仮定する。イデアル Iから任意に元aをとってくると、a = a0+a1+· · ·+ak
と斉次元の和で書ける。但し、(1)より aiはAi ∩ Iの元である。ここで、
斉次元の集合

∪
i∈Z≥0

[
(Ai − {0}) ∩ I

]
を T とおくと、T は Iの元からなる。

T によって生成された Aのイデアルを (T )とおくと、(T )は I に含まれ
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る。逆に I の任意の元はAi ∩ Iの元 aiの和で書けるので、Iが (T )に含
まれることも言える。従って I = (T )より、Iは斉次元で生成されること
が言えた。
逆に、Iが斉次元で生成されたイデアルとする。Iから任意に元 aをと
ると、a = bλ1aλ1 + · · ·+ bλtaλtと書ける。但し、bλiはAの元であり、aλi
は I ∩Adiの元とする。aはAに含まれることから、a = c0 + c1 + · · ·+ ck
とも書くことができる。但し、ci ∈ Aiである。このとき、任意の iに対
して、ciが Iに含まれることを示せば良い。さて、bλiはAの元であるか
ら、bλi = ei0 + ei1 + · · ·+ eikiと表すことができる。但し eijはAjの元で
ある。従って、aは次のように書ける。

a = (e10 + · · ·+ e1k1)aλ1 + · · ·+ (et0 + · · ·+ etkt)aλt

= e10aλ1 + · · ·+ e1k1aλ1 + · · ·+ et0aλt + · · ·+ etktaλt

従って、それぞれの項の次数に気をつけると、

cl =
∑

j+du=l

eujaλu

と書ける。aλkは Iの元であるので、clは Iに含まれることが言える。よっ
て Iは斉次イデアルであることが結論される。 証明終

補題 4.7 Aは次数付き環とし、IをAの斉次イデアルとする。このとき
次が成り立つ。

(1) A/I =
⊕
i∈Z≥0

Ai/(I ∩ Ai)は次数付き環となる。

(2) AからA/Iへの自然な写像 φは次数付き環の射となる。

証明

Ai
� � ψi //

��

µi

33A
φ // // A/I

Ai/kerµi

66

AiからAへの包含写像 ψiとAからA/Iへの自然な写像 φの合成写像
φ ◦ψiを µiとする。このとき、Kerφ∩Ai = Kerµiであるので、準同型定
理より φによるAiの像 φ(Ai)とAi/Kerµiは同型である。
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さて、(1)を示す。A/Iが環であることは明らかである。φは環準同型
より、0以上の整数 iに対し、φ(Ai)はA/Iの部分加法群になる。
A/Iとφ(Ai)が定義 4.2を満たすことを示す。Aは次数付き環であるか
らA =

⊕
i∈Z≥0

Aiと書ける。特にA =
∑

i∈Z≥0

Aiよりφ(A) =
∑

i∈Z≥0

φ(Ai)とな

る。次に直和となることを示す。つまり、φ(Ai)の元 aiに対し、
k∑
i=0

ai = 0

が成り立つとき、すべての iについて ai = 0となることを示せば良い。定
義から、Aiから元 biがとれて、ai = φ(bi)と書ける。従って、仮定より、
k∑
i=0

φ(bi) = 0である。φは環準同型であることからφ(
k∑
i=0

bi) = 0となるの

で、
k∑
i=0

bi = 0はKerφに含まれる。ところで、Kerφ = Iであり、Iは斉次

イデアルであったので、すべての iに対して biは Iに含まれる。よって、
すべての iに対し、ai = 0となる。以上よりA/Iは

⊕
i∈Z≥0

φ(Ai)と同一視

して良い。
また、φは環準同型写像であるので、任意の 0以上の整数 i, jに対して

φ(AiAj) = φ(Ai)φ(Aj)が成り立つ。Aは次数付き環より、φ(Ai)φ(Aj) =
φ(AiAj) ⊆ φ(Ai+j)となる。よって A/I が次数付き環となることが示さ
れた。
(2)を示す。φが環準同型であることは、AからA/Iへの自然な写像であ
ることから明らかである。また、0以上の任意の整数 iに対して、Ai/(Ai∩
I) = φ(Ai)であることから、φが次数付き環の射であることが示される。

証明終

4.2 反例の構成

以下、Kを体として

B =
K[X, Y, Z]

(X −XY Z)

とおく。
ここで、環Bの単元の集合がK \ {0}となることを示すために、準備
が必要である。まず環Bが次数付き環であることを述べる。

主張 4.8 環Bは x, y, zの次数を 1, 0, 0として次数付き環になる。
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証明 R = K[X, Y, Z]とおくと、環RはX, Y, Zの次数をそれぞれ1, 0, 0と
見て次数付き環となる。実際、Ri = K[Y, Z]X iに対して、R =

⊕
i∈Z≥0

Riで

ある。さて、I = (X−XY Z)とすると、IはAのイデアルで、X−XY Z ∈
R1より IはRの斉次イデアルであることが言える。ゆえに、補題 4.7よ
り次数付き環の射 ζ : R −→ R/I = Bがとれて、環R/I = Bは次数付き
環となる。 証明終

Bは次数付き環より、B =
⊕
i∈Z≥0

Ri/(I ∩Ri)と書けることに気をつけて

おく。
以下、

S =
K[X, Y, Z]

(1− Y Z)

とおく。

補題 4.9 Sは x, y, zの次数を 1, 0, 0として次数付き環になる。

証明 R = K[X,Y, Z]はX, Y, Zの次数をそれぞれ 1, 0, 0とみて、次数付
き環である。このとき、1−Y Z ∈ R0なので、(1−Y Z)は斉次イデアルに
なる。よって、S = K[X, Y, Z]/(1− Y Z)は次数付き環である。 証明終

補題 4.10 Sは整域である。

証明

S =
K[X,Y, Z]

(1− Y Z)
=

(
K[Y, Z]

(1− Y Z)

)
[X]

である。よって、K[Y, Z]のイデアル (1− Y Z)が素イデアルであること
を示せば十分である。次の写像

τ : K[Y, Z] −→ K[Y, 1/Y ]

∈ ∈

Y 7−→ Y

Z 7−→ 1/Y

を考えるとき、ker τ = (1−Y Z)が成り立つことを確かめる。(1−Y Z) ⊂
ker τ は明らかである。ker τ ⊂ (1 − Y Z)を示す。u ∈ ker τ を仮定する.

すると uは、(1− Y Z)の元で動かして

u− (1− Y Z)v = a0 + a1Y + · · ·+ anY
n + a−1Z + a−2Z

2 + · · ·+ a−mZ
m
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と表せる (但し ai ∈ K)。u− (1− Y Z)v ∈ ker τ より、

0 = τ(u− (1− Y Z)v) =
n∑

i=−m
aiY

i

となるので、すべての iに対してai = 0である。したがって、u = (1−Y Z)v
が成立する。よって、ker τ = (1− Y Z)が成り立つ。
K[Y, 1/Y ]は整域であるので、(1 − Y Z)はK[Y, Z]の素イデアルであ
る。 証明終

補題 4.11 S は x, y, zの次数をそれぞれ 1, 0, 0とみて次数付き環である
が、このとき、U(S) = U(S0)である。

証明 U(S)の元a = a0+a1+· · ·+atをとる (但し、ai ∈ Siであり、at ̸= 0)。
このとき d = d0 + d1 + · · ·+ ds ∈ S (但し di ∈ Si)で、

(a0 + a1 + · · ·+ at)(d0 + d1 + · · ·+ ds) = 1

を満たすものが存在する。但し、ds ̸= 0とする。よって、0 ̸= atds ∈ St+s
である。Sが次数付き環かつ整域であるので t+ s = 0であり、t, s ≥ 0よ
り t = s = 0となる。よって、aも dもS0の元であるので、U(S) = U(S0)

と結論付けられる。 証明終

補題 4.12 Bと Sは共に x, y, zの次数を順に 1, 0, 0と見て次数付き環に
なるのだが、1以上の整数 nに対してBnから Snへの自然な射は同型と
なる。

証明 I = (X −XY Z)、J = (1− Y Z)とする。Iと J は斉次イデアルで
あるから I =

⊕
i∈Z≥0

(I ∩ Ri)、J =
⊕
i∈Z≥0

(J ∩ Ri)と書ける。Bn = Rn/In、

Sn = Rn/Jnより、1以上の整数 nに対して In = Jnとなることを示せば
良い。Rも x, y, zの次数を 1, 0, 0として次数付き環になることに注意す
る。Rの単項イデアル (X −XY Z)Rは次のように書ける。

(X −XY Z)R = {f(X,Y, Z)(X −XY Z) | f(X, Y, Z)はRの元 }

ここで、f(X, Y, Z)は次数付き環Rの元であることから、

f(X, Y, Z) = f0(X, Y, Z) + · · ·+ fl(X,Y, Z)
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と表せる。従って、

f(X,Y, Z)(X−XY Z) = f0(X, Y, Z)(X−XY Z)+· · ·+fl(X,Y, Z)(X−XY Z)

と書ける。任意の整数 iに対して fi(X, Y, Z)(X − XY Z)はRi+1の元で
あることに気をつけると、1以上の整数 nに対して次のことが言える。

(X −XY Z)R ∩Rn = Rn−1(X −XY Z)

= K[Y, Z]Xn−1(X −XY Z)

= K[Y, Z](1− Y Z)Xn

= (1− Y Z)R ∩Rn

よって、1以上の整数 nに対して In = Jnとなる。これよりBnとSnは同
型である。 証明終

上の補題より以下の命題が示される。

命題 4.13 U(B) = K×が成り立つ。但し、K× = K \ {0}である。

証明 Bは次数付き環よりB =
⊕
i∈Z≥0

Biと書ける。ゆえに、任意にU(B)

の元 aをとると、a = a0 + a1 + · · ·+ akと書ける (但し、ai ∈ Bi)。また、
aは単元より、あるBの元 bが存在して、ab = 1が成り立つ。この bに対
しても b = b0 + b1 + · · ·+ bkと書くことができる (但し、bi ∈ Bi)。さて、
Bから Sへの写像 ηは次数付き準同型であったので

η(a) = η0(a0) + η1(a1) + · · ·+ ηk(ak)

となる。但し、ηnは写像 ηのBnへの制限であり、BnからSnへの写像で
ある。そして、aはBの単元であることから準同型写像で写した η(a)は
Sの単元になることが言える。よって、補題 4.11より U(S) = U(S0)で
あったので、η(a)は S0の元となるので、η0(a0) + η1(a1) + · · ·+ ηk(ak)は
S0に含まれることが言える。各項の次数に気をつけると、1以上の整数 i

に対して ηi(ai) = 0となる。補題 4.12より 1以上の整数 iに対してBiと
Siは同型になることから、ai = 0となることが言える。Bの元 bに対し
ても同様のことが言えるので、

a0b0 = 1
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となることが言える。従って a0はB0の単元となり、a = a0より aはB0

の単元となる。
U(B0) = U(K[Y, Z])となることを示す。B0 = R0/I0 であり、R0 =

K[Y, Z]、I0 = (X − XY Z)R ∩ R0 であった。定義からイデアル (X −
XY Z)Rに含まれる 0次の元は 0のみであるので、I0 = (0)となることが
言える。よって、B0 = K[Y, Z]/(0) = K[Y, Z]より、U(B0) = U(K[Y, Z])

となる。
U(K[Y, Z]) = K×となることを示す。K[Y, Z]はY とZを共に次数 1と
見て次数付き環となる。体Kは整域よりK[Y, Z]も整域となるので、補題
4.11よりU(K[Y, Z]) = U(K)となることが言える。従ってU(K) = K×

よりU(K[Y, Z]) = K×となる。
以上のことからU(B0) = K×となることが言えた。 証明終

これらを踏まえ、環Bが問題 1.1の反例となることを示す。

定理 4.14 B = K[X, Y, Z]/(X−XY Z)としたとき、(x) = (xy) ̸= (0)で
あり、どのようなBの単元 uに対しても x ̸= xyuとなる。

証明 x, y, z ∈ Bをとると、(x) = (xy) ̸= (0)となる。実際、xy ∈ (x)よ
り (x) ⊃ (xy)が言えて、さらに x− xyz = 0より、x = xyzとなることか
ら x = xyz ∈ (xy)が言えるので (x) ⊂ (xy)となる。
次に、(x) = (xy) ̸= (0)となることを示す。(xy) = (0)と仮定する。す
ると、XY ∈ (X −XY Z)である。よって、ある f(X, Y, Z) ∈ K[X, Y, Z]

がとれて、XY = f(X, Y, Z)(X − XY Z)と書くことができる。ここで
K[X,Y, Z]からK[X]への写像 ξを

K[X,Y, Z]
ξ−−−−−−−→ K[X]

∈ ∈

X 7−−−−−−−→ X
Y 7−−−−−−−→ 1
Z 7−−−−−−−→ 1

となるようにとると、代入原理より、X = f(X)(X −X) = 0となる。こ
れは矛盾である。従って (xy) ̸= (0)となる。
さて、どのような u ∈ U(B)に対しても x ̸= xyuとなることを示そう。
ある元 u ∈ U(B)がとれて、x = xyuが成り立っていたとする。ここで、
命題 4.13よりU(B) = K×であるから、u ∈ K×であることに注意してお
く。このとき、

X −XY u = g(X,Y, Z)(1− Y Z)X
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をみたす g(X,Y, Z) ∈ K[X,Y, Z]がとれる。ここで、Xに 1を代入すると

1− Y u = g(1, Y, Z)(1− Y Z)

となるが、Zについての次数に注目すると、左辺は 0次であり、右辺は 1

次以上となるのであり得ない。よって、x = xyuを満たすような環Bの
単元 uは存在しない。 証明終

5 極小素イデアルがただ一つの場合
前章では、B = K[X, Y, Z]/(X − XY Z)が問題 1.1の反例であること
を示した。Bは２つの極小素イデアル (x), (1− yz)を持つ。この章では、
極小素イデアルが１つの場合について考える。

定義 5.1 環 Aにおけるベキ零元全体の集合NA を、A のベキ零根基と
いう。

補題 5.2 Aを環とする。このとき，次は同値である。

i) Aはただ一つの極小素イデアルをもつ

ii) NAは素イデアル

証明 i) ⇒ ii)を示す。まず、任意のAの素イデアル qに対し、qに含ま
れるようなAの極小素イデアル pが存在することを示す。

∑
を qに含ま

れるような素イデアル全体の集合とすると、q ∈
∑
であるから、

∑
̸= ∅

である。{qi}i∈Iを
∑
の全順序部分集合とする。q′ =

∩
i∈I qiは {qi}i∈Iの

下界であることが示される。ツォルンの補題より、
∑
の極小元 pが存在

する。これは qに含まれるAの極小素イデアルである。よって、ただ１
つの極小素イデアル pを持つ環では、任意の素イデアルは pを含むので
NA = pである。
ii) ⇒ i)を示す。NA =

∩
q∈Spec(A) qであるので、任意の Aの極小素イ

デアル pに対し、NA ⊂ pである。pは極小であるので、NA = pであ
る。 証明終

補題 5.3 u ∈ Aにおいて，次は同値である。ただし、u ∈ A の A/NA に
おける像を ū とする。
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i) u ∈ U(A)

ii) ū ∈ U(A/NA)

証明 i) ⇒ ii)は明らかである。
ii) ⇒ i)を示す。u /∈ U(A)を仮定する。このとき、あるAの極大イデ
アルmが存在し、u ∈ mとなる。m̄をmのA/NAへの像とすると、対応
定理より m̄は A/NAの極大イデアルで、ū ∈ m̄となる。したがって、ū
はA/NAの単元でない。 証明終

この章の目的は、以下の問題が正しいかどうかを見ることである。

問題 5.4 Cは、ただ一つの極小素イデアルを持つ環とする。a, b ∈ Cに
対して、(a) = (b) ̸= (0)のとき、a = buとなるCの単元 uは存在するか。

aがベキ零元の場合とそうでない場合に分けて考察してゆく。

5.1 aがベキ零元でない場合

定理 5.5 C は、ただ一つの極小素イデアルを持つ環とする。a, b ∈ Cは、
(a) = (b)をみたし、aがベキ零元でないとする。このとき、あるu ∈ U(C)

が存在して a = buをみたす。

証明 仮定より、a ∈ (b)であるので、ある u ∈ C が存在し、a = buと
なる。すなわち、ā = b̄ūとなり、ā(C/NC) = b̄(C/NC) ̸= 0となる。補
題 5.2より、NCは素イデアルであるので、C/NCは整域である。したがっ
て、注意 1.2 により ū ∈ U(C/NC)となり、補題 5.3により u ∈ U(C)と
なる。 証明終

以上より、aがベキ零元でない場合、問題5.4が成立することが分かった。

5.2 aがベキ零元の場合

C は、体 K を含み、ただ一つの極小素イデアルを持つ環とする。環C

において、(a) = (b) ̸= 0と仮定する。このとき、a = bc, b = adとなるよ
うな c, d ∈ Cが存在する。すなわち、a = acdとなる。
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K[X, Y, Z]からCへの写像 ξを

K[X, Y, Z]
ξ

−−−→ C

∈ ∈

X 7−−−→ a
Y 7−−−→ c
Z 7−−−→ d

と定義すると、a − acd = 0であるので、X −XY Z ∈ Ker ξである。さ
らに、a ̸= 0はベキ零元であると仮定すれば、ある n > 1が存在して、
ξ(Xn) = an = 0となり、Xn ∈ Ker ξとなる。すなわち、

Dn := K[X, Y, Z]/(X −XY Z,Xn)

からCへの写像 ξ̄が誘導される。X, Y, ZのDnへの像を x, y, zと表記す
ると、x = xyzであるので、xDn = xyDnとなる。したがって、Dnにお
いて x = xyuとなる u ∈ U(Dn)が存在すれば、ξ̄(u)はCの単元であり、
a = abξ̄(u)であるので、C において問題 5.4の主張は正しい。したがって、
Cと a, bが問題 5.4の反例ならば、x = xyuとなる u ∈ U(Dn)は存在しな
いことになる。また、Dnはただ１つの極小素イデアルを持つ環である。
(対応定理より、Dn/xDn ≃ K[X, Y, Z]/(X) ≃ K[Y, Z]となる。K[Y, Z]

は整域であるので、xDnは素イデアルで、xDn ⊃
∩

p∈Spec(Dn)
p = NDn

となる。さらに、xはベキ零元であるので、xDn ⊂ NDnになる。よって
NDnは素イデアルとなる。補題 5.2より、Dnはただ１つの極小素イデア
ルを持つ。）すなわち、Dnも問題 5.4の反例となる。
したがって、問題 5.4を考えるにあたり、Dnを調べれば十分である。

命題 5.6 x = xyuを満たすDnの単元 uは存在しない。

証明 ある v ∈ K[X, Y, Z]が存在し、xyv̄ = xかつ v̄ ∈ U(Dn)を満たすと
仮定する。
K[X, Y, Z]からK[Y, Z]への写像 ηを、

K[X,Y, Z]
η

−−−→ K[Y, Z]

∈ ∈

X 7−−−→ 0
Y 7−−−→ Y
Z 7−−−→ Z

と定義すると、(X−XY Z,Xn) ⊂ Ker ηとなる。よってDnからK[Y, Z]へ
の写像 η̄が誘導される。v̄ ∈ U(Dn)であるので、η(v) = η̄(v̄) ∈ U(K[Y, Z])
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となる。すなわち、η(v)は定数である。また、X−XY v ∈ (X−XY Z,Xn)

であるので、ある l,m ∈ K[X,Y, Z]が存在して、

X −XY v = (X −XY Z)l +Xnm

となり、したがって

1− Y v = (1− Y Z)l +Xn−1m

となる。K[Y, Z]において、

η(1− Y v) = η(1− Y Z)η(l)

1− Y η(v) = (1− Y Z)η(l)

となる。左辺の Zに関する次数は 0であるが、右辺の次数は正であるの
で、矛盾する。 証明終

命題 5.6より、Dnは問題 5.4の反例である。したがって、aがベキ零元
の場合、必ずしも問題 5.4が正しいとは限らない。
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