
次数 5 のモノミアル曲線の
シンボリック・リース環について

海老名智治

1 序
R を正則局所環 (または、体上の多項式環) とし、P を R の素イデアルとするとき、

Cowsik [1] は 1985 年に、P のシンボリック・リース環

Rs(P ) = ⊕n≥0P
(n)

はネーター環となるかという問題を提起した。Rs(P ) がネーター環であることと、環 R

上有限生成であることは同値である。Cowsik は、アフィン代数曲線は集合論的完全交叉
か？という Kronecker の問題に対する新しい手法を与えるために、このような問題を提
起したようである。Kronecker の問題は、現在も未解決である。
Roberts [10] は、Cowsik のこの問いに対しての反例を 1985 年に与えた。彼は、永

田 [9] による Hilbert の第 14 の問題の反例の環とイデアルを巧妙に変形して、Cowsik の
問題の反例を作り上げた。Roberts のこの例は、係数環を完備化すると素イデアルは分解
して永田の反例と一致して、そのシンボリック・リース環は有限生成ではないのである。
後に Roberts [11] は、Hilbert の第 14 問題と Cowsik の問題の両方に対する別の反例を
与えた。彼の新しい反例では、係数環の完備化の後に素イデアルは分解しない。しかし、
環は標数 0 の体を含んでいる。同じような環について、標数が正ならばシンボリック・
リース環は有限生成であることが証明されている [8]。有限体上では、Cowsik の問題は、
未解決である。
このように、Hilbert の第 14 問題と Cowsik の問題には、非常に深い関係がある。
K を体とし、pK(a, b, c) を K3 内のスペースモノミアル曲線 (ta, tb, tc) の定義イデ

アルとする。この時、pK(a, b, c) は、多項式環 K[x, y, z] の 2 項式からなるイデアル
で、高々 3 元で生成される (Herzog [6])。このシンボリック・リース環 Rs(pK(a, b, c))
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に関して、様々な数学者によって研究が行われている。Huneke [7] は、このシンボリッ
ク・リース環がネーター環となるかどうかの判定方法を与えた。シンボリック・リー
ス環がネーター環になるような K, a, b, c の例は多く存在するが、1994 年に後藤-西
田-渡辺 [5] によって初めてネーター環でない例が見つかった。彼らは、体 K の標数
が 0 であって自然数 n が 4 以上で 3 の倍数ではない場合、シンボリック・リース環
Rs(pK(7n − 3, (5n − 2)n, 8n − 3)) はネーター環でないことを証明した。K の標数が正
であるときは Rs(pK(7n − 3, (5n − 2)n, 8n − 3)) はネーター環であり、そのことを用い
て標数 0 での無限生成性が証明されている。
一方、Cutkosky [2] は、シンボリック・リース環 Rs(pK(a, b, c))に、幾何学的な意味付

けを行った。ここでは、a, b, c は、二つずつが互いに素であると仮定する。X, Y , Z の次
数をそれぞれ a, b, c とし、重み付き射影空間 P = Proj(K[X,Y, Z]) の点 V+(pK(a, b, c))

でのブローアップを X とする。E をこのブローアップの例外曲線、H は OP(1) の引き
戻しとする。このとき、任意の非負整数 r, d に対して、[

pK(a, b, c)(r)
]
d
= H0(X,OX(dH − rE))

という同一視が可能である。このことから、シンボリック・リース環 Rs(pK(a, b, c))が有
限生成であることと、X の Cox 環

Cox(X) =
⊕
d,r∈Z

H0(X,OX(dH − rE))

が有限生成であることは同値であることがわかる。極小モデル理論を用いて、−KX が
ample であれば、Cox(X) は有限生成であることがわかる。このケースでは、更に、−KX

が big であれば、Cox(X) は有限生成であることが Cutkosky [2] によって証明されて
いる。例えば、(a + b + c)2 > abc は (−KX)2 > 0 と同値であるが、このときは −KX

が big であり、従って Rs(pK(a, b, c)) が有限生成である。ここで X 上の曲線 C は、
C2 < 0 かつ C ̸= E を満たすとき、C は negative curve であると定義する。Cox(X)

の有限生成性は、negative curve の存在に深く関わる。もし、negative curve C が存在
し、更に C.D = 0 を満たす曲線 D が存在すれば、Rs(pK(a, b, c)) は有限生成である [2]。
√
abc ̸∈ Z の場合は逆も言える。体 K の標数が正であれば、negative curve が存在すれ
ば Rs(pK(a, b, c)) は有限生成であることは [2] で示されている。
a, b, c は、二つずつが互いに素な自然数とし、min{a, b, c} = a とする。a = 1, 2, 3, 4, 6

の場合は、−KX は常に big になることがわかり、従って Rs(pK(a, b, c)) は有限生成
である。一方、a = 7, 9, 10, 11, 12, . . . の場合は、pK(a, b, c) の生成元の中に negative
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curve の方程式があり、かつ Rs(pK(a, b, c)) はネーター環でない例 (後藤-西田-渡辺 [5]、
Gonzales-Karu [4]、ただし、体 K の標数は 0)がある。ただし、a = 9, 10, 11, 12. . . . の
部分に関しては、相当大きな数までは具体的にチェックできるが、本当に 9 以上のすべて
の数でそうなっているかは不明である。
a = 5, 8 の場合は、Rs(pK(a, b, c)) はネーター環でない例は無く、ネーター環になると

いう証明もできていない。
次が、この論文の主定理である。

定理 1.1 K は体とする。a, b, c は 2 つずつが互いに素な自然数であり、min{a, b, c} =

a = 5 とする。pK(a, b, c)は、スペース・モノミアル曲線 (ta, tb, tc) の定義イデアルとす
る。今、pK(a, b, c) の生成元の中に、negative curve の方程式があると仮定する。この
時、シンボリック・リース環 Rs(pK(a, b, c))はネーター環である。

a = 8 のケースで同様なことを、内澤京也君が証明している。
K の標数が正であって、Rs(pK(a, b, c)) はネーター環でない例は見つかっていない。

また、どの標数でも negative curve がない例は、(a, b, c) = (1, 1, 1) 以外には見つかっ
ていない。Cutkosky-藏野 [3] で議論されているが、この環のネーター性は、永田予想や
Seshadri 定数の有理性と関連しており、非常に重要な問題であるといえる。

2 準備
K を体とする。a, b, c は、二つずつが互いに素な自然数とする。環準同形

ϕ : K[X,Y, Z] −→ K[T ]

を ϕ(X) = T a, ϕ(Y ) = T b, ϕ(Z) = T c によって定め、pK(a, b, c) := Kerϕ とする。
S = K[X,Y, Z] においてX, Y , Z の次数をそれぞれ a, b, c とし、T の次数を 1 とすれ
ば、ϕ は次数付き環の準同型である。
ここで、

• Na ∩ (N0b+ N0c)の最小元を sa = t1b+ u1c (s ∈ N, t1, u1 ∈ N0)

• Nb ∩ (N0a+ N0c)の最小元を tb = s2a+ u2c (t ∈ N, s2, u2 ∈ N0)

• Nc ∩ (N0a+ N0b)の最小元を uc = s3a+ t3b (u ∈ N, s3, t3 ∈ N0)

と、s, t, u, s2, s3, t1, t3, u1, u2 を定める。ただし、N, N0 はそれぞれ自然数全体、非負
整数全体の集合とする。
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混乱の恐れがないときは、pK(a, b, c) を単に p と書く。このとき、次が知られている。

定理 2.1（Herzog [6]） 1. イデアル pK(a, b, c)の極小生成系の元数 µ(pK(a, b, c))は
2または 3である。

2. 次は同値である。
(1) µ(pK(a, b, c)) = 3

(2) s, t, u ≥ 2かつ t1, u1, s2, u2, s3, t3 ≥ 1

3. µ(pK(a, b, c)) = 3 とする。このとき、t1, u1, s2, u2, s3, t3 は一意的に決まり、
s = s2 + s3, t = t1 + t3, u = u1 + u2 が成立する。また、f := Xs − Y t1Zu1 ,

g := Y t−Xs2Zu2 , h := Zu−Xs3Y t3 としたとき、pK(a, b, c) = (f, g, h)となる。

注意 2.2 µ(pK(a, b, c)) = 3のとき、pK(a, b, c)の 3つの生成元 f , g, hは既約であるこ
とが容易に分かる。

一般に、可換環 R と素イデアル P に対して、

P (n) = PnRP ∩R

を n 次のシンボリック冪という。P (n) は Pn を含むイデアルであり、

• R ⊃ P = P (1) ⊃ P (2) ⊃ P (3) ⊃ · · ·
• P (n)P (m) ⊂ P (n+m)

が成立する。ここで、

Rs(P ) = R[Pt, P (2)t2, P (3)t3, . . .] ⊂ R[t]

を P のシンボリック・リース環という。R がネーター環であれば、Rs(P ) がネーター環
であることと、Rs(P ) は環 R 上有限生成であることは同値である。
P = pK(3, 4, 5) のとき、P 2 ̸= P (2) である。実際、このケースでは、P 2 の生成元は

f2, g2, h2, fg, gh, hf であり、次数が最小なものは g2 であって、これは次数 16 であ
る。しかし、

gh− f2 = −XZ3 −X2Y 3 + 3X3Y Z −X6

であることから、(gh− f2)/X は次数 15 の P (2) の元である。

問題 2.3 Rs(pK(a, b, c)) は、いつネーター環になるか？

注意 2.4 µ(p) = 2ならば、pは完全交叉であり、任意の nに対して p(n) = pn が成立す
る。よって、Rs(p) = S[pt] ⊂ S[t]が成立する。ゆえに、Rs(p)はネーター環である。
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上の注意により、Rs(pK(a, b, c)) がネーター環かどうかを考えるときは、
µ(pK(a, b, c)) = 3である場合を考えれば十分である。

定義 2.5 0でない次数 dの p(r) の斉次元が存在し、更に a+ b+ c >
d

r
が成り立ってい

るとき、−K は bigであるという。

定理 2.6（Cutkosky [2]） −K が bigであるならば、Rs(pK(a, b, c))はネーター環である。

次に、negative curve を定義する。

定義 2.7
d

r
<

√
abcを満たす自然数 r, dと、p(r) の中に 0でない d次の既約斉次式 q が

存在するとき、q は negative curve という。

negative curve が存在すると仮定すれば、この時 rと dは一意的に定まり、q について
もK× 倍を除いて一意的に定まることが知られている。
このとき、論文 [2] の議論によって、次が証明できる。

定理 2.8
√
abc /∈ Zと仮定する。Rs(p)がネーター環である時、negative curve が存在

する。

定理 2.9（Cutkosky [3]） K の標数が正で negative curve が存在するならば、
Rs(pK(a, b, c))はネーター環である。

K の標数が 0 の場合は、negative curve が存在して、かつ Rs(pK(a, b, c))はネーター
環でない例がある (後藤-西田-渡辺 [5]、González-Karu [4])。
(a, b, c) = (1, 1, 1) 以外では、(どの標数でも) negative curve が存在しない例は見つ

かっていない。

注意 2.10 注意 2.2と negative curveの一意性により、次のことがわかる。µ(p) = 3で
ある場合、deg f , deg g, deg h の中に、

√
abc 未満であるものは、存在していても高々 1

つである。

次のことが、González-Karu [4]の議論から証明できる。

定理 2.11 K は標数 0 の体であるとする。µ(p) = 3とし、更に hは negative curveで
あると仮定する。
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自然数 r に対して ∆r を、次の 3つの直線

y = −s2
s3

x,

y =
u2

u1 + u2
x,

y =
t1 + t3

t3
x+

(
u2

u1 + u2
− t1 + t3

t3

)
r

で囲まれる境界を含む領域とする。このとき、以下の 3つの条件が同値である。

(1) Rs(pK(a, b, c))はネーター環である。
(2) 以下の条件を満たす自然数 r が存在する。

(i) r は uの倍数である。
(ii) X または Y の冪の係数が 0ではないような元が

[
p(r)
]

abr
u

に存在する。(実は
この元の X の冪の係数も Y の冪の係数も 0ではないことが示される。)

(3) 以下の条件を満たす自然数 r と δ =
∑

(α,β)∈∆r∩Z2

C(α,β)ξ
αηβ (C(α,β) ∈ K) が存在

する。
(i) r は uの倍数である。
(ii)

(
∂i+j

∂iξ∂jη δ
)
(1, 1) = 0が、i+ j < r である任意の i, j について成立する。

(iii) C(0,0) ̸= 0 または C(r,
ru2

u1+u2
) ̸= 0 である。(実は、この条件を満たす δ は

C(0,0) ̸= 0 かつ C(r,
ru2

u1+u2
) ̸= 0を満たす。)

よって、条件 (3)の判定を行うことにより、Rs(pK(a, b, c))がネーター環であるかどう
かを調べることができる。
González-Karu は、この手法によって、次のような Rs(pK(a, b, c))がネーター環でな

いための十分条件を発見した。

定理 2.12（González-Karu [4]） K は標数 0 の体であるとする。µ(p) = 3とし、更に h

は negative curveであると仮定する。
ここで、n := ⌊s2

s3
⌋+ 1 とおく。

更に次の 2つの条件を満たせば、Rs(p)はネーター環でない。

(1) (n− 1)

[
u2

u
,
t

t3

]
に含まれる整数は n個以下である。

(2)
nu2

u
/∈ Z

min{a, b, c} = 7, 9, 10, 11, . . .の場合には、この定理を満たすような a, b, cの組が存在
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するため、Rs(p)がネーター環ではないような例を与えることができる。ただし、a ≥ 9

のすべての aに対してこうできるかは、数学的な証明はないが、コンピューター計算によ
ると、かなり大きな数までは可能な様である。
次章では、ある特殊な場合に Rs(p)がネーター環になることを示すために、定理 2.11

を用いる。以下では、定理 2.11 の条件 (3) をチェックするための補題を準備しておく。

補題 2.13 K は標数 0 の体とする。n は自然数であり、S ⊂ Z2 は以下の条件を満たす
とする。

• #S = n(n+1)
2

• Sw = S ∩ {(α, β) ∈ Z2 | x = w} とおく。この時、#Swi = i を満たすような
{w1, w2, . . . , wn} ⊂ Z が存在する。

ここで、
δ(ξ, η) =

∑
(α,β)∈S

C(α,β)ξ
αηβ (C(α,β) ∈ K)

とおく。この時、0 ≤ i+ j < n を満たす i, j に対して常に

∂i+j

∂iξ∂jη
δ(1, 1) = 0 (#)

ならば、δ(ξ, η) = 0 である。

証明 まず、S = Sw1 ⨿ Sw2 ⨿ · · · ⨿ Swn に注意する。
n に関する数学的帰納法を用いて証明する。
n = 1である場合は明らかである。
n = k で命題が成立していることを仮定して、n = k+1 の場合を考える。まず、δ(ξ, η)

が条件 (#) を満たしているという仮定より、ξ−wk+1δ(ξ, η) も条件 (#) を満たしている
ことが簡単に証明できる。δ(ξ, η) = 0 であることと、ξ−wk+1δ(ξ, η) = 0 であることは同
値である。よって、δ(ξ, η) の代わりに ξ−wk+1δ(ξ, η) を考えれば、最初から wk+1 = 0 と
してよい。
δ を ξ について 1 回偏微分した式を δ′(ξ, η) とおく。δ′ は、n = k として補題の条

件をすべて満たしている。よって、帰納法の仮定から δ′ = 0 である。このことから、
(α, β) ∈ S について、α ̸= 0 ならば C(α,β) = 0であることがわかった。
S0 = {(α, β) ∈ S | α = 0} = {(0, β1), (0, β2), . . . , (0, βk+1)} とおく。このとき、

δ(ξ, η) =

k+1∑
j=1

C(0,βj)η
βj
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である。条件 (#) により、

∂

∂qη
δ(1, 1) =

k+1∑
j=1

βj(βj − 1) · · · (βj − q + 1)C(0,βj) = 0 (q = 0, 1, 2, . . . , k)

が成立している。この C(0,β1), C(0,β2), . . . , C(0,βk+1) に関する連立方程式を変形すると、

k+1∑
j=1

βq
jC(0,βj) = 0 (q = 0, 1, 2, . . . , k)

とできる。行列の形に書くと、係数行列はファンデルモンド型の正方行列であるため、行
列式は 0 ではない。 よってこの連立方程式から、C(0,β1) = C(0,β2) = · · · = C(0,βk+1) = 0

が得られる。よって、n = k + 1 の場合についても命題が成立することが示された。
証明終

系 2.14 S は補題 2.13 で定義した集合とする。S に含まれない Z2 の元 (α′, β′) をとる。

Z2 ⊃ U ⊃ S ∪ {(α′, β′)}

とする。
このとき、

δ(ξ, η) =
∑

(α,β)∈U

C(α,β)ξ
αηβ

で、0 ≤ i+ j < n を満たす i, j に対して常に

∂i+j

∂iξ∂jη
δ(1, 1) = 0 ($)

であり、かつ C(α′,β′) ̸= 0 を満たす δ(ξ, η) が存在する。

証明 必要ならば U を小さく取り直して、U = S ∪ {(α′, β′)} としてよい。
#U = n(n+1)

2 + 1 であり、($) が定める連立方程式は n(n+1)
2 個である。よって、連立

方程式 ($) の解 δ(ξ, η) ̸= 0 は存在する。
ここで、C(α′,β′) = 0 を仮定すると、補題 2.13 によって、連立方程式 ($) を満たす

δ(ξ, η) は δ(ξ, η) = 0 のみである。よって、C(α′,β′) ̸= 0 を満たす連立方程式 ($) の解
δ(ξ, η) は存在する。 証明終
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3 主定理の証明
以下、この節では、a = 5であり、a, b, cは互いに素とする。

3.1 b ≡ c mod 5の場合

b ≥ c ならば、b = 5n + c (n ∈ N0) と書けるので t = 1 となり、µ(p) = 2 である。
b < cならば、c = 5n+ b (n ∈ N)と書けるので u = 1となり、µ(p) = 2である。
よって、注意 2.4により、このケースでは Rs(p)は Noetherである。

3.2 b ≡ 2c mod 5の場合

この場合、c ≡ 3b mod 5に注意。

補題 3.1 a, b, cは 2つずつが互いに素で、a = 5とする。更に、b ≡ 2c mod 5とする。
このとき、次は同値。

(1) b
2 < c < 3b

(2) µ(p) = 3

証明 3b ≤ cならば c = 5n + 3b (n ∈ N0)と書けるので u = 1となり、µ(p) = 2であ
る。2c ≤ bならば b = 5n+ 2c (n ∈ N0)と書けるので t = 1となり、µ(p) = 2である。
よって、(2) ⇒ (1)が示された。
(1) ⇒ (2)を示す。b/2 < c < 3bと仮定する。c < 3bより 3b = 5n+ c (n ∈ N)と書け

るので、deg g ≤ 3bとなる。b < 2cより 2c = 5n+ b (n ∈ N)と書けるので、deg h ≤ 2c

となる。
deg g = bなら b = 5n + 2c (n ∈ N0)なので、2c ≤ bとなり仮定に矛盾。deg g = 2b

なら 2b = 5n+ 4c (n ∈ N0)なので、2c ≤ bとなり仮定に矛盾。よって、deg g = 3bで
ある。deg h = cなら c = 5n+ 3b (n ∈ N0)なので、3b ≤ cとなり仮定に矛盾。よって、
deg h = 2cである。
deg g = 3b, deg h = 2cより、t = 3, u = 2であり、仮定より u2 = 1, s2 ≥ 1, t3 = 1,

s3 ≥ 1である。
s = 1かつ t1 ≥ 1なら、b < 5であり、b/2 < c < 3bかつ c ≡ 3b mod 5なので、

• b = 1のとき、 1
2 < c < 3より矛盾。

9



• b = 2のとき、1 < c < 6より矛盾。
• b = 3のとき、 3

2 < c < 9より c = 4となり、s = 1に矛盾。
• b = 4のとき、2 < c < 12より c = 7となり、s = 1に矛盾。

s = 1かつ u1 ≥ 1なら、c < 5であり、c/3 < b < 2cかつ b ≡ 2c mod 5なので、

• c = 1のとき、 1
3 < b < 2より矛盾。

• c = 2のとき、 2
3 < b < 4より矛盾。

• c = 3のとき、1 < b < 6より矛盾。
• c = 4のとき、 4

3 < b < 8より b = 3となり、s = 1に矛盾。

よって、s ≥ 2 である。t1 = 0 と仮定すると、(5, c) = 1 より s = c, u1 = 5 なので、
5c ≤ b+ 3cであるから 2c ≤ bとなり仮定に矛盾。よって、t1 ≥ 1である。u1 = 0と仮
定すると、(5, b) = 1より s = b, t1 = 5なので、5b ≤ 2b+ cであるから 3b ≤ cとなり仮
定に矛盾。よって、u1 ≥ 1である。従って、µ(p) = 3となる。 証明終

f が negative curveならば、t1b+ u1c <
√
abcより、

0 > (t1b+ u1c)
2 − 5bc

= t1
2b2 + (2t1u1 − 5)bc+ u1

2c2

= t1
2

(
b+

2t1u1 − 5

2t1
2 · c

)2

+
c2

4t1
2

{
4t1

2u1
2 − (2t1u1 − 5)

2
}

なので、

0 > 4t1
2u1

2 − (2t1u1 − 5)
2
= 5(4t1u1 − 5)

であるから、

t1u1 <
5

4

となる。t1u1 = 1 なら 5n = b + c (n ∈ N) となり b, c の仮定に矛盾。t1u1 = 0 なら
µ(p) = 2である。つまり、このケースでは、µ(p) = 3の場合は f が negative curveにな
らない。
以下、g が negative curveまたは hが negative curveと仮定する。
g が negative curveのとき、3b <

√
abcなので、

c >
9

5
b

10



であり、

−K が bigでない ⇐⇒ a+ b+ c ≤ 3b

⇐⇒ c ≤ 2b− 5

となる。
hが negative curveのとき、2c <

√
abcなので、

c <
5

4
b (∗)

であり、

−K が bigでない ⇐⇒ a+ b+ c ≤ 2c

⇐⇒ c ≥ b+ 5

となる。
よって、図の様になる。µ(p) = 3の領域は点線を境にして、−K が bigである領域と

−K が bigでない領域が分かれている。また、

• g が negative curve

• f , g, hは negative curveでない
• hが negative curve

の 3つに分かれている。

0
!

!

c

b

μ(!)=2

μ(!)=2

hが
negativ

e c
urv

e

f,g
,h
は

ne
ga

tiv
e 

cu
rv

eで
な
い

c=3b c=2b-5

c=9b/5

c=5b/4

c=b+5

c=b/2

g
が

n
e
g
a
tiv

e
 c

u
rv

e

-Kがbig

-Kがbig

-Kが
bigで

な
い
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g が negative curve の場合は b と c を入れ替えれば b ≡ 3c mod 5 で h が negative

curveの場合になる。
ここでは、hが negative curveの場合について考える。
deg g = 3b = 5s2 + c, deg h = 2c = 5s3 + bであり、(∗)より c < 5b/4なので、

s2 − s3 =
1

5
(3b− c)− 1

5
(2c− b)

=
3

5

(
4

3
b− c

)
>

3

5

(
5

4
b− c

)
> 0

となるので、

−s2
s3

< −１

である。(t1 + t3)/t3 = 3, u2/(u1 + u2) = 1/2なので、∆2 は図の様になる。

0
!

!

y

x

u2/(u1+u2) = 1/2

(t1+t3)/t3 = 3

-s2/s3 < -1

(α′, β′) = (0, 0)とおいて系 2.13を用いることにより、定理 2.11を使って、このケー
スでは Rs(p)は Noetherであることがわかる。

12



3.3 b ≡ 3c mod 5の場合

この場合、c ≡ 2b mod 5に注意。

補題 3.2 a, b, cは 2つずつが互いに素で、a = 5とする。更に、b ≡ 3c mod 5と仮定
する。このとき、次は同値。

(1) b
3 < c < 2b

(2) µ(p) = 3

証明 2b ≤ cならば c = 5n + 2b (n ∈ N0)と書けるので u = 1となり、µ(p) = 2であ
る。3c ≤ bならば b = 5n+ 3c (n ∈ N0)と書けるので t = 1となり、µ(p) = 2である。
よって、(2) ⇒ (1)が示された。
(1) ⇒ (2)を示す。b/3 < c < 2bと仮定する。c < 2bより 2b = 5n+ c (n ∈ N)と書け

るので、deg g ≤ 2bとなる。b < 3cより 3c = 5n+ b (n ∈ N)と書けるので、deg h ≤ 3c

となる。
deg g = b なら b = 5n + 3c (n ∈ N0) なので、3c ≤ b となり仮定に矛盾。よって、

deg g = 2bである。deg h = cなら c = 5n+ 2b (n ∈ N0)なので、2b ≤ cとなり仮定に
矛盾。deg h = 2cなら 2c = 5n+ 4b (n ∈ N0)なので、2b ≤ cとなり仮定に矛盾。よっ
て、deg h = 3cである。
deg g = 2b, deg h = 3cより、t = 2, u = 3であり、仮定より u2 = 1, s2 ≥ 1, t3 = 1,

s3 ≥ 1である。
s = 1かつ t1 ≥ 1なら、b < 5であり、

• b = 1のとき、 1
3 < c < 2より矛盾。

• b = 2のとき、 2
3 < c < 4より矛盾。

• b = 3のとき、1 < c < 6より矛盾。
• b = 4のとき、 4

3 < c < 8より c = 3となり、s = 1に矛盾。

s = 1かつ u1 ≥ 1なら、c < 5であり、c/2 < b < 3cなので、

• c = 1のとき、 1
2 < b < 3より矛盾。

• c = 2のとき、1 < b < 6より矛盾。
• c = 3のとき、 3

2 < b < 9より b = 4となり、s = 1に矛盾。
• c = 4のとき、2 < b < 12より b = 7となり、s = 1に矛盾。
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よって、s ≥ 2 である。t1 = 0 と仮定すると、(5, c) = 1 より s = c, u1 = 5 なので、
5c ≤ b+ 2cであるから 3c ≤ bとなり仮定に矛盾。よって、t1 ≥ 1である。u1 = 0と仮
定すると、(5, b) = 1より s = b, t1 = 5なので、5b ≤ 3b+ cであるから 2b ≤ cとなり仮
定に矛盾。よって、u1 ≥ 1である。従って、µ(p) = 3となる。 証明終

f が negative curve とすると、b ≡ 2c mod 5 の場合と同様に t1u1 < 5/4 となり、
t1u1 = 1なら 5n = b+ c (n ∈ N)となり b, cの仮定に矛盾。t1u1 = 0なら µ(p) = 2で
ある。つまり、このケースでは、µ(p) = 3の場合は f が negative curveにならない。
以下、g が negative curveまたは hが negative curveとする。
g が negative curveのとき、2b <

√
abcなので、

c >
4

5
b

であり、

−K が bigでない ⇐⇒ a+ b+ c ≤ 2b

⇐⇒ c ≤ b− 5

となる。
hが negative curveのとき、3c <

√
abcなので、

c <
5

9
b (∗∗)

であり、

−K が bigでない ⇐⇒ a+ b+ c ≤ 3c

⇐⇒ c ≥ 1

2
b+

5

2

となる。
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よって、図の様になる。これは、b ≡ 2c mod 5の場合の図を b = cに関して反転させ
た形になる。
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e
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-Kがbig
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が
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な
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g が negative curve の場合は b と c を入れ替えれば b ≡ 2c mod 5 で h が negative

curveの場合になる。
ここでは、hが negative curveの場合について考える。
2b = 5s2 + c, 3c = 5s3 + bであり、(∗∗)より c < 5b/9なので、

s2 − 2s3 =
1

5
(2b− c)− 2

5
(3c− b)

=
7

5

(
4

7
b− c

)
>

7

5

(
5

9
b− c

)
> 0

となるので、

−s2
s3

< −2
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である。(t1 + t3)/t3 = 2, u2/(u1 + u2) = 1/3なので、∆3 は図の様になる。

0
!

!

y

x

u2/(u1+u2) = 1/3

(t1+t3)/t3 = 2

-s2/s3 < -2

(α′, β′) = (0, 0)とおいて系 2.13を用いることにより、定理 2.11を使って、このケー
スでは Rs(p)は Noetherであることがわかる。

3.4 b ≡ 4c mod 5の場合

この場合、c ≡ 4b mod 5に注意。

補題 3.3 a, b, c は 2 つずつが互いに素で、a = 5 とする。更に、b ≡ 4c mod 5 で、
b, c > 5とする。このとき、次は同値。

(1) b
4 < c < 4b

(2) µ(p) = 3

証明 4b ≤ cならば c = 5n + 4b (n ∈ N0)と書けるので u = 1となり、µ(p) = 2であ
る。4c ≤ bならば b = 5n+ 4c (n ∈ N0)と書けるので t = 1となり、µ(p) = 2である。
よって、(2) ⇒ (1)が示された。
(1) ⇒ (2)を示す。b/4 < c < 4bと仮定する。c < 4bより 4b = 5n+ c (n ∈ N)と書け

るので、deg g ≤ 4bとなる。b < 4cより 4c = 5n+ b (n ∈ N)と書けるので、deg h ≤ 4c

となる。よって、t ≤ 4, u ≤ 4である。
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deg g = b なら b = 5n + 4c (n ∈ N0) なので、4c ≤ b となり仮定に矛盾。よって、
2b ≤ deg g ≤ 4bである。deg h = cなら c = 5n+ 4b (n ∈ N0)なので、4b ≤ cとなり仮
定に矛盾。よって、2c ≤ deg h ≤ 4cである。

• deg g ≥ 2b, deg h ≥ 2cより、t ≥ 2, u ≥ 2である。
• s = 1 と仮定すると、b ≤ 5 または c ≤ 5 となり仮定に矛盾。よって、s ≥ 2 で
ある。

• t1 = 0と仮定すると、(a, c) = 1より s = cであるから、5c ≤ b+ cなので 4c ≤ b

となり仮定に矛盾。よって、t1 ≥ 1である。
• u1 = 0と仮定すると、(a, b) = 1より s = bであるから、5b ≤ b+ cなので 4b ≤ c

となり仮定に矛盾。よって、u1 ≥ 1である。
• s2 = 0と仮定すると、(b, c) = 1より t = c, u2 = bなので、c ≤ 5となり仮定に矛
盾。よって、s2 ≥ 1である。

• s3 = 0と仮定すると、(b, c) = 1より u = b, t3 = cなので、b ≤ 5となり仮定に矛
盾。よって、s3 ≥ 1である。

• u2 = 0 と仮定すると、(a, b) = 1 より t = 5 であるから、t ≤ 4 に矛盾。よって、
u2 ≥ 1である。

• t3 = 0と仮定すると、(a, c) = 1より u = 5であるから、u ≤ 4に矛盾。よって、
t3 ≥ 1である。

従って、µ(p) = 3となる。 証明終

以下、µ(p) = 3と仮定する。
b+ c ≡ 0 mod 5 なので、次の 3通りが考えられる。

sa = b+ c

4b = s2a+ c

2c = s3a+ 3b

(1)


sa = b+ c

3b = s2a+ 2c

3c = s3a+ 2b

(2)


sa = b+ c

2b = s2a+ 3c

4c = s3a+ b

(3)

(1)のとき、3b/2 < c < 4bであり、
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• g が negative curveなら、4b <
√
abcより 16

5 b < c < 4bとなる。
• hが negative curveなら、2c <

√
abcより c < 5

4bとなり仮定に矛盾。

(2)のとき、2b/3 < c < 3b/2であり、

• g が negative curveなら、3b <
√
abcより c > 9

5bとなり仮定に矛盾
• hが negative curveなら、3c <

√
abcより c < 5

9bとなり仮定に矛盾。

(3)のとき、b/4 < c < 2b/3であり、

• g が negative curveなら、2b <
√
abcより c > 4

5bとなり仮定に矛盾。
• hが negative curveなら、4c <

√
abcより b/4 < c < 5

16bとなる。 (∗ ∗ ∗)

(1), (2), (3)で f が negative curveなら、b+ c = sa <
√
abcより、

0 > b2 − 3bc+ c2

なので、

0 >

(
c− 3 +

√
5

2
b

)(
c− 3−

√
5

2
b

)

であるから、

3−
√
5

2
b < c <

3 +
√
5

2
b

となる。
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よって、図の様になる。このケースでは、f , g, hが negative curveである領域があり、
また、f , g, hが negative curveでない領域がある。

0
!

!

c

b

μ(!)=2

μ(!)=2

hがnegative curve

f,g,hはnegative curveでない

c=4b

c=16b/5

c=3b/2

gがnegative curve

c=(3+    )b/2√5
_

c=(3-    )b/2√5
_

c=2b/3

c=5b/16

c=b/4

fが
negative curve

!(2)
!

!(1)
(3
)

このケースでは、deg f = b+ c < a+ b+ cなので、常に −K は bigである。従って、
定理 2.6により Rs(p)は Noetherになる。
以下、hが negative curveのとき、r = u = 4で定理 2.11 (3)の条件をみたすことを確か

める。deg g = 2b = 5s2+3c, deg h = 4c = 5s3+ bであり、(∗ ∗ ∗)より b/4 < c < 5b/16

なので、

s2 − 3s3 =
1

5
(2b− 3c)− 3

5
(4c− b)

= 3

(
1

3
b− c

)
> 3

(
5

16
b− c

)
> 0

となるので、

−s2
s3

< −3
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である。(t1 + t3)/t3 = 2, u2/(u1 + u2) = 3/4なので、∆4 は図の様になる。

0
!

!

y

x

u2/(u1+u2) = 3/4(t1+t3)/t3 = 2

-s2/s3 < -3

(α′, β′) = (0, 0)とおいて系 2.13を用いることにより、定理 2.11を使って、このケー
スでは Rs(p)は Noetherであることがわかる。
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