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1 序

1.1 概要

定理 1.1 nを 3以上の整数とする。このとき、

xn + yn = zn

を満たす正整数の組 (x, y, z)は存在しない。

これが有名な「Fermat1の最終定理」である。今から約400年前、Fermat

がこの予想を残した。Fermat自身は n = 4の場合のときにこの定理の証
明に取り組んだのだが、これまで多くの名だたる数学者が挑戦してきたの
にも関わらず、1995年まで誰も解くことができなかったほどの難問であ
る。完全に証明が公表されたのは、1995年 5月、Wiles2によってである。
Wilesによる証明には高度な数学が駆使されている。第２章では Fermat

による n = 4のときの証明を示す。
ところで、Fermatの最終定理の多項式における類似である次の定理も
興味深いものである。

定理 1.2 nを 3以上の整数とし F を標数 0の体とする。このとき、

X(t)n + Y (t)n = Z(t)n

を満たす F 上の多項式の組 (X, Y, Z)は、自明な解しか存在しない。
ただし、F 上の多項式の組 (X, Y, Z)が上の方程式の自明な解であると
は、an + bn = cnを満たす定数 a, b, cと多項式W により、(X, Y, Z) =

(aW, bW, cW )と表せるときをいう。

この定理は 19世紀後半頃には知られていたようだが、20世紀末に簡明
な証明が発見された。つまり、「ABC定理 (Mason-Stothersの定理)」と
いう 1980年代に発見された定理により証明することができる。一方で

1Pierre de Fermat (1961-1665)フランスの数学者。本業は法律家、政治家。同世代
のフランス人の数学者で、Descartesや、Pascalなどがいる。Fermatの生前には一冊
の本も論文も発表せず、Fermatの研究は、友人たちに送る書簡と蔵書に書かれていた。
中でも Fermatが愛読していた Diophantusの『算術』の余白に「Fermatの最終定理」
が書き込まれていた。Fermatの長男が収録した『Pierre de Fermatによる所見を含む
Diophantusの算術』の出版により現在、「Fermatの最終定理」が私たちの目にも触れ
るようになった。

2Andrew John Wiles (1953-) イギリスの数学者。Oxford大学の教授。
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「ABC定理」の整数における類似であるものが予想されている。「abc予
想（Oesterlé-Masser予想）」は、1985年に提起された数論の予想である
が、2012年に望月 新一氏がその予想を解決したとする論文が公開され、
現在検証段階にある。「abc予想」を真だと仮定すると、多数くの系が得
られる。その中には既に知られている結果もあれば（予想の提出後に予
想とは独立に証明されたものもある）、部分的証明ができるものもある。
そのうちの例の一つとして「Fermatの最終定理」さえも、ほとんどの場
合の別証明を与えてしまう。「abc予想」が成立した場合に解決される予
想はいろいろあり、また数論の深い問題と結び付きがあるので、「abc予
想」は重要な問題である。第３章では、「ABC定理」の証明を与え、さら
にその応用として定理 1.2よりも強い定理や、数論におけるCatalan予想
の類似のものを証明する。後半では「abc予想」がどのようなものである
かを紹介し、「abc予想」を仮定したときの、「Frermatの最終定理」の一
部やBeal予想を示してゆく。
Fermatが研究したのは、最終定理における方程式だけではない。

問題 1.3 素数 pについての方程式

p = x2 + y2

は整数解 (x, y)を有するのであろうか？

問題 1.4 素数 pについての方程式

p = x2 + 5y2

は整数解 (x, y)を有するのであろうか？

Fermat自身は問題 1.3については完全に解決したが、問題 1.4について
は証明までは至らなかった。この２つの違いを理解するためには、

x+ y
√
−d (x, y,∈ Z, d ∈ Z>0)

という数を研究することが不可欠である。Fermatはd = 1のときと、d = 5

のときの違いを見出すことができなかったのである。その違いを測る道
具が、「イデアル類群」という整数論の中心的な研究対象である。第５章
では、x+ y

√
−dという数の世界を定義し、イデアル類群がどのようなも

のかを紹介する。
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さて、第５章で定められる数の世界における “素数”の対応物を研究す
る上では、「平方剰余の相互法則」という定理が非常に重要な役割を果た
す。Gauss3が生涯に渡り、この定理に全く異なる７つの証明を与えた。
第４章では、V. A. Lebesgueによる相互法則の証明と、その別証明を与
える。
この卒業論文は、セミナーで輪読した [3], [4] の内容の一部をまとめた
ものである。

1.2 Fermat及び証明に関わった数学者たち

「Fermatの最終定理」の歴史を紐解いていく。一見、それほど複雑な
問題のようには見えない、この問題を証明するのに 400年近くかかって
いるのは「存在しない」ことを証明しなければならなかったからである。
「Fermatの最終定理」は、n = 4又は奇素数の場合に証明すればよい。証
明されるまで、何人もの数学者の挑戦があって、はじめて証明が成し遂
げられた。最終的に解いたのは、Wilesだが、決してWilesだけの力で解
かれたわけではない。最初は、n = 3の場合、n = 4の場合、n = 5の場
合といったように、一つずつ解かれてきた。では、どのようにしてこの
難問が解かれてきたのかを、順を追ってみていくことにしよう。
まず最初に n = 4の場合を証明したのは、Fermat自身である。無限降
下法により証明された。これはFermat自身があみ出し、得意としていた
方法である。ただし、これは不完全な証明であったため、後に Euler4に
よって完全に証明された。その Eulerは、1770年に n = 3の場合を完全
に証明した。Fermatが定理を書き残したのは 1630年頃と言われている
ので、この時点で 120年以上もの月日が経っていることになる。
n = 5の場合が証明されたのは 1820年、Dirichlet5 によってである。

Eulerが n = 3を証明してから、更に 60年以上経っていた。Dirichletは
n = 14の場合も証明している。

3Carolus Fridericus Gauss (1777-1855) ドイツの数学者、天文学者、物理学者。19
世紀最大の数学者の一人。1795 年頃、Gauss が 18 歳頃に独力で相互法則第１補充則
を発見した。『Disquisitiones Arithmeticae』の序文にもあるように、Fermat、Euler、
Lagrangeらの先達の業績も知らず、独自で研究に没頭した。相互法則の証明の完成は、
1796年頃と文献には残っている。７つの証明の中の６つは生前に公表され、最後の１
つは死後に発表された。

4Leonhard Euler (1707-1783) スイス生まれの数学者、天文学者。数学史上最も大き
な業績を残した数学者の一人であり、「Fermatの最終定理」に大きな関心を寄せていた。

5Peter Gustav Lejeune Direchret (1805-1859)ドイツの数学者。Fermatや Eulerに
並ぶ、数論や解析学などの方面で重要な実績を残した数学者である。
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Dirichletはさらに n = 7の場合にも挑戦したが、1839年に Lamé6がこ
れを証明した。このころ、数学者たちの間で「Fermatの最終定理」を巡
る激しい競争が起こっていた。Lamé、Cauchy7、Kummer8などが他の学
者よりいち早く証明しようと必死になっていたのである。結局この競争
は、Kummerの勝利で幕を閉じた。Kummerは、nが正則素数の場合に
証明したのである。これは既に 20世紀に入った 1908年のことであった。
100以下の素数で正則でないものは、37, 59, 67の 3つしかないことが知
られている。また、素数全体の中で、約半分が正則素数であるという未
解決な予想もある。
このあと、コンピュータの導入により、1992年までに nが 400万まで
証明された。
1980年代に入り、「Fermatの最終定理」の証明は最終局面を迎える。

1984年、「楕円曲線 (Frey曲線)」という曲線の理論を使って「Fermatの
最終定理」が解ける可能性のあることが発見され、また、「谷山・志村予想」
で貢献した日本人の数学者も大きな役割を担い、ついに 1995年にWiles

によって完全証明が果たされた。

2 Fermatの最終定理
この章では、素因数分解の一意性は既知のものとして議論を進める。つ
まり、2以上の任意の自然数 aは、

a = p1p2 · · · pn (各 piは素数) (1)

と (積の順番を除いて)一意的に分解される。

2.1 p-進付値

素因数分解の一意性で主張されていることは、次のように言い換える
ことができる。aを整数、pを素数とする。a > 0のとき、(1)を満たす素

6Gabriel Lamé (1795-1780)フランスの数学者。数理物理学、代数学、幾何学などで
功績を残した。

7Augustin Louis Cauchy (1789-1857) フランスの数学者。解析学の分野において、
数多くの貢献からフランスの Gaussと呼ばれることもある。

8Ernst Eduard Kummer (1810-1893)ドイツの数学者。Dirichletの弟子である。Kum-
merらは虚数を含む数の素因数分解の一意性が必ずしもないことを指摘したが、そこに
一意性を持たせる為に理想数を取り入れた。これは後のイデアルの概念へとつながって
いる。
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数の列 p1, p2, . . . , pnは順序を入れ替えることによって一意的である。よっ
て、集合 {i|1 ≤ i ≤ r, pi = p}の元の個数は一定である。この個数を aの
p-進付値といい、νp(a)と書く。a < 0の場合は νp(a) = νp(−a)と定める
と、0でない任意の整数 aに対して νp(a) ∈ Z≥0が定まり、

a = ϵ(a)
∏
p:素数

pνp(a) (2)

が成り立つことになる。ここで ϵ(a)は aの符号を表す。すなわち、

ϵ(a) =

{
1 a > 0のとき

−1 a < 0のとき

である。改めて、分解式 (2)を aの素因数分解といい、νp(a) > 0となる素
数 pを aの素因数という。なお、素数は無限に多く存在するが、p > |a|な
らば νp(a) = 0なので分解式の右辺の積は実際には有限積である。また、
νp(a) = nとおくと、aは pnの倍数であって pn+1の倍数ではないから

a ∈ (pνp(a)), a /∈ (pνp(a)+1)

が成り立つ。すなわち νp(a)は a ∈ (pn)となる最大の整数 nに一致する。

補題 2.1 (1) x, y, zを 0でない整数とする。x, yが互いに素で xy = z3

が成り立てば、x = a3, y = b3を満たす整数 a, b ̸= 0が存在する。

(2) x, y, zを正整数とする。x, yが互いに素で xy = z2が成り立てば、
x = a2, y = b2を満たす正整数 a, bが存在する。

(3) x, y, z, wを正整数とする。x, y, zはどの二つも互いに素で xyz = w2

が成り立てば、x = a2, y = b2, z = c2を満たす正整数 a, b, cが存在
する。

証明 どれも素因数分解の一意性からの単純な帰結である。ここでは (1)

のみを証明する。pを素数とする。x, y は互いに素なので νp(x) = 0か
νp(y) = 0が成り立つ。xy = z3 から νp(x) + νp(y) = 3νp(z)となる。
よってすべての素数 pに対して νp(x), νp(y)は 3の倍数である。そこで

a = ϵ(x)
∏

p:素数 p
νp(x)

3 , b = ϵ(y)
∏

p:素数 p
νp(y)

3 とおけば結論が成り立つ。
証明終
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2.2 四次のFermat方程式

ここでは無限降下法で、四次のFermat方程式が非自明な解を持たない
ことを証明することを目標とする。

定理 2.2 正整数 x, y, zに対して、次の二条件は同値である。

(1) x, yは互いに素、xは奇数、yは偶数、かつ次式が成り立つ。

x2 + y2 = z2

(2) 互いに素な整数 a > b > 0で、a, bのどちらかは偶数であり、かつ
次式を満たすものが存在する。

x = a2 − b2, y = 2ab, z = a2 + b2

証明 (1)を仮定する。x, zは奇数だから、z ± xは偶数である。z+x
2
, z−x

2

が共通な素因数 pをもつとすると、x = z+x
2
− z−x

2
と z = z+x

2
+ z−x

2
は共通

の素因数 pをもち、x, yが互いに素という仮定に反する。よって z+x
2

, z−x
2

は互いに素な整数である。x2 + y2 = z2を書き換えると (y
2
)2 = z+x

2
· z−x

2

となる。補題 2.1(1)より、z+x = 2a2, z−x = 2b2 となる正整数 a > bが
存在する。すると x = a2 − b2, y = 2ab, z = a2 + b2 となる。a2 = z+x

2
と

b2 = z−x
2
が互いに素なので a, bも互いに素である。x = a2 − b2は奇数だ

から a, bのうち一方が奇数で他方は偶数である。よって (2)が示された。
次に (2)を仮定する。x2 + y2に x = a2 − b2, y = 2ab を代入すると

x2 + y2 = (a2 + b2)2 = z2となる。a, bの片方のみが偶数であるから xは
奇数、yは偶数である。x, yが互いに素でないとすると、共通な素因数 p

をもつ。y = 2abより pは 2, a, bのいずれかを割りきる。p = 2とすると、
xが偶数となり矛盾する。pが aを割り切るとすると a2−x = b2より pは
bを割り切る。よって a, bは互いに素に矛盾する。pが bを割り切るとし
ても同様に矛盾する。以上より x, yは互いに素である。よって (1)が示さ
れた。
よって (1)と (2)は同値である。 証明終

Fermat の最終定理の n = 4 のケースは、次の定理から直ちに従う。

定理 2.3 (四次のFermat方程式) x4 + y4 = z2を満たす正整数 x, y, zは
存在しない。
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証明 x4 + y4 = z2 を満たす正整数 x, y, z があると仮定する。また、z
はこれを満たす最小のものとする。x, yが互いに素でない、つまり x, y

を割り切る共通な素因数 pが存在すると仮定すると x4 + y4 = z2より、
(x
p
)4 + (y

p
)4 = ( z

p2
)2とすることができる。ここで、 x

p
, y

p
, z

p2
は自然数であ

ることに注意する。しかしこれは zの最小性に矛盾する。これより x, y

は互いに素である。もし x, zに共通の素因数 pがあれば、x4 + y4 = z2よ
り yも pの倍数となり、x, yは互いに素であることに矛盾する。よって x

と z, yと zも互いに素であることがわかる。ここで x, yの両方を奇数と
すると、x4 + y4を 4で割った余りは 2になるが、このとき zは偶数だか
ら z2は 4の倍数となり矛盾が生じる。よって xを奇数、yを偶数とする。
定理 2.2 より、互いに素な整数 a > b > 0で、a, bのどちらかは偶数で
あり、かつ次式を満たすものが存在する。

x2 = a2 − b2, y2 = 2ab, z = a2 + b2

x2 = a2 − b2を x2 + b2 = a2と書き換えると、4で割って余りを考えれ
ば、 xは奇数なので aは奇数、bは偶数である。また、a, bが互いに素よ
り、x, bは互いに素である。x2 + b2 = a2に再び定理 2.2 を用いると、

x = k2 − l2, b = 2kl, a = k2 + l2

を満たす互いに素で、かつ,どちらかは偶数である k, l (k > l > 0)が得ら
れる。y2 = 2ab, b = 2kl, a = k2 + l2 より (y

2
)2 = 1

2
ab = kl(k2 + l2)とな

る。k, l, k2 + l2 はどの二つも互いに素なので、補題 2.1(3)より k = s2 ,

l = t2 , k2 + l2 = u2 となる整数 s, t, u (> 0) が存在する。このとき、

s4 + t4 = u2

である。一方 u4 = (k2 + l2)2 = a2 < a2 + b2 = z ≤ z4であるから、これ
は zの最小性に矛盾する。 証明終

3 ABC定理、abc予想
この節では F は、標数 0 の体とする。
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3.1 ABC定理

定義 3.1 n ∈ Z≥0, a0, . . . , an ∈ F に対し

A(t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a0

の形に表されるものを F 上の多項式といい、F 上の多項式全体の集合を

F [t] = {antn + an−1t
n−1 + · · ·+ a0 | n ∈ Z≥0, a0, . . . , an ∈ F}

と書く。
上のA(t) ∈ F [t]に対して、an ̸= 0であるとき、nをA(t)の次数といい、

n = degA(t)と表す。また、anをA(t)の最高次数係数といいan = ϵ(A(t))

と表す。

定義 3.2 I ⊂ F [t]で次の条件を満たすものを F [t]のイデアルという。

(1) 0 ∈ I

(2) A,B ∈ Iのとき、A+B ∈ I

(3) A ∈ I, X ∈ F [t]のとき、AX ∈ I

また、(A) = {AX|X ∈ F [t]}と書く。

上の (A) は、F [t] のイデアルである。実はF [t] は単項イデアル整域で
あるので、F [t] のイデアルは必ず (A) の形をしている。

命題 3.3 定数でない多項式 P ∈ F [t]に対し、次の条件は同値である。

(1) A, B ∈ F [t], (AB) ∈ (P )ならばA ∈ (P )またはB ∈ (P )である。
すなわち、P がABの約数ならば、P はAまたはBの約数である。

(2) C ∈ F [t], P ∈ (C)ならば、(C) = (P )または (C) = (1)である。す
なわち、P の約数は単数と P の単数倍だけである。

証明 まず (1)を仮定する。P ∈ (C)となる C ∈ F [t]をとる。すると、
P = CD となる D ∈ F [t]が存在する。CD ∈ (P )なので、(1)より、
C ∈ (P )または D ∈ (P )である。C ∈ (P )のとき、P ∈ (C)より、
(C) = (P )である。D ∈ (P )のとき、D = EP となるようなE ∈ F [t]が
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存在し、P = CD = CEP となり、CE = 1となる。したがって (C) = (1)

となり、(2)が成り立った。
次に (2)を仮定する。A,B ∈ F [t]がAB ∈ (P )かつA /∈ (P )を満たす
と仮定する。ここで、F [t]は単項イデアル整域 9だから、(P,A) = (C)

となる C ∈ F [t]が存在する。一方で P ∈ (P,A) = (C)より、(2)を利
用して (C) = (P )または (C) = (1)となる。(C) = (P )のとき、A ∈
(P,A) = (C) = (P )となり、仮定であるA /∈ (P )に反する。したがって、
(P,A) = (1)であり、PX +AY = 1となるX,Y ∈ F [t]が存在する。仮定
より、AB ∈ (P )なのでB = BPX + BAY ∈ (P )である。したがって、
A,B ∈ F [t]がAB ∈ (P )とA /∈ (P )を満たすとき、B ∈ (P )となったの
で (1)が成り立った。
よってこの二つの条件は同値である。 証明終

定義 3.4 P ∈ F [t]を定数でない多項式とする。命題 3.3の同値な条件が
成り立つとき、P を既約多項式という。また、モニックな既約多項式を
素式と呼ぶ。

定義 3.5 0でない多項式A ∈ F [t]に対し、Aの素因数すべての積を radA

と書く。すなわち、相異なる素式 P1, P2, . . . , Prと e1, e2, . . . , er ∈ Z>0に
ついて、A = ϵ(A)P e1

1 · · ·P er
r のとき radA = P1 · · ·Prである。

ABC定理の証明に入る前に、微分の基本性質を振り返る。

補題 3.6 A = ant
n+an−1t

n−1+ · · ·+a1t+a0 ∈ F [t]の微分 A′ ∈ F [t]を、
A′ = nant

n−1+(n−1)an−1t
n−2+ · · ·+2a2t+a1 と定義する。A,B ∈ F [t],

a, b ∈ F , e ∈ Z>0について次が成立する。

(1) A′ = 0であることと、Aが定数であることは同値である。

(2) (aA+ bB)′ = aA′ + bB′

(3) Aが定数でないとき、degA′ = degA− 1である。

(4) (AB)′ = A′B + AB′

9命題 3.3 の (1) は、P が素元であると言っている。(2) は、P が既約元であると
言っている。素元であれば既約元であること、つまり (1) ⇒ (2) は一般に成立する。
(2)⇒ (1) は、考えている環が素元分解環であれば成立する。単項イデアル整域は素元
分解環である。
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(5) B ∈ (Ae)のとき、B′ ∈ (Ae−1)である。

(6) A ̸= 0, B ̸= 0とする。AB′ = A′Bであることと、A = cBとなる
ような単数 cが存在することは同値である。

証明 (1), (2), (3) は、明らかである。
(4) について。

A(t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a0

B(t) = bmt
m + bm−1t

m−1 + · · ·+ b0

とすると

AB = anbmt
n+m + (anbm−1 + an−1bm)t

n+m−1 + · · ·
+(a2b0 + a1b1 + a0b2)t

2 + (a1b0 + a0b1)t+ a0b0

となり、これを微分すると

(AB)′ = (m+ n)anbmt
n+n−1 + (n+m− 1)(anbm−1 + an−1bm)t

n+m−2 + · · ·
+2(a2b0 + a1b1 + a0b2)t+ (a1b0 + a0b1)

である。一方で

A′B = nanbmt
n+m−1 + ((n− 1)an−1bm + nanbm−1)t

n+m−2 + · · ·
+(a1b1 + 2a2b0)t+ a1b0

AB′ = manbmt
n+m−1 + ((m− 1)anbm−1 +man−1bm)t

n+m−2 + · · ·
+(a1b1 + 2a2b0)t+ a0b1

となり、

A′B + AB′ = (m+ n)anbmt
n+n−1 + (n+m− 1)(anbm−1 + an−1bm)t

n+m−2 + · · ·
+2(a2b0 + a1b1 + a0b2)t+ (a1b0 + a0b1)

= (AB)′

となる。よって、(AB)′ = A′B + AB′が成立する。
(5)について。B ∈ (Ae)より、B = AeCとなるようなC ∈ F [t]が存在
する。(Ae)′ = eAe−1A′を利用して、

B′ = eAe−1A′C + AeC ′ = Ae−1(eA′C + AC ′)
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となる。したがって、B′ ∈ (Ae−1)である。
(6)について。A = cBなら、AB′ = A′Bは明らかである。逆を示そう。

A = ϵ(A)P e1
1 · · ·P er

r

B = ϵ(B)P f1
1 · · ·P fr

r

とおく。但し、P1 · · ·Prは互いに異なる素式、e1, . . . , er, f1, . . . , fr ∈ Z≥0

である。このとき

AB′ = ϵ(A)ϵ(B)P e1+f1
1 · · ·P er+fr

r (
r∑

i=1

fiP
′
i

Pi

)

A′B = ϵ(A)ϵ(B)P e1+f1
1 · · ·P er+fr

r (
r∑

i=1

eiP
′
i

Pi

)

である。仮定より、ϵ(A) ̸= 0, ϵ(B) ̸= 0であるので、

r∑
i=1

(fi − ei)P ′
i

Pi

= 0

である。両辺に、P1P2 · · ·Prをかければ、i = 1, · · · , rに対して、

(fi − ei)P ′
i

P1 · · ·Pr

Pi

∈ (Pi)

となる。P1, . . . , Pr は互いに異なる素式なので、

(fi − ei)P ′
i ∈ (Pi)

となる。このとき次数を考えれば fi− ei = 0となる。よってA =
ϵ(A)

ϵ(B)
B

となる。 証明終

以上のことを利用して、ABC定理を示す。

定理 3.7 (ABC定理) A,B,C ∈ F [t]を、どれもが定数ではなく、どの
二つも互いに素な多項式で、さらにA+B = Cを満たすものとする。こ
のとき

max(degA, degB, degC) < deg rad(ABC)

が成立する。
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証明 D = AB′−BA′とする。A+B = C より、A′ +B′ = C ′がいえる。
よって、

D = AB′ −BA′ = A(C ′ − A′)− (C − A)A′ = AC ′ − CA′

である。同様に、

D = AB′ −BA′ = (C −B)B′ −B(C ′ −B′) = CB′ −BC ′

となり、補題 3.6(6)より、

0 ̸= D = AC ′ − CA′ = CB′ −BC ′

となる。また、補題 3.6(3)より、

degD ≤ degA+ degB − 1

である。すなわち、

degC + degD < deg(ABC)

である。この不等式と対称性より、degA+degD < deg(ABC), degB +

degD < deg(ABC)がいえるので

max(degA, degB, degC) + degD < deg(ABC)

となる。ここで、

A1 =
A

radA
, B1 =

B

radB
, C1 =

C

radC
∈ F [t]

とおく。相異なる素式 P1, P2, . . . , Prと e1, e2, . . . , er ∈ Z>0を用いてAの
素式分解を

A = ϵ(A)P e1
1 · · ·P er

r

と表すと
A1 = ϵ(A)P e1−1

1 · · ·P er−1
r

である。eiの定義から、A ∈ (P ei
i ) ⊂ (P ei−1

i )であり、補題 3.6(5)から、
A′ ∈ (P ei−1

i )である。D = AB′ − BA′ なので、各 i = 1, . . . , rに対し
て、D ∈ (P ei−1

i )がいえる。したがって、D ∈ (A1)である。同様にして、
D ∈ (B1), D ∈ (C1)もいえる。さらに、A1, B1, C1はどの二つも素であ
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るここと、D ∈ (A1), D ∈ (B1), D∈ (C1)より、D ∈ (A1B1C1)がいえる。
したがって、D rad(ABC) ∈ (ABC)となり、

degD + deg rad(ABC) ≥ deg(ABC)

である。ゆえに、

max(degA, degB, degC) + degD < deg(ABC)

と
degD + deg rad(ABC) ≥ deg(ABC)

より

max(degA, degB, degC)+degD < deg(ABC) ≤ degD+deg rad(ABC)

となるので、

max(degA, degB, degC) < deg rad(ABC)

となる。 証明終

3.2 ABC定理の応用

定理 3.8 p, q, r ∈ Z>0が 1
p
+ 1

q
+ 1

r
≤ 1を満たすとき

Xp + Y q = Zr

を満たす多項式X,Y, Zで、どれもが定数でなく、どの二つも互いに素な
ものは存在しない。

証明 定理にあるようなX,Y, Zが存在すると仮定する。ABC定理より、
A = Xp, B = Y q, C = Zrとして適用すると

max(deg(Xp), deg(Y q), deg(Zr)) < deg rad(XpY qZr)

= deg rad(XY Z)

≤ deg(XY Z)
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と表せる。すなわちp degX < deg(XY Z), q deg Y < deg(XY Z), r degZ <

deg(XY Z) となる。それぞれを 1
p
, 1

q
, 1

r
倍して、さらにその和をとると

degX + deg Y + degZ < (
1

p
+

1

q
+

1

r
) deg(XY Z)

となるが、degX+deg Y +degZ = deg(XY Z) > 0なので、1
p
+ 1

q
+ 1

r
≤ 1

に矛盾する。 証明終

定理 3.9 整数m, n ≥ 2に対し、Xm − Y n = 1を満たす定数でない多項
式X, Y は存在しない。

証明 定理にあるようなX, Y が存在すると仮定する。このとき、Xm −
Y n = 1より、Xm, Y n, 1はどの二つも互いに素である。A = Xm, B = Y n,

C = 1として、ABC定理を適用すると

max(degXm, deg Y n, 0) < deg rad(XmY n)

= deg rad(XY )

≤ deg(XY )

となる。すなわちm degX < deg(XY ), n deg Y < deg(XY )が成立する。
それぞれを n倍、m倍して、さらにその和をとると

mn(degX + deg Y ) < (m+ n) deg(XY )

となるが、仮定より degX + deg Y = deg(XY ) > 0なのでmn < m + n

となる。すなわち、(m − 1)(n − 1) < 1が得られる。これは、m, n ≥ 2

に矛盾する。 証明終

この定理の整数における類似として、次の定理が知られている。

定理 3.10 (Catalan予想) m,n, x, y ∈ Z>0 に対し、xm − yn = 1 で
m,n ≥ 2を満たすものは

(m,n, x, y) = (2, 3, 3, 2)

すなわち、32 − 23 = 1のみである。

この定理は、Catalanにより 1884年に予想され、2002年にMihailescu

により証明された。
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3.3 abc予想

0でない整数 aに対し、aの互いに異なる素因数全ての積を rad(a)と書
く。すなわち、

rad(a) =
∏

p:aの素因数

p

である。
言い換えると、相異なる素数 p1, p2, . . . , pr と e1, e2, . . . , en ∈ Z>0に
ついて a = ±pe11 pe22 · · · perr のとき、rad(a) = p1p2 · · · prである。例えば、

rad(19800) = rad(23 · 32 · 52 · 11) = 2 · 3 · 5 · 11 = 330

である。ABC定理の整数における単純な類似は、次のようになるであ
ろう。

問題 3.11 (abc-1) 0でない整数 a, b, cのどの２つも互いに素で a+ b = c

を満たすとき、次の２つの不等式は成り立つだろうか？

max(|a|, |b|, |c|) < rad(abc)

必要なら文字を入れ替えることで、a, b, cは全て正としてもよい。すると
a+ b = cからmax(|a|, |b|, |c|) = cとなる。
すると、次のように簡明に言い換えられる。

abc =

{
(a, b, c) ∈ N3

∣∣∣∣∣ (a, b) = (b, c) = (c, a) = (1),

0 < a < b < c, a+ b = c

}

とすると、任意の (a, b, c) ∈ abcに対して c < rad(abc)が成り立つのだろ
うか？

しかし反例が存在する。

例 3.12 (1) (a, b, c) = (1, 8, 9)のとき、9 > rad(1 · 8 · 9) = 2 · 3 = 6で
ある。

(2) (a, b, c) = (5, 27, 32)のとき、32 > rad(5 · 27 · 32) = 5 · 3 · 2 = 30で
ある。
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(3) rを正整数として、(a, b, c) = (1, 32
r − 1, 32

r
)とおく。このとき、

b = 32
r − 1 = (32

r−1

)2 − 1 = (32
r−1 − 1)(32

r−1

+ 1)

= · · · = (32
r−1

+ 1)(32
r−2

+ 1) · · · (3 + 1)(3− 1)

において、最後の積の各因子はすべて偶数であることと 3+1 = 4に
注目すれば 32

r − 1は 2r+2の倍数であることが分かる。したがって、

rad(abc) = rad((32
r − 1)32

r

) ≤ 32
r − 1

2r+1
· 3 < 3

2r+1
· c < c

となる。つまり、abc-1 には、無限個の反例がある。

ところが問題 3.11を弱めた次の予想には反例が知られていない。つまり
未解決問題である。

予想 3.13 (abc-N) 次が成り立つような正整数N > 1が存在する。

∀(a, b, c) ∈ abcに対して c < (rad(abc))N

この予想が正しければ、「Fermatの最終定理」を (ほぼ)直ちに証明す
ることができる。つまり、

定理 3.14 N > 1を整数とし、もし予想 3.13が成り立てば、n ≥ 3N に
対する「Fermatの最終定理」が成り立つ。

証明 nを正整数とし、xn + yn = znと x < y < zを満たし、どの２つも
互いに素な正整数 x, y, zが存在すると仮定する。
(a, b, c) = (xn, yn, zn)は abcに属すので、予想 3.13を使って、

zn < (rad(xnynzn))N = (rad(xyz))N ≤ (xyz)N < z3N

を得る。ここから n < 3N が従う。 証明終

次に予想 3.13をさらに詳しく見てみる。そのために、実数 κ ≥ 1に
対し、

abc[κ] = {(a, b, c) ∈ abc | c ≥ (rad(abc))κ}

という集合を導入する。定義より、κ ≤ κ′ならば abc[κ] ⊃ abc[κ′]が成
り立つ。
例 3.12(3)によって abc[1]は無限集合である。予想 3.13は abc[N ]が
空集合となるN > 1が存在するだろうと考えている。つまり、abc[κ]と
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いう集合は κ = 1のとき無限集合であるが、κが大きくなるごとに小さく
なってゆき、いつかは空集合になると期待されているのである。実際に
は κ = 2の場合 abc[2]に属する元は１つも知られていない。κ = 1.6につ
いては、次の例のように abc[1.6]の元が 2014年の時点で 3つだけ発見さ
れている。

例 3.15

(2, 310 · 109, 235) 1.62991 · · ·
(112, 32 · 56 · 73, 221 · 23) 1.62599 · · ·
(19 · 1307, 7 · 292 · 318, 28 · 322 · 54) 1.62349 · · ·

左側が abc[1.6]の元であり、1行目では (a, b, c) = (2, 310 · 109, 235)のと
き、c = (rad(abc))1.62991···という意味である。abc[1.5]の元は 13個だけ
知られている。

予想 3.16 (abc予想) 任意の実数 κ > 1に対して、abc[κ]は有限集合で
あろう。

予想 3.16はOesterléとMasserにより、1985年に提出された。なお、予
想 3.16は予想 3.13を導く。より精密にすれば、例えば κ = 1.6のときに
は abc[1.6]が上記の 3つの元だけから成ると期待できる。今後研究が進
み、探索の範囲が広がることで新たな元が発見されるとしても有限個し
か出てこない、というのが abc予想の述べていることだが、できればこ
の 3つ以外に元は存在しないと言い切りたい。そこで、与えられた実数
κ > 1に対し、abc[κ]の元は有限個で、しかもその全てをリストアップ
できるという主張を『強い abc予想』と呼ぶことにしよう。
abc予想の例として、κ = 12

11
に対する強い abc予想を仮定すれば、次

のBeal予想が解決できることを示してみよう。

予想 3.17 (Beal予想) p, q, rが 3以上の整数ならば、どの 2つも互いに
素な正整数 x, y, zで xp + yq = zrを満たすものは存在しない。

κ = 12
11
に対する強い abc予想を仮定すれば、Beal予想は正しいかどう

か判定できる。
はじめに、abc[12

11
]に (a, b, c) = (xp, yq, zr) (p, q, rは 3以上の正整数）

という形の元が入っているかどうか調べる。もし見つけた場合は予想 3.17

に反例が見つかったという意味で問題は解決される。以下、そのような元
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は存在しないと仮定する。その上で、どの 2つも互いに素な正整数 x, y, z

と 3以上の整数 p, q, rで xp + yq = zr, xp < yq < zrを満たすものが存在
したとしよう。(a, b, c) = (xp, yq, zr)は abc[12

11
]に属さない abcの元だか

ら、不等式 zr < (xyz)
12
11 が成り立つ。不等式 xp < zr、yq < zrに注意す

ると、xp < (xyz)
12
11 , yq < (xyz)

12
11 であることがわかる。さらに書き直す

と、x < (xyz)
12
11p、y < (xyz)

12
11q、z < (xyz)

12
11r となり、これらを掛け合わ

せた式から、

1 <
12

11
(
1

p
+

1

q
+

1

r
)

を得る。(p, q, r) = (3, 3, 3)の場合に x3 + y3 = z3を満たす正整数 x, y, z

が存在しないことは、Eulerによって 18世紀に示されている。それ以外
の p, q, r ≥ 3に対しては、1

p
+ 1

q
+ 1

r
≤ 1

3
+ 1

3
+ 1

4
= 11

12
が成り立ち、これ

は上式に反している。 証明終

abc予想は次のように定式化されることが多い。

予想 3.18 任意の実数κ > 1、任意の (a, b, c) ∈ abcに対しc < M(rad(abc))κ

を満たす定数M が存在する。

これは予想 3.16と同値である。より正確には、

命題 3.19 任意の 1 < κ < κ′に対し次が成り立つ。

(1) κに対する予想 3.16から κに対する予想 3.18が従う。

(2) κに対する予想 3.18から κ′に対する予想 3.16が従う。

証明 (1) を示す。κ > 1に対し、abc[κ]は有限集合であるので、任意の
(a, b, c) ∈ abc[κ]に対して、c < M(rad(abc))κ を満たすように実数 M を
とることができる。
(2) を示す。κ > 1 とする。ある実数M > 0が存在し, 任意の (a, b, c) ∈

abc, c < M(rad(abc))κと仮定する。
示したい事は、任意の κ′ > κに対し、|abc[κ′]| <∞ である。
つまり、∣∣∣∣∣∣∣

(a, b, c) ∈ N3

∣∣∣∣∣∣∣
(a, b) = (b, c) = (c, a) = (1),

0 < a < b < c, a+ b = c,

c ≥ (rad(abc))κ
′


∣∣∣∣∣∣∣ <∞

である。
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ここで、κ′ > κを固定し、(a, b, c) ∈ abc[κ′]とする。このとき、rad(abc)κ
′
<

cがいえる。abc[κ] ⊃ abc[κ′]であるので、仮定より、c < M(rad(abc))κ

がいえる。よって、

rad(abc)κ
′
< c < M(rad(abc))κ

が成り立つ。
両辺を rad(abc)κで割ると rad(abc)κ

′−κ < M となり、κ′ − κ > 0によ
り rad(abc) < M

1
κ′−κ である。両辺を κ 乗すると、rad(abc)κ < M

κ
κ′−κ を

得る。上式に実数M > 0を掛けると、Mrad(abc)κ < M ·M
1

κ′−κ であり、
仮定から c < Mrad(abc)κなので、

c < M1+ κ
κ′−κ

が成り立つ。
よって、abc[κ′]は有限集合である。 証明終

4 平方剰余の相互法則

4.1 準備

整数 aが与えられたとき、方程式

x2 ≡ a mod p

の解の個数が素数 pに対してどのように変化するかを示す法則を与える。
この法則のことを平方剰余の相互法則と呼ぶ。

定義 4.1 pを奇素数、aを pと互いに素な整数とする。

x2 ≡ a mod p

を満たす x ∈ Zが存在するとき aは pを法とする平方剰余といい、そう
でないとき平方非剰余という。これを用いて、Legendre記号を次のよう
に定義する。(

a

p

)
=

{
1 (aが pを法とする平方剰余のとき)

−1 (aが pを法とする平方非剰余のとき)
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命題 4.2 pを奇素数、aを pと互いに素な整数とする。このとき(
a

p

)
≡ a

p−1
2 mod p

が成立する。この式はEulerの基準と呼ばれる。

定義 4.3 素数 pを固定する。正整数 nと a ∈ Fpに対し、Nn(a)を次のよ
うに定義する。

Nn(a) =
∣∣{x ∈ Fp

∣∣ xn = a
}∣∣

定義 4.4 体 F と正整数mに対してXm(F )を次のように定義する。

Xm(F ) =
{
(x1, · · · , xm) ∈ Fm

∣∣ x21 + · · ·+ x2m = 1
}

命題 4.5 pを素数、nを正整数、a ∈ Fpとする。nと p− 1の最大公約数
を dとおく。このとき次の式が成立する。

Nn(a) =


1 (a = 0のとき)

d (a
p−1
d = 1のとき)

0 (a
p−1
d ̸= 0, 1)

この命題は次の補題より成り立つ。またこの命題で n = 2, pを奇素数
としたとき、Euler基準 (命題 4.2)が従うことに注意する。

補題 4.6 Cを位数 lの巡回群とする。a ∈ C, nを正整数、dを lと nの最
大公約数とする。このとき、

Nn(a) =

{
d (a

l
d = 1のとき)

0 (それ以外のとき)

が成立する。

証明 n, lは dを使って、n = n′d, l = l′dと表せる。ただし n′と l′は互い
に素な自然数である。
C は巡回群より C = ⟨α⟩を満たす α ∈ C が存在する。すると、C ={
1, α, α2, · · · , αl−1

}
とかける。
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次に写像 ϕを次のように定める。

ϕ : C → C

β 7→ βn

すると、CはAbel群より ϕは準同型写像である。
Kerϕについて考える。(l′, n′) = 1に注意すると、

αk ∈ Kerϕ = {β ∈ C | βn = 1} ⇐⇒ αkn = 1

⇐⇒ l
∣∣kn

⇐⇒ l′
∣∣kn′

⇐⇒ l′
∣∣k

が成立する。よってKerϕ =
{
1, αl′ , α2l′ , . . . , α(d−1)l′

}
となり、|Kerϕ| = d

である。
同型定理より、

Imϕ ∼= C/Kerϕ

となる。よって、

|Imϕ| = |C|/|Kerϕ| = l/d = l′

である。巡回群の部分群は巡回群より、Imϕ ⊂ C は位数 l′ の巡回群で
ある。
a ∈ Imϕのときは、ϕ(c) = a (c ∈ C) と表せる。このとき、

ϕ(c) = ϕ(b) ⇐⇒ ϕ(c)−1ϕ(b) = 1

⇐⇒ ϕ(c−1)ϕ(b) = 1

⇐⇒ ϕ(c−1b) = 1

⇐⇒ c−1b ∈ Kerϕ

⇐⇒ b ∈ cKerϕ

が成立する。よって、

| {b ∈ C|ϕ(b) = 1} | = d

となる。故に、

Nn(a) = d
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が成立する。
また a /∈ Imϕのときは ImϕとNn(a)の定義よりNn(a) = 0となる。
最後に、a ∈ Imϕ ⇔ al

′
= 1を示す。V =

{
β ∈ C | βl′ = 1

}
とおく。

Imϕは位数 l′の巡回群であったので Imϕ ⊂ Vである。
Vは、位数 l′の巡回群であることを示す。巡回群の部分群は巡回群なの
で、Vも巡回群である。よって、V = ⟨γ⟩と書ける。すると、|V| = ord(γ)

である。しかし、γ ∈ Vよりγl
′
= 1となる。よって、ord(γ) | l′となること

がわかる。つまり |V|は l′の約数である。ところが、1, αd, α2d, · · · , α(l′−1)d ∈
Vであるので |V| ≥ l′であることが分かる。以上より、|V| = l′となり証
明は完了した。 証明終

命題 4.7 pを素数とすると、次が成り立つ。

|X2(Fp)| =


2 (p = 2のとき)

p− 1 (p ≡ 1 mod 4のとき)

p+ 1 (p ≡ 3 mod 4のとき)

この命題を証明するために、次の補題を用意する。

補題 4.8 pを素数とすると、次が成り立つ。

|
{
x ∈ Fp|x2 + 1 = 0

}
| =


1 (p = 2のとき)

2 (p ≡ 1 mod 4のとき)

0 (p ≡ 3 mod 4のとき)

証明 p = 2のときは、x = 1のみ x2 + 1 = 0を満たす。p ̸= 2のときは、
(−1) p−1

2 = 1が p ≡ 1 mod 4と同値であることに注意して、命題 4.5を
n = 2, a = −1として適用すればよい。 証明終

補題 4.9 F を標数が 2でない体とすれば、次の写像は全単射である。

f :
{
t ∈ F |t2 ̸= −1

}
→ X2(F )\ {(−1, 0)} , f(t) =

(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
証明 任意の t ∈ F、 (だだし、t2 ̸= −1)に対して、f(t) ̸= (−1, 0)であり、(

1− t2

1 + t2

)2

+

(
2t

1 + t2

)2

=
(1 + t2)2

(1 + t2)2
= 1

となるので、f(t) ∈ X2(F )\ {(−1, 0)}である。よって写像
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f : {t ∈ F |t2 ̸= −1} → X2(F )\{(−1, 0)}

は定義された。次に gを

g : X2(F )\ {(−1, 0)} →
{
t ∈ F |t2 ̸= −1

}
, g(x, y) =

y

1 + x

と定めたい。(x, y) ∈ X2(F )\ {(−1, 0)}に対して、y2 = 1 − x2であるこ
とに注意すると(

y

1 + x

)2

=
y2

(1 + x)2
=

(1 + x)(1− x)
(1 + x)2

=
1− x
1 + x

̸= −1

であり、写像 gが定まった。
次に gが f の逆写像であることを示す。(x, y) ∈ X2(F )\ {(−1, 0)}に対
して、x2 + y2 = 1であることに注意すると

f(g(x, y)) = f

(
y

1 + x

)
=

(
1−

(
y

1+x

)2
1 +

(
y

1+x

)2 , 2 y
1+x

1 +
(

y
1+x

)2
)

=

(
(1 + x)2 − y2

(1 + x)2 + y2
,

2y(1 + x)

(1 + x)2 + y2

)
=

(
2x+ 2x2

2 + 2x
,
2y(1 + x)

2 + 2x

)
= (x, y)

となる。また、t ∈ F、(ただし t2 ̸= −1)のとき

g(f(t)) = g

(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
=

2t
1+t2

1 + 1−t2

1+t2

=
2t

2
= t

となる。よって f は全単射である。 証明終

命題 4.7の証明 p = 2のときは

|X2(F2)| = |
{
(x, y) ∈ F2|x2 + y2 = 1

}
|

= | {(0, 1), (1, 0)} |
= 2

である。以下、p ̸= 2と仮定する。
補題 4.8を用いると、

|
{
t ∈ Fp|t2 ̸= −1

}
| =

{
p− 2 (p ≡ 1 mod 4)

p (p ≡ 3 mod 4)
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となる。補題 4.9より

f :
{
t ∈ Fp|t2 ̸= −1

}
→ X2(Fp)\ {(−1, 0)} , f(t) =

(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
は全単射である。よって、

|X2(Fp)\ {(−1, 0)} | = |
{
t ∈ Fp|t2 ̸= −1

}
|

=

{
p− 2 (p ≡ 1 mod 4)

p (p ≡ 3 mod 4)

となる。 証明終

定理 4.10 奇素数 pと正整数mに対して次が成り立つ。

|Xm(Fp)| =


pm−1 + p

m−1
2 (p ≡ 1 mod 4, m :奇数)

pm−1 − pm
2
−1 (p ≡ 1 mod 4, m :偶数)

pm−1 + (−1)m−1
2 p

m−1
2 (p ≡ 3 mod 4, m :奇数)

pm−1 − (−1)m
2 p

m
2
−1 (p ≡ 3 mod 4, m :偶数)

この定理の証明ために、次の補題を用意する。

補題 4.11 pを奇素数、a ∈ Fpとする。集合 Saを次のように定める。

Sa =
{
(u, v) ∈ F2

p

∣∣ u2 + v2 = a
}

(1) a = 0ならば次が成り立つ。

|S0| =

{
2p− 1 (p ≡ 1 mod 4のとき)

1 (p ≡ 3 mod 4のとき)

(2) a ̸= 0ならば次が成り立つ。

|Sa| =

{
p− 1 (p ≡ 1 mod 4のとき)

p+ 1 (p ≡ 3 mod 4のとき)

証明 (1) を示す。S0 =
{
(u, v) ∈ F2

p

∣∣ u2+ v2 = 0
}
である。p ≡ 3 mod 4

のとき補題4.8よりS0 = {(0, 0)}となる。よってこのとき |S0| = 1となる。
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p ≡ 1 mod 4のとき補題 4.8を用いて j2 = −1となる j ∈ Fpをとると、

S0 = {(0, 0), (1,±j), (2,±2j), · · · , (p− 1,±(p− 1)j)}

となる。よって S0 = 2p− 1となる。
(2) を示す。a = 1のとき S1 = X2(Fp)より命題 4.7から定理が成立す
る。よって、a ∈ Fpに対して、|Sa| = |S1|を示せばよい。
gをFpの原始元とする。Fp = {0, 1, g, g2, · · · , gp−2}であるので

{s2|s ∈ Fp} = {0, 1, g2, g4, . . . , gp−3}

となる。sがFpの元を走るとき、s2は 1
2
(p+1)個の値をとる。よって、tが

Fpの元を走るとき、a−t2は 1
2
(p+1)個の値をとることも分かる。Fpの元の

個数はp個であり、1
2
(p+1)+ 1

2
(p+1) = p+1より真に小さいので、両者は共

通の値をとる。つまり、s2 = a−t2を満たす s, t ∈ Fpが存在し、(s, t) ∈ Sa

となる。x2+y2 = 1ならば (sx− ty)2+(sy+ tx)2 = (s2+ t2)(x2+y2) = a

となるので

f : S1 → Sa

(x, y) 7→ (sx− ty, sy + tx)

写像 f はwell-definedである。(u, v) ∈ Saとして

1

a2
(su+ tv)2 +

1

a2
(sv − tu)2 = 1

a2
(s2 + t2)(u2 + v2) = 1

が成り立つので、

h : Sa → S1

(u, v) 7→ ( 1
a
(su+ tv), 1

a
(sv − tu))

より写像 hはwell-defined。
次に h(f(x, y)) = (x, y), f(h(u, v)) = (u, v)を確かめる。

h(f(x, y)) = (
1

a
(s(sx− ty) + t(sy + tx)),

1

a
(s(sy + tx)− t(sx− ty)))

= (
s2 + t2

a
x,
s2 + t2

a
v)

= (x, y)

f(h(u, v)) = (s
su+ tv

a
− tsv − tu

a
, s
sv − tu

a
+ t

su+ tv

a
)

= (
s2 + t2

a
u,
s2 + t2

a
v)

= (u, v)
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これにより f と h互いに逆写像であることが確認できた。
よって |Sa| = |S1|である。 証明終

定理 4.10の証明m = 1のときはX1(Fp) = {±1}より成立する。
m = 2のときは命題 4.7で示した。
m ≥ 3として (x1, · · · , xm−2) ∈ Fm−2

p を任意にとる。集合

{(xm−1, xm) ∈ F2
p|(x1, · · · , xm−2, xm−1, xm) ∈ Xm(Fp)}

の元の個数は、次のように場合分けして求めることが出来る。

(1) (x1, · · · , xm−2) ∈ Xm−2(Fp)のときは |S0|通りる。

(2) そうでないときは補題 4.11を用いて、|S1|通りある。

|Xm(Fp)| =

{
(2p− 1)|Xm−2(Fp)|+ (p− 1)(pm−2 − |Xm−2(Fp)|) (p ≡ 1 mod 4)

|Xp−2(Fp)|+ (p+ 1)(pm−2 − |Xp−2(Fp)|) (p ≡ 3 mod 4)

=

{
pm−1 − pm−2 + p|Xm−2(Fp)| (p ≡ 1 mod 4)

pm−1 + pm−2 − p|Xm−2(Fp)| (p ≡ 3 mod 4)

がわかる。以下、定理 4.10をmに関する帰納法を用いて示す。m = 1, 2

のときは示した。m ≥ 3としてm− 1まで仮定する。

(1) mが奇数のとき、m− 2のときに正しいので、

|Xm(Fp)| =

{
pm−1 − pm−2 + p|Xm−2(Fp)| (p ≡ 1 mod 4)

pm−1 + pm−2 − p|Xm−2(Fp)| (p ≡ 3 mod 4)

=

{
pm−1 − pm−2 + p(pm−3 + p

m−3
2 ) (p ≡ 1 mod 4)

pm−1 + pm−2 − p(pm−3 + (−1)m−3
2 pm−3) (p ≡ 3 mod 4)

=

{
pm−1 + p

m−1
2 (p ≡ 1 mod 4)

pm−1 + (−1)m−1
2 p

m−1
2 (p ≡ 3 mod 4)

となり、mのときも成立する。
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(2) mが偶数のとき、m− 2のときに正しいので、

|Xm(Fp)| =

{
pm−1 − pm−2 + p|Xm−2(Fp)| (p ≡ 1 mod 4)

pm−1 + pm−2 − p|Xm−2(Fp)| (p ≡ 3 mod 4)

=

{
pm−1 − pm−2 + p(pm−3 − pm−2

2
−1) (p ≡ 1 mod 4)

pm−1 + pm−2 − p(pm−3 − (−1)m−2
2 p

m−2
2

−1) (p ≡ 3 mod 4)

=

{
pm−1 − pm

2
−1 (p ≡ 1 mod 4)

pm−1 + (−1)m
2 p

m
2
−1 (p ≡ 3 mod 4)

となりmのときも成立する。 証明終

4.2 平方剰余の相互法則

定理 4.12 (1) (第一補充法則) pを奇素数とすると、次が成り立つ。(
−1
p

)
=

{
1 (p ≡ 1 mod 4のとき)

−1 (p ≡ 3 mod 4のとき)

(2) (第二補充法則) pを奇素数とすると、次が成り立つ。(
2

p

)
=

{
1 (p ≡ 1, 7 mod 8のとき)

−1 (p ≡ 3, 5 mod 8のとき)

(3) (平方剰余の相互法則) p, qを相異なる奇素数とすると、次が成り
立つ。(

q

p

)(
p

q

)
=

{
1 (p ≡ 1 mod 4または q ≡ 1 mod 4)

−1 (p ≡ 3 mod 4かつ q ≡ 3 mod 4)

証明 (1)は補題 4.8の言い換えである。
(2)は pを奇素数、F を体とする。X2(Fp)の元の個数を求める。(x, y) ∈

X2(Fp)とする。

(a) x, y ̸= 0かつ x ̸= ±yと仮定する。このとき、(±x,±y), (±y,±x)の
形の 8個の元はX2(Fp)の元である。
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(b) (x, y) ∈ X2(Fp)のうち x = 0となるものは (0,±1)の 2個、y = 0と
なるものは (±1, 0)の 2個である。

(c) x = ±yとなるものについて考える。2t2 = 1を満たす tの個数は、

1 +
(

2−1

p

)
= 1 +

(
2
p

)
個になることに注意すると x = ±yとなる

(x, y) ∈ X2(Fp)は 2 + 2
(

2
p

)
個ある。

以上よりX2(Fp) = (a)⨿ (b)⨿ (c)であることから、

|X2(Fp)| ≡ 6 + 2

(
2

p

)
mod 8 (∗)

が成立する。命題 4.7と比較すると、

(A) p ≡ 1 mod 4つまり、p ≡ 1, 5 mod 8とする。(∗)は p − 1 ≡ 6 +

2
(

2
p

)
mod 8となる。

p ≡ 1 mod 8のときは、0 ≡ 6 + 2
(

2
p

)
mod 8により、

(
2
p

)
= 1と

なる。

次にp ≡ 5 mod 8のときは、4 ≡ 6+2
(

2
p

)
mod 8により、

(
2
p

)
= −1

となる。

(B) p ≡ 3 mod 4つまり、p ≡ 3, 7 mod 8とする。(∗)は p + 1 ≡ 6 +

2
(

2
p

)
mod 8となる。

p ≡ 3 mod 8のときは、4 ≡ 6 + 2
(

2
p

)
により、

(
2
p

)
= −1となる。

次に、p ≡ 7 mod 8のときは、8 ≡ 6+2
(

2
p

)
mod 8により、

(
2
p

)
= 1

となる。

以上により (
2

p

)
=

{
1 (p ≡ 1, 7 mod 8のとき)

−1 (p ≡ 3, 5 mod 8のとき)

が示された。
(3) p, qを異なる奇素数とする。Xq(Fp)の元の個数を調べる。
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(x1, · · · , xp) ∈ Xp(Fp)に対して x1 = x2 = · · · = xqを満たさない限り、

(x1, x2, x3, . . . , xq),

(xq, x1, x2, . . . , xq−1),

(xq−1, xq, x1, . . . , xq−2),
...

(x2, x3, . . . , xq−1, xq, x1)

は q個の異なるXq(Fp)の元を与える。(このことは後で補題4.14で示す。)

qt2 = 1を満たす t ∈ Fpの個数は 1 +
(

q
p

)
であることに注意すると、

x1 = x2 = · · · = xqを満たすようなXq(Fp)の元は 1 +
(

q
p

)
個あることが

わかる。よって、

|Xq(Fp)| ≡ 1 +

(
q

p

)
mod q

となる。pq−1 ≡ 1 mod q (Fermatの小定理), p
q−1
2 ≡

(
p
q

)
mod q (Euler基

準) に注意して定理 4.10と比較する。

(1) p ≡ 1 mod 4のときは、|Xq(Fp)| = pq−1 + p
q−1
2 なので、

pq−1 + p
q−1
2 ≡ 1 +

(
q

p

)
mod q

1 +

(
p

q

)
≡ 1 +

(
q

p

)
mod q(

p

q

)
≡
(
q

p

)
mod q

となる。ここで
(

p
q

)
,
(

p
q

)
は 1か−1のどちらかなので、(
p

q

)
=

(
q

p

)
である。よって (

q

p

)(
p

q

)
= 1

となる。
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(2) p ≡ 3 mod 4かつq ≡ 3 mod 4のときは、|Xq(Fp)| = pq−1+(−1) q−1
2 p

q−1
2

なので、

1 +

(
q

p

)
≡ pq−1 + (−1)

q−1
2 p

q−1
2 mod q

1 +

(
q

p

)
≡ 1 + (−1)

q−1
2 p

q−1
2 mod q(

q

p

)
≡ (−1)

q−1
2

(
p

q

)
mod q

となる。ここで、
(

p
q

)
,
(

p
q

)
は 1か−1のどちらかなので、(

q

p

)
= (−1)

q−1
2

(
p

q

)
となる。q ≡ 3 mod 4より q−1

2
は奇数であるので、(

q

p

)(
p

q

)
= (−1)

q−1
2 = −1

となる。(1), (2) より(
q

p

)(
p

q

)
=

{
1 (p ≡ 1 mod 4または q ≡ 1 mod 4)

−1 (p ≡ 3 mod 4かつ q ≡ 3 mod 4)

が示された。
証明終

注意 4.13 pを奇数とするとき、

p− 1

2
≡

{
0 mod 2 (p ≡ 1 mod 4のとき)

1 mod 2 (p ≡ 3 mod 4のとき)

p2 − 1

8
≡

{
0 (p ≡ 1, 7 mod 8のとき)

1 (p ≡ 3, 5 mod 8のとき)

が成り立つ。これを用いると、定理 4.12は奇素数 p, qに対して、(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 ,

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 ,

(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

と表せる。この表現はよく使われる。
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補題 4.14 p, qを奇素数とする。

(x0, x1, . . . , xq−1)

(x1, x2, . . . , , x0)

(x2, x3, . . . , x1)
...

(xq−1, x1, . . . , xq−2)


∈ (Fp)

q

の中に少なくとも一組同じ元があることの必要十分条件は、x0 = x1 =

· · · = xq−1となることである。

証明 j = mq + l (0 ≤ l < q)に対して xj := xlと定める。
ある 2元が等しいなら、

x0 = xi

x1 = xi+1

...

xq−1 = xi+q−1

を満たす iがある。ただし iは 0 ≤ i ≤ q − 1を満たす。つまり、任意の
j ≥ 0に対して xj+i = xjである。よって、x0 = xi = x2i = · · · が分かる。
(i, q) = 1より任意の 0 ≤ j < qに対して、

ni+mq = j

を満たす n ∈ N, m ∈ Zが存在する。
以上により、x0 = xni = xj−mq = xjである。よって、任意の 0 ≤ j < q

に対して x0 = xjが示された。 証明終

4.3 平方剰余の相互法則の別証明

定理 4.12(3)の別証明として、Gaussの第五証明を元に Schmidtの改良
を経てRousseauが簡易化した証明を与える。

証明 p, qを奇素数とする。(Z/(p))× × (Z/(q))×の二つの部分集合を、
次のように定義する。

S =

{
(i+ (p), j + (q))

∣∣∣∣ 1 ≤ i ≤ p− 1, 1 ≤ j ≤ q − 1

2

}
,

T =

{
(k + (p), k + (q))

∣∣∣∣ 1 ≤ k ≤ pq − 1

2
, (k, pq) = (1)

}
.

33



ここで、次の三つの主張を証明する。

(a) Sの元すべての積を
∏

S ∈ (Z/(p))× × (Z/(q))×とおくと次が成り
立つ。 ∏

S =
(
((p− 1)!)

q−1
2 , (−1)

p−1
2

· q−1
2 ((q − 1)!)

p−1
2

)
(b) T の元すべての積を

∏
T ∈ (Z/(p))× × (Z/(q))×とおくと次が成り

立つ。 ∏
T =

(
((p− 1)!)

q−1
2

(
q
p

)
, ((q − 1)!)

p−1
2

(
p
q

))
(c) 任意の (s1, s2) ∈ (Z/(p))××(Z/(q))×に対して、(s1, s2)と (−s1,−s2)
の片方のみが S に属する。同様に、(s1, s2) と (−s1,−s2) の片方の
みが T に属する。特に、|S| = |T |である。

(a)を証明する。 定義により、∏
S =

(
((p− 1)!)

q−1
2 ,
(
q−1
2
!
)p−1

)
である。ここで、

(q − 1)! =
(
1 · 2 · · · q − 1

2

)
·
(q + 1

2
· · · (q − 2) · (q − 1)

)
≡

(
1 · 2 · · · q − 1

2

)
·
(
(−q − 1

2
) · · · (−2) · (−1)

)
= (−1)

q−1
2

(q − 1

2
!
)2

mod q

となることに注意して第二成分を書き直せば(q − 1

2
!
)p−1

=
(
(
q − 1

2
)!
)2· p−1

2

≡
(
(q − 1)!

) p−1
2 (−1)

p−1
2

· q−1
2 mod q

となる。よって、(a)は示せた。

(b)を証明する。第一成分を考える。まず、

pq − 1

2
=
p(q − 1) + p− 1

2
= p

q − 1

2
+
p− 1

2
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に注意する。よって、kが 1 ≤ k ≤ pq−1
2
の範囲の pと互いに素であるよ

うな全ての整数を走るとき、それらの積は、(
p−1∏
i=1

i

)(
p−1∏
i=1

(p+ i)

)
· · ·

(
p−1∏
i=1

(
q − 3

2
p+ i)

)(p−1)/2∏
i=1

(
q − 1

2
p+ i)


≡

(
(p− 1)!

) q−1
2 · p− 1

2
! mod p

となる。
p− 1

2
q <

pq − 1

2
<
p+ 1

2
q

であるので、この中で qの倍数となるような kの積は、

q · (2q) · · ·
(p− 1

2
q
)
= q

p−1
2 · p− 1

2
!

で与えられる。これと Eulerの基準
(
(a
p
) ≡ a

p−1
2 mod p

)
を用いると

∏
(a,b)∈T

a ≡
(
(p− 1)!

) q−1
2 · p−1

2
!

q
p−1
2 · p−1

2
!

≡
(
(p− 1)!

) q−1
2

(q
p

)
mod p

を得る。第二成分についても同様である。よって (b)は示せた。

(c)を証明する。
定義により、(a, b) ∈ (Z/(p))××(Z/(q))×に対して、(a, b)又は、(−a,−b)
のどちらか片方のみが Sに入ることは明らかである。
自然な写像

G : (Z/(pq))× −→ (Z/(p))× × (Z/(q))×

u+ (pq) 7−→ (u+ (p), u+ (q))

について考える。この写像は中国剰余定理によって、全単射である。こ
こで、

T ′ =
{
c ∈ (Z/(pq))×

∣∣∣ 1 ≤ c ≤ pq

2

}
と定義する。このとき、T = G(T ′)である。c ∈ (Z/(pq))×に対して、c
と、−cの片方のみが T ′に入る。つまり、(a, b) ∈ (Z/(p))×× (Z/(q))× に
対して、(a, b), (−a,−b) の片方のみが T に属する。
(a, b) ∈ (Z/(p))×× (Z/(q))× のとき、(a, b) ̸= (−a,−b) である。このこ
とから、|S| = |T | がわかる。これより (c)が従う。
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定理 4.12 (3) は次のように、(a), (b), (c)から従う。
(c)において、(s1, s2) ∈ S かつ (−s1,−s2) ∈ T を満たす (s1, s2) の個
数を uとおく。(a), (b)を比較すると、

((p− 1)!)
q−1
2 ≡ (−1)u ((p− 1)!)

q−1
2

(
q

p

)
mod p

(−1)
p−1
2

· q−1
2 ((q − 1)!)

p−1
2 ≡ (−1)u ((q − 1)!)

p−1
2

(
p

q

)
mod q

を得るとなる。これより、

1 ≡ (−1)u
(q
p

)
mod p

(−1)
p−1
2

· q−1
2 ≡ (−1)u

(q
p

)
mod q

となるが、各項全て±1なので、合同式は等式で置き換えられる。よって、(p
q

)(q
p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2

となる。 証明終

5 虚二次体

5.1 虚二次体とその部分環

定義 5.1 α ∈ Cに対して、α = a+ b
√
−1 (a, b ∈ R)と表したとき、α =

a− b
√
−1 と定める。これを αの共役という。また、

N(α) = αα = a2 + b2 ∈ R≥0, T r(α) = α + α = 2a ∈ R

をそれぞれ αのノルム、αのトレースと言う。
ノルムとトレースは、N(αβ) = N(α)N(β), Tr(α+β) = Tr(α)+Tr(β)

を満たす。
以下、d ∈ Z>0とする。

√
−d =

√
d
√
−1として、

Q(
√
−d) = {a+ b

√
−d | a, b ∈ Q} ⊂ C

を虚二次体という。
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Q(
√
−d)がCの部分体であることは、四則演算について閉じているこ

とをみれば分かる。
d, d1, n ∈ Z>0 に対して、d = d1n

2 ならば
√
−d = n

√
−d1 により

Q(
√
−d) = Q(

√
−d1)なので以降、次を仮定する; 1 < n ∈ Zで、n2 | dと

なるものは存在しない。（dが square free であるという。）

命題 5.2 (1) Z[
√
−d] = {a + b

√
−d | a, b ∈ Z}は、Q(

√
−d)の部分環

である。

(2) d ∈ Z>0は square freeで d ≡ 1, 2 mod 4とする。このとき、α ∈
Q(
√
−d)について、次は同値である。

(a) α ∈ Z[
√
−d]

(b) N(α), T r(α) ∈ Z

(c) ある a, b ∈ Zがあって、α2 + aα+ b = 0を満たす。

証明 (1)は、和と差と積で閉じていて 1 ∈ Z[
√
−d]なのでよい。

(2)を示す。(a)⇒(b)は、定義から明らかである。
(b)⇒(c)については a = −Tr(α), b = N(α)とおけばよい。
(c)⇒(a)を示す。Zの素因数分解の一意性により、α ∈ Qならば α ∈ Z
である。
α /∈ Qとすると、α = x + y

√
−d (x, y ∈ Q, y ̸= 0)と書ける。α, α

は T 2 + aT + b = 0の解なので、解と係数の関係により 2x = −a ∈ Z,
x2 + y2d = b ∈ Zとなる。この２式より d(2y)2 = 4b − a2 ∈ Zを得
る。このとき 2y ∈ Zである。もしそうでないとすると、2y = t/s (0 ̸=
s, t ∈ Z, sと tは互いに素)と表せるが、dt2 = s2(4b − a2)となる。ここ
で、s, tは互いに素なので、s2, t2もそうである。したがって、s2 | dであ
り、dが square free なので s = 1である。故に、y = y′/2 (y′ ∈ Z)とす
れば、b = x2 + dy2 = (a2 + dy′2)/4 ∈ Zにより、4 | a2 + dy′2となり、
d ≡ 1, 2 mod 4であることによって、a, y′は共に偶数となる。よって、
x = −a/2 ∈ Z, y = y′/2 ∈ Zなので、α ∈ Z[

√
−d]を得る。 証明終

注意 5.3 (1) d ∈ Z>0は square freeで、d ≡ 1, 2 mod 4のとき、Z[
√
−d]

をQ(
√
−d)の整数環という。

(2) d ≡ 3 mod 4のときは、命題 5.2(2)の (a)⇔(c)は成立しない。実際、
d = 3, ω = −1+

√
−3

2
∈ Q(

√
−d)について、ω2 + ω + 1 = 0を満たす

が、ω /∈ Z[
√
−d] である。
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補題 5.4 dは square free で d ≡ 1, 2 mod 4とすると、次が成り立つ。

(1) α ∈ Z[
√
−d]に対して、α ∈ Z[

√
−d]×とN(α) = 1は同値である。

(2) Z[
√
−d]× =

{
{±1,±

√
−1} (d = 1)

{±1} (d > 1)

証明 (1)を示そう。ある β ∈ Z[
√
−d]があって αβ = 1を満たすなら

ば、両辺ノルムをとって N(α)N(β) = 1より N(α) = 1を得る。逆に、
N(α) = 1ならば αα = N(α) = 1より成立する。
(2)を示そう。α ∈ Z[

√
−d]×に対して、α = a + b

√
−d (a, b ∈ Z)と表

すと、(1)より a2 + db2 = N(α) = 1となる。よって、

(a, b) =

{
(±1, 0), (0,±1) (d = 1)

(±1, 0) (d > 1)

となる。 証明終

5.2 素数の分解

d = 1, 2のとき、Z[
√
−d]はノルムN(α)によりEuclid整域であるから

PIDであり素元分解ができてその一意性が成り立つ。これらの素元はど
のようなものであるか。素数が Z[

√
−d]で素元であるとは限らない。実

際 Z[
√
−1]において,

5 = (1 + 2
√
−1)(1− 2

√
−1)

のようになったり、一方、3はZ[
√
−1]の素元であることが示される。ま

ず d = 1, 2のとき、どの素数が分解できて、Z[
√
−d]の素元がどのような

ものであるかを見てゆく。

補題 5.5 d = 1, 2、R = Z[
√
−d]とする。

(1) π ∈ R、p = N(π)が素数ならば、πはRの素元である。

(2) πがRの素元ならば、N(π) = p又は p2 (ただし、p ∈ Zは素数)で
ある。
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証明 (1)を示そう。α, β ∈ R、αβ = πとすると、N(α)N(β) = N(π) = p

なので、N(α) = 1またはN(β) = 1である。故に α ∈ R×または β ∈ R×

から従う。
(2)を示そう。I = (π)∩Zは (0)でないZのイデアルより、I = pZ (p ∈

Z>0)と表せる。もし p = 1ならば、1 ∈ I ⊆ (π)より π ∈ R×となり、素
元であることに反する。よって、p > 1である。また a, b ∈ Zに対して
p = abとすると、ab ∈ I ⊂ (π)で (π)が素イデアルなので a ∈ (π)または
b ∈ (π)が言える。したがって、I = pZがZの素イデアル、つまりpは素数
である。p ∈ I ⊆ (π)により p = πα (α ∈ R)と書けば、p2 = N(π)N(α)、
N(π) > 1よりN(π) = p, p2を得る。 証明終

定理 5.6 d = 1, 2、R = Z[
√
−d]とする。

(1) p ∈ Zを素数とする。pのRにおける分解は次のように与えられる。

(a) p ̸= 2、
(

−d
p

)
= 1ならば、あるRの素元 πが存在して p = ππ

を満たし、この πと πは同伴でない。

(b) p ̸= 2、
(

−d
p

)
= −1ならば、pはRの素元である。

(c) p = 2のとき

π0 =

{
1 +
√
−1 (d = 1)

√
−2 (d = 2)

とおくと、π0は π0と同伴なRの素元で 2 = π0π0を満たす。

(2) πをRの素元とすると、次のうちいずれかが成立する。

(a) πは
(

−d
p

)
= 1を満たす奇素数 pの素因子である。

(b) πは
(

−d
p

)
= −1を満たす奇素数 pと同伴である。

(c) πは上の (1)の (c)で定めた π0と同伴である。

証明 (1)(a)を示す。仮定より、ある x ∈ Zがあり x2 ≡ −d mod pを満
たす。ρ = x −

√
−d ∈ Rとおく。Rは PIDなので Rのイデアル (ρ, p)

は単項であり、(ρ, p) = (π) (π ∈ R)と表せる。このとき、ππ = pとな
る。何故ならば、π ∈ (ρ, p)より π = αρ + βp (α, β ∈ R)と書けて、両
辺ノルムをとって整理するとN(π) = N(α)N(ρ) + pTr(αρβ) + p2N(β)

となる。ここでN(ρ) = x2 + d ≡ 0 mod pなので、先の式から p | N(π)
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を得る。故にN(π) > 1により πは Rの単元でない。もし ρ ∈ (p)なら
ば、p ∈ Zより p | x、p | −1となり矛盾するので ρ /∈ (p)である。した
がって、(p) ⊊ (π) ⊊ (1)により p = απ (α ∈ Rは単元でない)と表せ
る。ノルムをとれば p2 = N(α)N(π)となり、N(α), N(π) > 1であるので
p = N(π) = ππとなる。このとき、補題 5.5(1)より πはRの素元である。
もしこの πが πと同伴であったとする。π = a + b

√
−d (a, b ∈ Z)と

表して、ノルムをとると p = N(π) = a2 + b2dにより、d = 1, 2どちら
のときでも a ̸= 0かつ b ̸= 0である。一方、πと πは同伴であるので、
π = ϵπ(ϵ ∈ R×)とできて、補題 5.4(2)より d = 1, 2のどちらのときでも
a = 0, b = 0または a = ±bとなってしまい、矛盾が生じる。(π は素元な
ので、a = ±b なら a = ±b = ±1 となるが、d = 1 のとき p = 2 となり
矛盾する。) ゆえに πと πは同伴でない。
(1)(b)を示す。pが Rの素元でない、つまり p = πα (π, α ∈ R \ R×)

と書けたとする。このとき、p2 = N(π)N(α)、N(π), N(α) > 1なので、
p = N(π)を得る。π = a+ b

√
−d (a, b ∈ Z)とすれば p = a2+ b2dとなる。

ここでもし p | bとすると、p | aで、先の式から両辺の素因数 pの個数が異
なることより矛盾する。故に、pと bは互いに素であるので、bx′+ py = 1

となる x′, y ∈ Zがとれる。両辺に aかけて整理すると b(ax′) ≡ a mod p

を得て、b2(ax′)2 ≡ a2 ≡ p − b2d ≡ b2(−d) mod pとなる。従って b2と p

が互いに素であることにより、(ax′)2 ≡ −d mod pなので、−dが pを法
とする平方剰余となり仮定に反する。以上より pはRの素元である。
(1)(c)を示す。d = 1のとき、π0π0 = (1 +

√
−1)(1−

√
−1) = 2、π0 =

−
√
−1π0 により成立する。d = 2のとき、π0π0 =

√
−2(−

√
−2) = 2、

π0 = (−1)π0により成立する。また、補題 5.5(2)より、π0はRの素元で
ある。
(2)を示そう。πがRの素元とすると、πもRの素元であり、補題 5.5(2)

より ππ = p又は p2(pは素数)と表せる。どちらの場合でも p ∈ (π)、
p ∈ (π)から πと πは pの素因子である。
p = 2で、π は 2 の素因子とする。素元分解の一意性が成立するので、

(π) = (π0)で πは (1)(c)で定めた π0と同伴となり (2)(c)を満たす。
N(π) = pで p ̸= 2のとき、p = ππにより pはRの素元でない。故に

(1)(b)の対偶により (2)(a)を満たす。
N(π) = p2で p ̸= 2のとき、ππ = p2において素元分解の一意性より

π, πは pと同伴であり、つまり pはRの素元である。故に (1)(a)の対偶
より (2)(b)を満たす。 証明終
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前章で示した平方剰余の相互法則を用いて、定理 5.6は次のように述べ
ることができる。

系 5.7 p ∈ Zを素数とする。

(1) p ≡ 1 mod 4ならば、p = a2 + b2となる a, b ∈ Zが存在する。

p ≡ 3 mod 4ならば、そのような整数 a, bは存在しない。

(2) p ≡ 1, 3 mod 8ならば、p = a2 + 2b2となる a, b ∈ Zが存在する。

p ≡ 5, 7 mod 8ならば、そのような整数 a, bは存在しない。

証明 (1)を示す。p ≡ 1 mod 4とすると、
(

−1
p

)
= (−1) p−1

2 = 1である

から、定理 5.16(1)(a)より p = ππとなる Z[
√
−1]の素元 πが存在する。

π = a+ b
√
−1 (a, b ∈ Z)と表せば成立する。

また、整数a, bが奇数、偶数どちらの場合であってもa2+b2 ≡ 3 mod 4

とはならない。
(2)を示す。平方剰余の相互法則を用いて、(

−2
p

)
=

(
−1
p

)(
2

p

)
= (−1)

p−1
2 (−1)

p2−1
8

により、 (
−2
p

)
=

{
1 p ≡ 1, 3 mod 8

−1 p ≡ 5, 7 mod 8

が言えるので (1)と同様にして成立する。 証明終

5.3 イデアル類群

以下、R = Z[
√
−d]とおき、dは square freeで d ≡ 1, 2 mod 4とする。

α1, . . . , αn ∈ Rに対して、Rの部分集合

[α1, . . . , αn] := {α1x1 + · · ·+ αnxn | x1, . . . , xn ∈ Z}

について考えよう。これはRのイデアルになるとは限らない。

命題 5.8 a, b, c ∈ Z, c ̸= 0に対し、次は同値である。

(a) [a, b+ c
√
−d]はRのイデアルである。
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(b) cは a, bを割り切り、aは b2

c
+ cdを割り切る。

証明 (a)⇒(b)を示す。[a, b+c
√
−d]をIと書く。a

√
−d ∈ I、(b+c

√
−d)
√
−d ∈

Iであるので、{
a
√
−d = ax+ (b+ c

√
−d)y

(b+ c
√
−d)
√
−d = az + (b+ c

√
−d)w

(x, y, z, w ∈ Z)と書ける。第一式より a = cyを得て、cは aを割り切る。
第二式より {

−cd = az + bw

b = cw

を得て、cは bを割り切る。また−az = b2

c
+ cd ∈ Zなので aは b2

c
+ cdを

割り切る。
(b)⇒(a)を示す。任意のα, β ∈ I、任意の x ∈ Rに対してα+β, αx ∈ I
を示したい。a

√
−d, (b + c

√
−d)
√
−d ∈ I を示すことができれば十分で

ある。

a
√
−d =

−b
c
a+

a

c
(b+ c

√
−d) ∈ I

(b+ c
√
−d)
√
−d = −(b

2

c
+ cd) +

b

c
(b+ c

√
−d) ∈ I

により (a)が成立する。 証明終

命題 5.9 (0) ̸= IがRのイデアルならば、次を満たす整数の組 (a, b, c)が
唯一つ存在する。

(a) I = [a, b+ c
√
−d] = (a, b+ c

√
−d)

(b) I ∩ Z = [a]

(c) c | a, bかつ a | b2
c
+ cd

(d) 0 ≤ b < a, 0 < c

証明 0 ̸= α ∈ Iに対して 0 ̸= N(α) ∈ I ∩ Zなので、I ∩ Zは 0でない Z
のイデアルである。それは、ある正の整数 aにより [a]と表せる。aは条
件 (b)と (d)により唯一つ決まる。ここで、

J = {y ∈ Z | x+ y
√
−d ∈ I (∃x ∈ Z)}
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とおくと、J は (0)でないZのイデアルである。
なぜならば a

√
−d ∈ Iにより J は (0)でない。y1, y2 ∈ Iに対して、あ

る xi ∈ Z (i = 1, 2)があり xi + yi
√
−d ∈ I を満たす。(x1 + x2) + (y1 +

y2)
√
−d, zx1 + zy1

√
−d ∈ I (z ∈ Z)なので y1 + y2, zy1 ∈ J となり、よっ

て J は Zのイデアルである。故に J = [c] (c ∈ Z>0)と表せる。

b = min{x ∈ Z>0 | x+ c
√
−d ∈ I}

と定める。もし、b > aとすると、0 < b−a < bであり、b−a+c
√
−d ∈ Iな

ので bの最小性に矛盾する。故に (d)が成立する。また、a, b+ c
√
−d ∈ I

より [a, b + c
√
−d] ⊂ (a, b + c

√
−d) ⊂ I が言える。α ∈ I に対して、

α = x + y
√
−d (x, y ∈ Z)と書くと、y ∈ J より y = cq (q ∈ Z)と表せ、

x− qb = α− q(b+ c
√
−d) ∈ I ∩Zとなる。故に x− qb = ar (r ∈ Z)と書

けば、α = ar + q(b + c
√
−d) ∈ [a, b + c

√
−d]により (a)が成立する。さ

らに命題 5.8より (c)が成立する。
一意性を示す。(a)～(d)をみたす異なる整数の組 (a′, b′, c′)があったと
すると、[a] = [a′], 0 < a, a′ より a = a′ が成立する。また、(a)より
b′ + c′

√
−d ∈ I が言えて、c′ ∈ J なので [c′] ⊂ J である。逆に y ∈ J に

対して、x+ y
√
−d ∈ Iとなる整数 xがあり x+ y

√
−d ∈ [a′, b′ + c′

√
−d]

より c′ は y を割り切るので y ∈ [c′]である。故に J ⊂ [c′]より等号が
成り立ち、c = c′ を得る。また今示したことにより b′ + c

√
−d ∈ I が

言えて、bの最小性により b ≤ b′である。ここでもし b < b′とすると、
b′− b = b′+ c

√
−d− (b+

√
−d) ∈ Iにより b′− b ∈ I ∩Zなので b′− b = ak

のようにある整数 kで表せる。一方 (d)より 0 < b′ − b < aであるので、
代入して 0 < ak < aで kが整数であることに矛盾する。従って b = b′を
得る。 証明終

命題 5.10 I, I ′をRのイデアルとすると次が成立する。

(1) I = {α | α ∈ I}はRのイデアル。

(2) II = (n)を満たす n ∈ Z≥0が唯一つ存在する。(この nをN(I)と
書き Iのノルムという。)

(3) N(I)N(I ′) = N(II ′)

(4) I = (α) (α ∈ R)のとき、N(I) = N(α)である。また I = (0)と
N(I) = 0は同値であり、同様に I = (1)とN(I) = 1 も同値である。
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証明 (1)を示す。Iは空でないから Iも空でない。α, β ∈ I、ξ ∈ Rに対
し、α + β, ξα ∈ Iより α + β, ξα ∈ Iであるのでよい。
(2)を示す。I = (0)なら n = 0でよい。
I ̸= (0)ならば、命題 5.9より I = (α, β) (α, β ∈ R)という形をして
いて、II = (αα, αβ, αβ, ββ)である。a = N(α), b = Tr(αβ), c = N(β)

とおくと [a, b, c]は Zのイデアルとなる。故にそれを [n] (nは正の整数)

と表すと、n ∈ II より (n) ⊂ II が言える。一方、γ = αβ
n
とおくと、

Tr(γ) = γ + γ = b/n ∈ Z, N(γ) = ac/n2 ∈ Zであるので、補題 5.4より、
γ ∈ Rである。従って II = (a, nγ, nγ, c) ⊂ (n)となり、II = (n)が言え
た。またもし別の正の整数 n′があったとすると (n) = (n′), 0 < n, n′から
n = n′となり一意性が言えた。
(3)については (N(II ′)) = II ′II ′ = III ′I ′ = (N(I))(N(I ′)) = (N(I)N(I ′))

よりよい。
(4)を示す。(N(I)) = II = (αα) = (N(α))よりN(I), N(α) ≥ 0である
のでN(I) = N(α)を得る。また、I = (0)ならばN(I) = N(0) = 0でよ
い。逆にN(I) = 0とする。α ∈ Iとすると、αα ∈ II = (0)より、αα = 0

なので α = 0となる。従って I = (0)となる。I = (1)についても同様に
同値性が言える。 証明終

命題 5.11 I を (0)でない Rのイデアルとし、命題 5.9より I = [a, b +

c
√
−d]と表す。このとき、N(I) = acである。

証明 c = 1とする。n = N(I), x = b2+d
a
とおき、J = (a, b +

√
−d, b −√

−d, x)とおく。このとき (n) = II = (a2, a(b+
√
−d), a(b−

√
−d), b2 +

d) = aJであるので、J = (1)を示せばよい。m = n/aとすると、J = (m)

であるが、b+
√
−d ∈ J = (m)より b+

√
−d = m(y + z

√
−d)と表せば、

mz = 1を得る。故にmはRの単元なので J = (1)となる。
一般の場合は、命題 5.9(c)より a = ca′, b = cb′ と書いて、N(I) =

N((c)[a′, b′ +
√
−d]) = N(c)N([a′, b′ +

√
−d]) = c2a′ = caにより示され

る。 証明終

命題 5.12 I, J , I1, I2は (0)でないRのイデアルとする。

(1) I1J = I2J ならば、I1 = I2である。

(2) 次は同値である。
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(a) J ⊂ I

(b) あるRのイデアル I ′ が存在して、II ′ = J を満たす。

証明 (1)を示す。J = (α) (0 ̸= α ∈ R)のときは、αI1 = αI2 である
ので、α−1をかければよい。一般の場合については、両辺に J をかけて
(N(J))I1 = (N(J))I2なので、前に示したことから成立する。
(2)を示す。(b)ならば (a)は自明である。(a)を仮定する。すると、JI ⊂

II = (N(I)) なので、I ′ = { α
N(I)
| α ∈ JI}とおくと、これはRのイデア

ルである。このとき III ′ = (N(I))I ′ = JIであるので、(1)により II ′ = J

が成立する。 証明終

定義 5.13 d ∈ Z>0は square freeで d ≡ 1, 2 mod 4、R = Z[
√
−d]とす

る。このとき、

F(R) = {I | 0 ̸= IはRのイデアル }

と定める。
また I, I ′ ∈ F(R)に対して、関係∼を

I ∼ I ′ ⇐⇒ αI = α′I ′となる 0でないα, α′ ∈ Rが存在する。

と定める。

補題 5.14 (1) I ∈ F(R)に対して、

I ∼ (1)⇐⇒ Iは単項イデアル

が成立する。

(2) 任意の I ∈ F(R)に対して、II ∼ (1)である。

(3) 関係∼は F(R)において同値関係である。

(4) I, I ′, J, J ′ ∈ F(R)について、I ∼ I ′、J ∼ J ′ならば IJ ∼ I ′J ′が成
立する。

(5) I, J ∈ F(R)に対して、

I ∼ J ⇐⇒ Iと J はR-加群として同型

が成立する。

45



証明 (1)について、(⇒)を示す。0でない α, α′ ∈ Rがあって、αI =

α′(1) = (α′)を満たす。α′ ∈ αI より、ある β ∈ I があって α′ = αβと表
せる。このとき、αI = α(β) となる。よって、I = (β)である。
(⇐)は I = (α)と表したとき、1 · I = α · (1)により I ∼ (1)である。
(2)は命題 5.10(2)より成り立つ。
(3)を示す。I, J,K ∈ F(R)とする。I ∼ Iはよい。I ∼ Jならば J ∼ I

もよい。I ∼ J かつ J ∼ K ならば、0でない α, α′, β, β′ ∈ Rがあって、
αI = α′J、βJ = β′K と書ける。よって αβI = α′βJ = α′β′K であるの
で、I ∼ Kが成立する。以上から、関係∼はF(R)上の同値関係である。
(4)を示す。仮定よりαI = α′I ′、βJ = β′J ′と書けて、αβIJ = α′β′I ′J ′

により IJ ∼ I ′J ′を得る。
(5)について、(⇒)を示す。ある0でないα, β ∈ Rが存在して、αI = βJ

を満たす。ここで、R-加群準同型 ϕ : I → αI を ϕ(x) = αx (x ∈ I)と定
める。このとき、ϕは同型である。何故ならば、全射であることは明らか
である。ϕ(x) = 0とすると、αx = 0であり、Rが整域なので、x = 0で
ある。故に ϕは単射である。同様に ψ : J → βJも同型なので、Iと Jは
R-加群として同型である。
(⇐)を示す。ϕ : I → J を R-加群の同型写像とする。0 ̸= β ∈ I をと
る。また ϕ(β) = αとする。このとき任意の x ∈ I に対して,、βϕ(x) =

ϕ(βx) = xα により、ϕ(x) = αβ−1xが成立する。故に J = αβ−1I より、
αI = βJ であることが分かった。 証明終

定義 5.15 I ∈ F(R)に対して、

[I] = {J ∈ F(R) | J ∼ I}

と定める。さらに、
Cl(R) = {[I] | I ∈ F(R)}

と定め、これをRのイデアル類群と言う。Cl(R)においての演算を

[I] · [J ] = [IJ ]

と定めると、補題 5.14(4)から、これは well-definedな演算である。従っ
て [(1)]を単位元とし、補題 5.14(2)より [I]の逆元を [I]として、アーベル
群になる。
Cl(R)の位数をRの類数といい、h(R)で表す。
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定理 5.16 任意の C ∈ Cl(R)に対して、
0 < a < 2

√
d/3

−a/2 < b ≤ a/2

(a, b+
√
−d) ∈ C

を満たす整数の組 (a, b)が存在する。

証明 C = [I]と表し、N(I)が最小となるように、0でないRのイデアル I

をとる。命題 5.9より整数の組 (a, b, c)により I = [a, b+ c
√
−d]と表せる。

この時、c = 1である。なぜならば、命題 5.9より cは aと bを割り切れる。
I1 = (a/c, b/c+

√
−d)とおく。I = cI1より I ∼ I1なので C = [I] = [I1]で

ある。一方、N(I) = c2N(I1) ≥ N(I1)なので、c = 1である。また命題 5.9

より0 < b ≤ aを満たしていて、b > a/2のとき bを b−aに置き換えること
により、−a/2 < b ≤ a/2としてよい。この不等式から a2/4 ≥ b2を得る。
また命題 5.11よりN(I) = aである。さらに (b+

√
−d) ⊂ Iなので、命題

5.12(2)より、IJ = (b+
√
−d)となる 0でないRのイデアルJが存在する。

両辺のノルムをとると、aN(J) = N(I)N(J) = N(b+
√
−d) = b2+dであ

る。さらにIJは単項なので [I][J ] = [IJ ] = [(1)]である。故にC = [I] = [J ]

であってN(I)の最小性によりN(J) = N(J) ≥ N(I) = aを得る。以上
より a2/4 + d ≥ b2 + d = aN(J) ≥ a2であるので、0 < a ≤ 2

√
d/3を満

たす。今 d ≡ 1, 2 mod 4から
√
d/3は整数でない。もしも

√
d/3が有理

数だとすると、互いに素な 0でない自然数 p, qにより
√
d/3 = p/qと表

せて、dq2 = 3p2を得る。このとき p2 | dである。p = 1のとき、d = 3,

q = 1となるが、これは d ≡ 1, 2 mod 4に反する。よって p > 1である。
これは dが square free であることに反するので、

√
d/3は有理数ではな

い。従って、0 < a < 2
√
d/3である。 証明終

系 5.17 Cl(R)は有限Abel群である。

証明 集合X = {(a, b) ∈ Z2 | 0 < a < 2
√
d/3,−a/2 < b ≤ a/2}の元の個

数は 4d/3未満なので、|Cl(R)| < |X| < 4d/3によりCl(R)は有限である。
証明終

命題 5.18 (1) 次は同値である。

(a) h(R) = 1である。
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(b) Cl(R)は単位元のみからなる群である。

(c) Rは単項イデアル整域である。

(d) Rは一意分解整域である。

(2) すべてのイデアル Iに対して、Ih(R)は単項イデアルである。

証明 (1)を示す。(a)⇔(b)は明らかである。
(b)⇒(c)を示す。I を 0でないRのイデアルとすると、[I] ∈ Cl(R)な
ので、仮定より [I] = [(1)]である。故に I ∼ (1)なので、補題 5.14(1)よ
り Iは単項イデアルである。
(c)⇒(b)を示す。C ∈ Cl(R)に対して、仮定より単項イデアル Iにより
C = [I]と表すことができる。補題 5.14(1)より I ∼ (1)なので [I] = [(1)]

である。よって (b)が成り立つ。
一般に (c)⇒(d)は成立しているので、(d)⇒(c)を示す。定理 6.36より、

RはDedekind整域である。故に定理 6.34より、0でないイデアル Iは有
限個の極大イデアルmi (1 ≤ i ≤ n)により、I =

∏n
i=1miと表せる。よっ

てRの極大イデアルmが単項イデアルであることを示せば十分である。
0 ̸= x ∈ mに対して、xは単元でないので、x =

∏l
i=1 πi (πiは素元)と書

ける。このとき
∏l

i=1 πi ∈ mなので、ある iがあって πi ∈ mを満たす。故
に (0) ̸= (πi) ⊆ mだが、Rの次元は１なのでm = (πi)である。従ってR

は単項イデアル整域である。
(2)については、Cauchy-Lagrangeの定理より [(1)] = [I]h(R) = [Ih(R)]

なので、補題 5.14により Ih(R)は単項イデアルである。 証明終

6 付録
単位元 1をもつ可換環Aを単に環と呼ぶことにする。

6.1 準素イデアル分解

定義 6.1 (1) イデアル qが環 Aの準素イデアルとは、q ̸= Aであり
「xy ∈ qならば、x ∈ qまたはある n > 0があって yn ∈ q」を満た
すときを言う。また素イデアル pについて p =

√
qを満たすとき q

を p-準素イデアルと言う。
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(2) Aのイデアル aについて、準素イデアル qiにより a = ∩n
i=1qiと表

せたとき、aを準素分解可能なイデアルといい、これを aの準素分
解という。さらに、この分解が、

(a)
√
qi (i = 1, . . . , n)のどの二つも異なっている。

(b) qi ⊉ ∩j ̸=iqj

を満たすとき、無駄のない準素分解という。

補題 6.2 qを p-準素イデアルとし、x ∈ Aとする。

(1) x ∈ qならば (q : x) = (1)である。

(2) x /∈ qならば (q : x)は p-準素イデアルである。

(3) x /∈ pならば (q : x) = qである。

証明 (1)について。1 · x ∈ qより、1 ∈ (q : x)となる。
(2)について。もし 1 ∈ (q : x)なら x = x · 1 ∈ qより矛盾するので

(q : x) ̸= (1)である。また y ∈ (q : x)ならば xy ∈ qであるが、仮定よ
り y ∈ pなので q ⊆ (q : x) ⊆ pが成り立つ。根基をとると p =

√
q ⊆√

(q : x) ⊆ √p = pなので p =
√

(q : x)である。ここで z, w ∈ Aについ
て zw ∈ (q : x)、w /∈ pとすると xzw ∈ qで、仮定より xz ∈ qとなり
z ∈ (q : x)である。以上から (q : x)は p-準素イデアルである。
(3)について。⊇は明らかである。y ∈ (q : x)をとる。xy ∈ qで、仮定
により y ∈ qとなるので⊆が成立する。 証明終

定理 6.3 aをAの準素分解可能なイデアル、a = ∩n
i=1qiを無駄のない準

素分解とし、pi =
√
qi (i = 1, . . . , n)とする。このとき、

{pi | 0 ≤ i ≤ n} = {
√
(a : x) ∈ Spec(A) | x ∈ A}

である。すなわち、{pi | 0 ≤ i ≤ n}は分解の仕方によらず、aのみによ
り定まる。

証明 任意の x ∈ Aに対して (a : x) = (∩n
i=1qi : x) = ∩n

i=1(qi : x)な
ので補題 6.2(1)(2)を用いて

√
(a : x) = ∩n

i=1

√
(qi : x) = ∩x/∈qjpj となる。√

(a : x)を素イデアルとすると、ある jがあって
√

(a : x) = pjを満たす。
よって⊇は示せた。
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一方、無駄のない準素分解ということより、任意の i に対して xi ∈
∩j ̸=iqj \ qi がとれる。故に

√
(a : xi) =

√
(∩qi : xi) =

√
(qi : xi) = pi

により、⊆が示せた。 証明終

定義 6.4 (1) 定理 6.3の pi (i = 1, . . . , n)を aに属する素イデアルと
いう。

(2) {pi | 0 ≤ i ≤ n}の極小元を aに属する極小素イデアルという。

命題 6.5 SをAの積閉集合とし qを p-準素イデアルとする。

(1) S ∩ p ̸= ∅ならば S−1q = S−1Aである。

(2) S ∩ p = ∅とする。このとき、S−1qは S−1p-準素イデアルであり、
S−1q∩A = qを満たす。さらに{qはp-準素イデアル}と{QはS−1p-

準素イデアル }は自然な写像 A → S−1Aにおけるそれぞれのイデ
アルの制限と拡大により、一対一対応にある。

証明 (1)について。s ∈ S ∩ pとする。s ∈ √qであるので、ある正の
整数 nが存在して sn ∈ qを満たす。よって sn/1 ∈ S−1qに注意して、
1/1 = (sn/1)(1/sn) ∈ S−1qなので S−1A = S−1qとなる。
(2)について。まず S−1q ∩ A = qを示す。q ⊆ S−1q ∩ Aはよい。x ∈

S−1q∩Aをとる。x/1 ∈ S−1qより x/1 = q/s (q ∈ q, s ∈ S)と表せる。さ
らにある t ∈ Sがあって stx = qtを満たすので、stx ∈ qを得る。x ∈ qま
たは st ∈ pだが、S∩p = ∅であるのでx ∈ qである。よってS−1q∩A ⊆ q

が言えたから等号は示せた。
次に S−1qは S−1p-準素イデアルを示す。S−1q ∩ A = qより、S−1q ̸=

S−1Aである。また x/s, y/t ∈ S−1Aに対し (x/s)(y/t) ∈ S−1qとすると、
ある u, v ∈ S と q ∈ qにより xyuv = qstv を得る。これは qの元であ
り、uv ∈ S なので uv /∈ pとなり、xy ∈ qである。従って x/s ∈ S−1q

または y/t ∈ S−1pなので、S−1qは準素イデアルである。また
√
S−1q =

S−1√q = S−1pであるので、S−1qは S−1p-準素イデアルである。
局所化による素イデアルの一対一対応

{p ∈ Spec(A) | S ∩ p = ∅} ↔ Spec(S−1A)

と同様にして、準素イデアルの一対一対応

{qは p-準素イデアル } ↔ {Qは S−1p-準素イデアル }

があることがわかる。 証明終
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命題 6.6 S を Aの積閉集合、aを Aの準素分解可能なイデアル、a =

∩n
i=1qiを無駄のない準素分解とし、pi =

√
qi (i = 1, . . . , n)とする。piに

ついて、S ∩ pi = ∅ (0 ≤ i ≤ m)、S ∩ pi ̸= ∅ (m+ 1 ≤ i ≤ n)を満たすな
らば、

S−1a = ∩m
i=1S

−1qi, A ∩ S−1a = ∩m
i=1qi

であり、これらは無駄のない準素分解となっている。

証明 S−1a = S−1(∩n
i=1qi) = ∩ni=1S

−1qi であり、仮定と命題 6.5から
S−1a = ∩m

i=1S
−1qiとなる。1 ≤ i ≤ mについて、S−1qiは S−1pi-準素イ

デアルである。p1, . . . , pmは互いに異なるので、S−1pi (i = 1, . . . ,m)も
互いに異なっている。
またA ∩ S−1a = A ∩ (∩m

i=1S
−1qi) = ∩mi=1(A ∩ S−1qi) = ∩m

i=1qiである。
q1, . . . , qmの根基は互いに異なり、a = ∩ni=1qi は無駄のない準素分解な
ので、A ∩ S−1a = ∩m

i=1qiも無駄のない準素分解である。このことから、
S−1a = ∩m

i=1S
−1qi も無駄のない準素分解である。 証明終

定理 6.7 aをAの準素分解可能なイデアル、a = ∩n
i=1qiを無駄のない準

素分解とし、pi =
√
qi (i = 1, . . . , n)とする。pを aに属する極小素イデ

アルとする。このとき、p-準素イデアル qは分解の仕方によらず、aによ
り定まる。

証明 S = A\pとおくとS∩p = ∅である。aに属する素イデアル p′につい
て、p′ ̸= pであればS ∩ p′ ̸= ∅となる。故に命題 6.6によりA∩S−1a = q

を得る。Sは pにより定まるので、qは aにより定まる。 証明終

定義 6.8 aは環Aのイデアルとする。a = b ∩ c (ただし、b, cは A のイ
デアルで a ̸= bかつ a ̸= c) と書けるとき、イデアル aは可約という。可
約でないとき、既約という。

命題 6.9 AをNoether環とする。

(1) Aのイデアルは、有限個の既約イデアルの共通部分になる。

(2) Aの既約イデアルは準素イデアルである。

(1), (2)よりNoether環のイデアルは、準素分解可能なイデアルと分かる。
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証明 (1)について、もしそうでないと仮定する。

Σ = {a | aは有限個の既約イデアルの共通部分で表せないAのイデアル }

とおくと、これは空でない。AはNoether環なので、極大条件よりあるΣ

の極大元 aが存在し、それは既約ではない。故にイデアル b, c ⊋ aにより
a = b∩ cと表せる。aの極大性から b, c /∈ Σなので、それぞれ有限個の既
約イデアルの共通部分で表せる。このとき aもそうなってしまい、a ∈ Σ

に反する。故に (1)は成立する。
(2)について。剰余環を通して、(0)が既約イデアルならば、準素イデ
アルであることを示せばよい。xy ∈ (0)かつ y /∈ (0)とする。

Ann(x) ⊆ Ann(x2) ⊆ · · ·

を考える。Noether環の昇鎖条件より、ある正の整数 nがあって

Ann(xn) = Ann(xn+1) = · · ·

を満たす。このとき (xn) ∩ (y) = (0)である。なぜならば a ∈ (xn) ∩ (y)

をとると、a = bxn = cy (b, c ∈ A)と表せる。bxn+1 = cxy = 0より
b ∈ Ann(xn+1) = Ann(xn)である。よって bxn = 0より a = 0を得る。故
に (xn)∩ (y) = (0)である。今、(0)は既約イデアルなので、(xn) = (0)ま
たは (y) = (0)である。従って xn = 0 であり、(0)が準素イデアルである
と示された。 証明終

6.2 整拡大

補題 6.10 Mを有限生成A-加群、aをAのイデアル、ϕをMのA-加群自
己準同形でϕ(M) ⊆ aMを満たすものとする。このときあるa1, . . . , an ∈ a

が存在して、A-加群自己準同形として、

ϕn + a1ϕ
n−1 + · · ·+ an = 0

を満たす。

証明 a ∈ A に対して、λa :M →M は a 倍写像とする。a 7→ λa によっ
て、環準同型 A→ EndA(M)が定まる。A→ A[t]を自然な準同型として、
代入の原理よりΦ(t) = ϕを満たす環準同型Φ : A[t] → EndA(M)が一意
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的に存在する。これにより f ∈ A[t]、m ∈Mに対して、f ·m = Φ(f)(m)

と定めることにより、M をA[t]-加群と見なすことができる。
x1, . . . , xnをM の生成元とする。仮定により各 ϕ(xi) ∈ aM なので、

ϕ(xi) =
n∑

j=1

aijxj (aij ∈ a)

と表せる。故に
n∑

j=1

(δijt− aij) · xj = 0

を得る。n次正方行列 (δijt−aij)をP、x = t(x1, . . . , xn)とおくと、Px = 0

となり、両辺の左から余因子行列 P (c)をかけて、(detP )Inx = 0 (Inは n

次単位行列)となる。よって各 iについて detP · xi = 0を得る。故に任意
のm ∈M に対して、Φ(det(P ))(m) = 0である。また行列式を展開して

det(P ) = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an = 0 (ai ∈ a)

と表せば、EndA(M)において、

ϕn + a1ϕ
n−1 + · · ·+ an = 0

を満たす。 証明終

定義 6.11 Bを環、Aをその部分環とし aをAのイデアルとする。

(1) b ∈ BがA上整とは、あるA係数のモニック多項式が存在し、bが
その多項式の根になるときを言う。

(2) C = {b ∈ B | bはA上整 }と定める。これをBにおけるAの整閉
包と言う。

(3) CをBにおけるAの整閉包とする。A = CのときAはBで整閉と
いい、C = B のとき B は A上整（または、B は Aの整拡大）と
いう。

(4) A が整域であり、A が商体内で整閉であるとき、単に A は整閉と
いう。

命題 6.12 Bを環、Aをその部分環とし、b ∈ Bとする。このとき、次は
同値である。
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(1) bはA上整である。

(2) Bの部分環A[b]は、有限生成A-加群である。

(3) Bの部分環Cで、A[b] ⊆ CでありCはA-加群として有限生成であ
るものが存在する。

(4) 忠実なA[b]-加群M で、A-加群として有限生成なものが存在する。

証明 (1)⇒(2)を示す。仮定により、

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0

を満たす a1, . . . , an ∈ Aがある。これより任意の r ≥ 0に対して bn+rは
1, b, . . . , bn−1で表せるので、A[b] =

∑n−1
i=1 Abiが示され、(2)が成立する。

(2)⇒(3)については、C = A[b]とおけばよい。
(3)⇒(4)を示す。M = C とおけば、M はA[b]-加群であり、A-加群と
して有限生成である。また f ∈ AnnA[b](M)をとると、fM = 0だが、
1B ∈Mであることより、f = f ·1B = 0となる。従ってMは忠実なA[b]-

加群である。
(4)⇒(1)を示す。b ∈ Bに対して、(4)を満たすMが存在すると仮定す
る。ここでA-加群準同型 ϕ : M → M を ϕ(m) = bmと定めると、M が
A[b]-加群であることに注意して、ϕ(M) = bM ⊆ M ⊆ AM が言えるの
で、補題 6.10により、ある a1, . . . , an ∈ Aが存在して、

ϕn + a1ϕ
n−1 + · · ·+ an = 0

を満たしている。つまり、

(bn + a1b
n−1 + · · ·+ an)m = 0

が言えて、M は忠実なA[b]-加群だから、

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0

を得る。従って (1)が成り立つ。 証明終

系 6.13 b1 . . . , bn ∈ BをA上整とする。このとき、Bの部分環A[b1, . . . , bn]

は有限生成A-加群である。
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証明 nについての帰納法により示す。n = 1のときは命題 6.12(1)⇒(2)

で既に証明した。n > 1として、n − 1まで成立すると仮定する。Ar =

A[b1, . . . , br] (r = 1, . . . , n)とおくと、帰納法の仮定により An−1は有限
生成 A-加群である。また bn ∈ B は An−1 上整であることより、再び命
題 6.12(1)⇒(2) により An−1[bn] = A[b1, . . . , bn]は有限生成 An−1-加群で
あることがわかる。故に A[b1, . . . , bn]は有限生成 A-加群となり、nのと
きも成立する。 証明終

系 6.14 A ⊆ Bは環の拡大とし、CはBにおけるAの整閉包とする。こ
のときCはBの部分環である。

証明 c, c′ ∈ Cに対して、系 6.13よりA[c, c′]は有限生成A-加群である。ま
たA[c±c′], A[cc′] ⊆ A[c, c′]であるので、命題 6.12(3)により c±c′, cc′ ∈ C
である。故に、CはBの部分環である。 証明終

系 6.15 A ⊆ B ⊆ Cを環とし、BをA上整、CをB上整とする。この
ときCはA上整である。

証明 c ∈ Cとおくと、cはB上整なので、

cn + b1c
n−1 + · · ·+ bn = 0

を満たす b1, . . . , bnが存在する。B′ = A[b1, . . . , bn]とおくと、系 6.13よ
りB′は有限生成A-加群である。cはB′上整でもあるので、B′[c]は有限
生成B′-加群である。故にB′[c]はA加群として有限生成であることより、
命題 6.12(3)により cはA上整である。 証明終

系 6.16 A ⊆ Bを環の拡大とし、CをBにおけるAの整閉包とする。こ
のとき、CはBで整閉である。

証明 b ∈ BをC上整とする。系 6.14によりCはBの部分環で、系 6.15に
より bはA上整である。故に b ∈ Cより、CはBで整閉である。 証明終

命題 6.17 A ⊆ Bを環の整拡大とする。

(1) bをBのイデアル、a = A ∩ bとすると、B/bはA/a上整である。

(2) SをAの積閉集合とすると、S−1Bは S−1A上整である。
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証明 (1)を示す。β ∈ B/bに対して β = b (b ∈ B)と表すと、BはA上
整より、

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0

(ai ∈ A)と書ける。ai ∈ A/aであることに注意して、

b
n
+ a1b

n−1
+ · · ·+ an = 0

を得る。よってB/bはA/a上整である。
(2)を示す。b/s ∈ S−1B (b ∈ B, s ∈ S)に対して、BはA上整である
ので、

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0

(ai ∈ A)と書ける。故に

(b/s)n + (a1/s)(b/s)
n−1 + · · ·+ an/s

n = 0/1

により、S−1Bは S−1A上整である。 証明終

命題 6.18 A ⊆ Bを整域の整拡大とする。このとき、

Bが体⇐⇒ Aが体

が成立する。

証明 (⇐)を示す。0 ̸= b ∈ Bに対して、BはA上整なので、

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0 (ai ∈ A)

の形に表せる。この nを最小にとると、an ̸= 0である。(もしそうでない
とすると、

b(bn−1 + a1b
n−2 + · · ·+ an−1) = 0

とできて、Bは整域なので、

bn−1 + a1b
n−2 + · · ·+ an−1 = 0

を得る。これは、nの最小性に矛盾する。) an ̸= 0であり、Aは体なので、

b(−a−1
n bn−1 − a1a−1

n bn−2 − · · · − an−1a
−1
n ) = 1

となり、Bは体となる。
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(⇒)を示す。0 ̸= a ∈ Aに対して、Bは体なので a−1 ∈ Bであり、a−1

はA上整である。よって、

a−m + a′1a
−m−1 + · · ·+ a′m = 0 (a′i ∈ A)

と書ける。故に

a−1 = am−1a−m = −(a′1 + · · ·+ a′ma
m−1) ∈ A

により、Aは体となる。 証明終

系 6.19 A ⊆ Bを環の整拡大とし、qをBの素イデアル、p = A∩ qとす
る。このとき、

qが極大イデアル⇐⇒ pが極大イデアル

が成立する。

証明 qがBの素イデアルであるので、B/qは整域で、命題 6.17(1)より
A/p ⊆ B/qは整域の整拡大となる。一般に環 Rと、そのイデアルmに
対して、mが極大イデアルであることとR/mが体であることは同値なの
で、命題 6.18と合わせてこの系は成立する。 証明終

系 6.20 A ⊆ Bを環の整拡大とし、Bの素イデアル q, q′は q ⊆ q′かつ
A ∩ q = A ∩ q′を満たすとする。このとき q = q′である。

証明 p = A ∩ q = A ∩ q′とおき、S = A \ pとおく。命題 6.17(2)より、
BpはAp上整である。m = pAp、n = qBp、n′ = q′Bpとおくと、AとAp

の素イデアルの一対一対応

{p′ ∈ Spec(A) | p′ ⊆ p} ←→ Spec(Ap)

によりmはApの極大イデアルである。またAp ∩ n = (A ∩ q)p = m、同
様にしてAp ∩ n′ = mであるので、命題 6.19により n, n′はBpの極大イデ
アルである。n ⊆ n′より n = n′となるので、上のようなBとBpの素イ
デアルの一対一対応により q = q′を得る。 証明終

命題 6.21 A ⊆ Bを環、CをBにおけるAの整閉包とし、SをAの積閉
集合とする。このとき S−1Cは S−1Bにおける S−1Aの整閉包である。
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証明 命題 6.17(2)より S−1Cは S−1A上整である。b/s ∈ S−1Bが S−1A

上整とすると、ai ∈ A, si ∈ S (i = 1, . . . , n)により、

(b/s)n + (a1/s1)(b/s)
n−1 + · · ·+ an/sn = 0/1

と書ける。t = s1 · · · sn, ti = s1 · · · si−1si+1 · · · sn (i = 1, . . . , n)とおき、整
理すると

(tbn + a1st1b
n−1 + · · ·+ ans

ntn)/s
nt = 0/1

を得る。よって、

u(tbn + a1st1b
n−1 + · · ·+ ans

ntn) = 0

となる u ∈ Sがとれる。この両辺に tn−1un−1をかけると、

(btu)n + a1st1u(btu)
n−1 + · · ·+ ans

ntnt
n−1un = 0

を得るので btu ∈ Cとなる。故に、b/s = btu/stu ∈ S−1Cである。
証明終

命題 6.22 Aを整域とすると、次は互いに同値である。

(1) Aは整閉である。

(2) 任意の素イデアル pに対してApは整閉である。

(3) 任意の極大イデアルmに対してAmは整閉である。

証明 KをAの商体、CをKにおけるAの整閉包とする。ϕ : A→ Cを
包含写像とする。このとき、Aが整閉であることと、ϕが全射であること
と同値である。また命題 6.21より、Ap (または、Am)が整閉であること
と、ϕp : Ap → Cp (または、ϕm : Am → Cm)が全射であることと同値であ
る。写像 ϕが全射であることは local property であるので、(1)～(3)の同
値性が示せた。

定義 6.23 A ⊆ Bを環、aをAのイデアルとする。

(1) b ∈ Bが a上整とは、

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0

を満たす a1, . . . , an ∈ aが存在するときを言う。また任意のBの元
が a上整のときBが a上整であるという。
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(2) Γ = {b ∈ B | bは a上整 }をBにおける aの整閉包と言う。

補題 6.24 A ⊆ Bを環、aをAのイデアル、CをBにおけるAの整閉包
とする。このとき、Bにおける aの整閉包は

√
aCとなる。またそれは和

と積で閉じている。

証明 ΓをBにおける aの整閉包とする。b ∈ Γをとると、

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0 (ai ∈ a)

と表せる。特に ai ∈ Aなので b ∈ Cである。さらに

bn = −(a1bn−1 + · · ·+ an) ∈ aC

より b ∈
√
aCが言える。逆に b ∈

√
aCをとると、ある正の整数 nがあっ

て bn ∈ aCを満たす。よって

bn =
m∑
i=1

aici (ai ∈ a, ci ∈ C)

と表せる。ci (i = 1, . . . ,m)は A上整より、系 6.13により A[c1, . . . , cm]

は有限生成A-加群である。これをM とおき、A-加群準同型 ϕ :M →M

を ϕ(α) = bnαにより定める。このとき、ϕ(M) = bnM ⊆ aMを満たして
いる。故に補題 6.10により、EndA(M)内で

ϕl + a′1ϕ
l−1 + · · ·+ a′l = 0

を満たすような正の整数 lと a′1, . . . , a
′
l ∈ aが存在する。この写像による

1 の像を考えれば、

bnl + a′1b
n(l−1) + · · ·+ a′l = 0

なので、b ∈ Γである。以上により、Bにおける aの整閉包は
√
aCであ

ることが分かった。またこれはBのイデアルであるので、和と積につい
て閉じている。 証明終

命題 6.25 A ⊆ Bを整域、Aは整閉、x ∈ BはAのイデアル a上整とす
る。このとき、xはAの商体K上代数的であり、またそのK上最小多項
式の係数は

√
aに属している。
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証明 仮定よりK上代数的である。xのK上最小多項式を

p(t) = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an

とし、Lを p(t)の分解体とし、x1, . . . , xn ∈ Lを p(t)の根とする。xは
a上整なので、f(x) = 0 を満たすような f(t) = tm + b1t

m−1 + · · · + bm
(b1, . . . , bm ∈ a)が存在する。特に f(t) ∈ K[t]と見れて、p(t)が xのK上
最小多項式であるので p | f が成立して、f(xi) = 0 (i = 1, . . . , n)を満た
す。故に x1, . . . , xnも a上整である。さらに p(t)における根と係数の関係
により、a1, . . . , anは x1, . . . , xnの和と積で表せる。従って補題 6.24より、
a1, . . . , anはa上整なAの元であるので、a1, . . . , an ∈

√
aである。 証明終

定義 6.26 K ⊂ Lを有限次代数拡大とし、nを拡大次数とする。（このと
き、LはKnとK-ベクトル空間として同型である。）α ∈ Lに対しK-線
形変換Mα : L→ LをMα(x) = αxと定める。（Mαは、K上の n次正方
行列として表せる。）このときTrL/K(α) = Tr(Mα)とおき、これをK上
の αのトレースという。

命題 6.28を示すために、次の補題が必要となる。証明は、省略する。

補題 6.27 L/Kを体の有限次拡大とする。

(1) K上の αのトレースは、LのK上の基底の取り方に依らない。

(2) BをL/Kの中間体としL/Bの拡大次数 dとする。このときα ∈ B
に対し、

dTrB/K(α) = TrL/K(α)

が成立する。

(3) L/Kが分離拡大⇐⇒ TrL/K(α) ̸= 0を満たす α ∈ Lが存在する。

命題 6.28 Aを整閉整域、KをAの商体、LをK上有限次分離拡大、B
をLにおけるAの整閉包とする。このときB ⊆

∑n
j=1Avjを満たすK-ベ

クトル空間 Lの基底 v1, . . . , vnが存在する。
更に、A がNoether環であれば、B は有限生成 A-加群である。
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証明 任意の v ∈ Lに対し、vはK上代数的なので、

a0v
n + a1v

n−1 + · · ·+ an = 0 (ai ∈ A)

と表せる。両辺に an−1
0 をかけて u = a0vとおけば、u ∈ LはA上整なの

で u ∈ B である。故に、ui ∈ B (i = 1, . . . , n)を満たすK-ベクトル空
間 Lの基底 u1, . . . , unがとれる。ここでK-双線形写像 ϕ : L × L → K

を ϕ(x, y) = TrL/K(xy)と定める。このとき、K-ベクトル空間 Lの基底
v1, . . . , vnで、ϕ(ui, vj) = δijを満たすものが存在することを示す。
任意の iに対して、補題 6.27(3)よりK-線形写像 fi(y) = ϕ(ui, y)は 0射
ではない。K-線形写像ϕ1 : L→ Kn−1をϕ1(y) = (f2(y), . . . , fn(y))と定め
る。Ker(ϕ1) = ∩n

i=2Ker(fi)かつdimKer(ϕ1)+dim Im(ϕ1) = nより、ある
0 ̸= v ∈ Kerϕ1があって、任意の i ≥ 2に対してϕ(ui, v) = fi(v) = 0を満た
す。ここでϕ(u1, v) = 0と仮定する。任意のu ∈ Lに対して、u =

∑n
i=1 ciui

と表すと、TrL/K(uv) = ϕ(u, v) =
∑
ciϕ(ui, v) = 0となり、L/Kが分離

的であることに反する。s = ϕ(u1, v) ̸= 0とおき、v1 = v/sとおけば、
ϕ(ui, v1) = δi1を得る。v2, . . . , vnも同様にすれば ϕ(ui, vj) = δij を得る。
このようにしてとった v1, . . . , vnは一次独立になることは容易に分かる。
よって、v1, . . . , vnはK-ベクトル空間 Lの基底になる。
以上をふまえて、任意の x ∈ Bに対して x =

∑n
j=1 xjvj (xj ∈ K)と表

せて、xui ∈ Bである。
このとき ϕ(ui, x) ∈ Aである。なぜならば、y = uixとおきK(y)/Kの
拡大次数を dとすると、L/K(y)の拡大次数はn/dなので、補題 6.27(2)に
より (n/d)TrK(y)/K(y) = TrL/K(y) = ϕ(ui, x)である。またK(y)/Kの基
底 1, y, . . . , yd−1をとる。yのK上の最小多項式をY d+ t1Y

d−1+ · · ·+ tdと
する。y倍するK-線形写像 L→ Lを考えれば、1 7→ y, . . . , yd−1 7→ yn =

−t1yd−1 − · · · − tdなので、この写像の基底 1, y, . . . , yd−1に関する表現行
列は、

My =


0 1 0 . . . 0
... 0 1

. . .
...

...
...

. . . . . . 0

0 0 . . . 0 1

−td −td−1 . . . . . . −t1


である。故に TrK(y)/K(y) = Tr(My) = −t1である。また命題 6.25より
−t1 ∈ Aである。従って ϕ(ui, x) ∈ Aである。
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以上から ϕ(ui, x) = ϕ(ui,
∑

j xjvj) =
∑

j xjϕ(ui, vj) =
∑

j xjδij = xi ∈
Aなので、x =

∑
xjvj ∈

∑
AvjよりB ⊆

∑
Avjを満たす。 証明終

6.3 Dedekind整域

定義 6.29 Aを環とする。

dimA = sup{n | ∃p0 ⊊ p1 ⊊ · · · ⊊ pn(pi ∈ SpecA)}

と定め、これをAの次元という。

命題 6.30 Aを１次元Noether整域とする。このとき、(0)でないAのイ
デアル aは、根基が異なるような準素イデアルの積で一意的に表せる。

証明 命題 6.9により、a = ∩ni=1qi（qi (i = 1, . . . , n)は pi-準素イデアル）
のように無駄のない準素分解ができる。Aの次元が 1で整域であること
から、(0)でない素イデアルは極大イデアルである。故に p1, . . . , pnは互
いに素なので、q1, . . . , qnも互いに素である。従って a = ∩qi =

∏
qiとな

り、aは準素イデアルの積で表せる。
一意性を示そう。a =

∏
qiのように、根基をとると互いに異なる準素

イデアルの積で書けたとする。上の議論の逆をたどって a = ∩qiと書け
る。
√
qi = piとすると、これらは互いに異なっていて、Aの次元が 1で

あるので、piは aに属する極小素イデアルである。故に定理 6.7より各 qi
は aによって一意的に定まる。 証明終

定義 6.31 (1) １次元Noether整閉整域をDedekind整域という。

(2) １次元Noether局所整閉整域を離散付値環 (DVR)という。

命題 6.32 (A,m)を１次元 Noether局所整域とすると、次は互いに同値
である。

(1) Aは整閉である。

(2) mは単項イデアルである。

(3) 任意の (0)でないイデアルはmのベキで表せる。

62



(4) ある x ∈ Aがあって、任意の (0)でないイデアルは非負整数 kによ
り (xk)と表せる。

証明 (1)～(4)の同値性を示すために、その準備として次の (I), (II) を
示す。
(I)「(0)でないAのイデアル aはm-準素イデアルである。つまり、正
の整数nがありmn ⊆ aを満たす。」を示す。今、次元は１なので

√
a = m

である。AはNoether環より、
√
aの生成元をx1, . . . xkとする。x

ni
i ∈ aを

満たすni ∈ Nをとる。n = 1+
∑k

i=1(ni−1)とおくと、(
√
a)nは

∑
ri = n

を満たす xr11 · · · x
rk
k により生成されるが、ここで少なくとも一つの riは

ri ≥ niを満たしている。故に (
√
a)nの生成元はすべて aに含まれるので、

mn = (
√
a)n ⊆ aを満たす。

(II)「任意の正の整数 nに対してmn+1 ̸= mn」を示す。もしそうでない
とすると、中山の補題よりmn = (0)となる。任意の素イデアル pに対し
てmn ⊆ pであり、両辺根基をとるとm = pとなり、次元が１であること
に矛盾する。
(1)⇒(2)を示す。0 ̸= a ∈ mに対して、(I)により (a)はm-準素イデア
ルであり、ある正の整数 nがあってmn ⊆ (a)を満たす。この nを最小に
とればmn−1 ⊈ (a)がいえるので、ある b ∈ mn−1が存在して b /∈ (a)を満
たす。ここで x = ab−1とおき、もし x−1 ∈ Aならば b = x−1a ∈ (a)より
矛盾が生じるので、x−1 /∈ Aである。よってAは整閉なので x−1はA上
整でない。またもし x−1m ⊆ mと仮定すると、mは忠実なA[x−1]-加群と
なり、命題 6.12より x−1がA上整となる。故に x−1m ⊈ mを得る。ここ
で y ∈ x−1mに対して、y = x−1m (m ∈ m)と書く。y = ba−1mであり、
bm ∈ mn ⊆ (a)なので、bm = az (z ∈ A)と表せる。故に、y = z ∈ Aに
より、x−1m ⊆ Aが言える。従ってmの極大性により x−1m = Aなので
m = (x)が言えた。
(2)⇒(3)を示す。aを (0)でもAでもないAのイデアルとする。(I)によ
りmn ⊆ a ⊆ mを満たすので、この nを最小にとる。仮定によりm = (x)

と表せて、またAは局所環であるので、任意のmの元は cxk (c ∈ A×, k

は正の整数)と書けることに注意する。ここでもし a \mn ̸= ∅とすると、
a\mnの元は dxl (d ∈ a×, l < n)と表せるので、ml = (xl) ⊆ aとなりnの
最小性に矛盾する。従って a \mn = ∅なので、a = (xn) = mnと書ける。
(3)⇒(4)を示す。(II)により、x ∈ m\m2が存在し、仮定により (x) = mr

と表せる。もし r ≥ 2とすると x ∈ m2となり矛盾するので、r = 1とな
りm = (x)を得る。これにより (4)が成立する。
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(4)⇒(1)を示す。仮定よりAはPIDであるから、ZがQで整閉である
ことを示す時と同様にしてAは整閉が言える。 証明終

命題 6.33 Aを１次元Noether整域とすると次は互いに同値である。

(1) Aは整閉である。

(2) 任意のAの極大イデアルmに対して、AmはDVRである。

(3) 任意の準素イデアルは極大イデアルのベキである。

証明 (1)⇒(2)を示す。Aの極大イデアルmに対して、命題 6.22よりAm

は整閉である。故にAmは１次元の局所整閉整域である。
(2)⇒(1)を示す。mをAの極大イデアルとする。このとき、Amは整閉
なので、命題 6.22よりAも整閉である。
(2)⇒(3)を示す。(0)でないAの準素イデアルqに対して、命題 6.32(1)⇒(3)

により、qAm = (mAm)
n (mはAの極大イデアル、nは整の整数)と表せ

る。故に qAm = mnAmより、q = mnを得る。
(3)⇒(2)を示す。Aの極大イデアルmをとる。(0)でないAmのイデア
ルは、aAm (aは (0)でないAのイデアル)と表せる。a = ∩n

i=1qi (qiは pi-

準素イデアル)のように準素分解する。(3)より qi = pni
i (niは正の整数)

と書ける。aAm ⊆ mAmならば、a ⊆ mなので、番号を付け替えてm = p1
としてよい。すると、aAm = ∩n

i=1qiAm = (mAm)
n1 となる。故に、命題

6.32(3)⇒(1)により、AmはDVRである。 証明終

定理 6.34 Dedekind整域において (0)でないイデアルは極大イデアルの
積で一意的に表せる。

証明 命題 6.30より、(0)でないイデアル aは a =
∏n

i=1 qi のように、
互いに根基の異なる準素イデアル q1, . . . , qn の積で一意的に表せる。さ
らに命題 6.33より、準素イデアルは極大イデアルのベキで表せるので、
a =

∏n
i=1 m

ni
i と極大イデアルm1, . . . ,mnの積で表せる。

一意性を示す。a =
∏n

i=1m
ni
i =

∏n
i=1m

n′
i

i と二通りに書けたとする。両
辺miで局所化すると、(miAmi

)ni = (miAmi
)n

′
iより、ni = n′

i (i = 1, · · · , n)
が言える。故に、aは極大イデアルの積で一意的に表せる。 証明終

定義 6.35 Q上有限次代数拡大体を代数体という。また代数体Kにおけ
る Zの整閉包をKの整数環という。
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定理 6.36 代数体Kの整数環はDedekind整域である。

証明 oK をK の整数環とする。K/Qは分離拡大なので命題 6.28より、
あるQ上Kの基底 v1, . . . , vnが存在して、oK ⊆

∑n
j=1 Zvjを満たす。故

に oKはZ-加群として有限生成だから、Noether環である。また系 6.16に
より oK は整閉である。最後に次元が１であることを示す。pを (0)でな
い oK の素イデアルとする。系 6.20より Z ∩ pも (0)でない Zの極大イ
デアルなので、系 6.19より pは oKの極大イデアルである。従って oKは
Dedekind整域である。 証明終
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