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序

本稿では、Zn-次数付き Noether整域 Rの Ra ̸= 0を満たす斉次成分 Ra の次数 aに

よって生成される Rn の cone C(R)の持つ fan構造について論じる。動機となるのは次

の事実である。

X は体上の正規射影代数多様体で Q-分解的であるとする。さらに、X の因子類群

Cl(X)が有限個のWeil因子 D1, . . . , Dn の同値類 D1, . . . , Dn によって

Cl(X) = ZD1 ⊕ · · · ⊕ ZDn

と書けるとする。このとき、X の Cox環

Cox(X) :=
⊕

(m1,...,mn)∈Zn

H0(X,m1D1 + · · ·+mnDn)

が定義できるが、Cox(X) が有限生成な環となる場合、すなわち X が Mori dream

space*1である場合には、X の effective coneのMori chamberへの分解に自然に fanの

構造を導入できることが知られている ([Ok, Definition-Proposition 2.9])。

本稿の目的は、この事実を Zn-次数付き Noether 整域に一般化し、平易な環論と

polyhedral coneの理論のみを用いて証明を与えることである。

一般の Zn-次数付き Noether整域 Rに話を戻すと、nondegenerateな C(R)について

は、次の最短 chamber分解とその一意性が成り立つ ([越前谷, §3])。

定理 ([越前谷]). Zn-次数付き Noether整域 Rで、R0 が体であるとし、C(R)が nonde-

generateであるとする。このとき、

C(R) =

l∪
i=1

σi

となるような有限個の R の chamber {σ1, σ2, . . . , σl} が存在する。特に、i ̸= j ならば

Jσi ̸= Jσj を満たすような {σ1, σ2, . . . , σl}は一意に定まる。

このとき、chamber とそれに付随する chamber ideal を一般化した c-cone と c-ideal

という概念を定義すると、各 chamber σi の任意の faceも c-coneの構造を持つというこ

とが本稿の主定理である。

*1 Mori dream spaceには同値な二通りの定義が存在し、その一方は Cox環が有限生成となることである
(cf.[HK, Definition 1.10 , Proposition 2.9])。
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主定理. Rは Zn-次数付き Noether整域で R0 が体であるとすると、次が成立する。

(1) Rの c-idealは有限個である。

(2) J ⊂ R が c-ideal ならば、対応する c-ideal が J であるような最大の R の c-cone

σJ が存在する。

(3) J1 と J2 は Rの c-idealとする。このとき、J1 ⊃ J2 であるための必要十分条件は

σJ1 が σJ2 の faceとなることである。

(4) R0 \ {0}が Rの単元全体と一致する*2ならば、{σJ | J は Rの c-ideal}は fanの

構造を持つ。

本質的な結果は (3) である。また、(4) により、C(R) が nondegenerate ならば、最

短 chamber分解に現れる chamberの face全体の集合が fanの構造を持つことがわかる

(系 3.4)。

§1において c-idealと c-coneを定義し、特に c-coneの境界における c-idealの振る舞

いを調べることによって、c-idealが有限個であることと、C(R)が有限個の c-coneの相

対内部の直和で表せることを示す。§2では、環論的に有用であり、主定理 (3)の証明にお

いて重要となる定理 2.4を示す。そして、以上の準備の下、§3において主定理 (3)を証明

し、C(R)の持つ fan構造について論じる。

記号および規約

• Z、Q、Rによってそれぞれ整数、有理数、実数の集合を表す。
• Nによって自然数全体の集合を表すが、自然数は 0を含まないものとし、0以上の

整数全体は N0 によって表す。すなわち、N = {1, 2, . . . }、N0 = {0, 1, 2, . . . } と
する。

• 特に断らない限り、e1, . . . , en により、Rn の標準基底を表す。

• Rn の polyhedral cone σ に対して、σ の相対内部と内点の集合をそれぞれ

rel.int(σ)、int(σ)によって表す。

• Rn の polyhedral cone σ の faceは自分自身も含むものとする。すなわち、σ は零

関数によって定まる σ の face であると見做す。σ 自身と異なる σ の face は σ の

真の faceであるという。

*2 R が整域であることから、この条件は R の全ての斉次な単元が R0 に含まれるということである。した
がって C(R)が strongly convexであることと同値である。
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1 c-idealと c-cone

以下、Qn = Zn ⊗Z Q、Rn = Zn ⊗Z Rとして Zn が Qn および Rn の格子点集合とし

て定まっているものとする。

Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 が体であるものとする。このとき、Rn の cone

C(R)を

C(R) :=
∑

a∈Zn, Ra ̸=0

R≥0a

と定める。すなわち、C(R) は、R の 0 でない斉次成分の次数によって生成された cone

である。このとき、Rは R0 上環として有限生成であることに注意する。

注意 1.1. Rが有限生成 R0-代数であることから、C(R)は有理的な polyhedral coneで

ある。すなわち、有限個の有理点 a1, . . . ,al ∈ Qn が存在し、

C(R) = R≥0a1 + · · ·+ R≥0al

と書ける。

定義 1.2. Rは Zn-次数付きNoether整域で、R0が体であるものとする。a ∈ C(R)∩Qn

に対し
Ja(R) :=

(
Rb | b ∈ R>0a ∩ Zn

)
R

とおき、
√

Ja(R)を Rの aにおける c-idealと呼ぶ。

a ∈ C(R) ∩Qn のとき、Ja(R) ̸= 0である。また、J0(R) = Rに注意する。

定義 1.3. Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 が体であるものとする。σ ⊂ Rn を有

理的な polyhedral coneとする。任意の a, b ∈ rel.int(σ) ∩Qn に対し√
Ja(R) =

√
Jb(R)

が成り立つとき、σ は c-ideal
√
Ja(R) を持つ c-cone であるという。nondegenerate な

c-coneを chamberという。

c-cone σ に対応する c-idealを Jσ と書く。すなわち、任意の a ∈ rel.int(σ) ∩Qn に対

して
√
Ja(R) = Jσ である。
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一般に、polyhedral cone σ に対して、rel.int(σ)は開集合とは限らないが、σ が非退化

である場合には rel.int(σ)は int(σ)と一致し、開集合となる。次の補題により、相対内部

の空でない交わりから有理点が取れることがわかり、このことは後でしばしば使われる。

補題 1.4. σ, τ ⊂ Rn をそれぞれ有理的な polyhedral coneとする。このとき、

rel.int(σ) ∩ rel.int(τ) ̸= ∅

ならば、
rel.int(σ) ∩ rel.int(τ) ∩Qn ̸= ∅

が成り立つ。

Proof. V1 := σ − σ、V2 := τ − τ とおく*3。このとき、V1、V2 は Rn の有理部分空間で

あるので、V1 ∩ V2 も有理的であることに注意する。また、σ ∩ τ は有理的な polyhedral

coneである。

さて、
a ∈ rel.int(σ) ∩ rel.int(τ)

を任意に取ると、
a ∈ V1 ∩ V2 ⊂ V1

である。t := dimRV1 ∩ V2、s := dimRV1 とおく。a ∈ rel.int(σ)より、V1 の相対位相の

下で、
a ∈ U ⊂ rel.int(σ)

となる V1 の開集合 U が存在する。すると、U を V1 ∩ V2 に制限することによって、aの

(V1 ∩ V2 の中での)適当な t次元開近傍が rel.int(σ)に含まれることがわかる。同様にし

て、aの (V1 ∩ V2 の中での)ある t次元開近傍が rel.int(τ)に含まれる。つまり、

a ∈ W ⊂ rel.int(σ) ∩ rel.int(τ)

となる V1 ∩ V2 の開集合W が存在する。Rn の有理部分空間の空でない開集合は有理点

を含むことに注意すると、

rel.int(σ) ∩ rel.int(τ) ∩Qn ̸= ∅

を得る。

*3 Rn の polyhedral cone γ に対して γ− γ は γ を含む最小の R-ベクトル空間である。同様に、γ ∩ (−γ)

は γ に含まれる最大の R-ベクトル空間である。
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定義 1.5. σ ⊂ C(R)を Rn の有理的な polyhedral coneとするとき、Rの部分 Zn-次数

付き R0-代数 R|σ を
R|σ :=

⊕
a∈σ∩Zn

Ra

と定め、これを Rを σ に制限した環と言う。

命題 1.6. 定義 1.5において、R|σ も再び Zn-次数付き Noether整域となり、(R|σ)0 は
体である。

Proof. Rn の polyhedral cone は有限個の Rn から R への R-線形写像 f1, . . . , fl に対し

て各 fi の値が 0以上になる点の集合として定義される。つまり、線形写像の値が 0以上

になる点を取るという操作を有限回繰り返して得られるのが polyhedral coneであるが、

この操作はある hyperplane H ⊂ Rn によって分離される半空間の一方を取るということ

であるから、命題を示すためには

H := {(x1, . . . , xn−1, 0) ∈ Rn | x1, . . . , xn−1 ∈ R}

として
σ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn ≥ 0}

の場合を考えれば十分である。しかし、これは、Z-次数付き Noether整域を次数が 0以

上の部分に制限した部分環がふたたび Noether環となることから明らかである。

補題 1.7. Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 が体であるものとする。

(1) S ⊂ R は Zn-次数付き Noether整域の拡大で、S0 も体であるとする。a, b ∈ Qn

に対し√
Ja(S) ⊂

√
Jb(S) 、

√
Ja(S)R =

√
Ja(R) 、

√
Jb(S)R =

√
Jb(R)

であるとき、
√

Ja(R) ⊂
√
Jb(R)が成立する。

(2) Zm が Zn の部分群であるとき、S := ⊕a∈ZmRa とおくと、任意の a, b ∈ Zm に

対し √
Ja(S) ⊂

√
Jb(S) ⇐⇒

√
Ja(R) ⊂

√
Jb(R)

が成り立つ。

(3) σ ⊂ C(R)を Rn の polyhedral coneとするとき、任意の a ∈ rel.int(σ)∩Qn と任

意の b ∈ σ ∩Qn に対し√
Ja(R|σ) ⊂

√
Jb(R|σ) ⇐⇒

√
Ja(R) ⊂

√
Jb(R)
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が成り立つ。したがって、特に σ が Rの c-coneであるとき、σ = C(R|σ)自身が
R|σ の c-coneとなる。

(4) S ⊂ R は Zn-次数付き Noether整域の拡大で、S0 も体であるとする。このとき、

finite な単射 S → R が存在するならば、Rn の有理的な polyhedral cone σ に対

して、
σが S の c-cone ⇐⇒ σが Rの c-cone

が成り立つ。

Proof. (1) は明らか。

(2) (=⇒)は、S ⊂ Rと a, b ∈ Zm が (1)の条件を満たすことから明らかである。

(⇐=)を示す。斉次元 x ∈ Ja(S)を任意に取ると、x ∈ Ja(R) ⊂
√
Jb(R)である

ので、
xl ∈ Jb(R)

を満たす l ∈ Nがある。すると、√
Jb(S)R =

√
Jb(R)

により、xl ∈ Jb(S) · Rとしてよい。deg xl ∈ Zm であり、Jb(S)の斉次な生成元

の次数は Zm の元に取れるので、

xl ∈ Jb(S)

となる。

(3)

Ja(R) ⊂
√
Jb(R) ⇐⇒ Ja(R|σ) ⊂

√
Jb(R|σ)

が言えれば十分である。

(⇐=)を示す。有限個の斉次元 x1, . . . , xl ∈ R|σ を、

(x1, . . . , xl)R = Ja(R)、(x1, . . . , xl)R|σ = Ja(R|σ)

が成り立つように取れるので、集合としての包含関係

{x1, . . . , xl} ⊂
√
Jb(R|σ) ⊂

√
Jb(R)

が成り立つ。したがって、両辺が R上生成するイデアルを考えれば

Ja(R) ⊂
√

Jb(R)
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が成り立つ。

(=⇒)を示そう。任意の c ∈ R>0a ∩ Zn に対して

Rc ⊂
√
Jb(R|σ)

が言えればよい。

0 ̸= a ∈ Rc ⊂
√
Jb(R)を任意に取ると、

an ∈ Jb(R)

となる n ∈ N が存在するので、R>0b 上に次数を持つ斉次元 b1, b2, . . . , bl と

x1, x2, . . . , xl ∈ Rを用いて

an = x1b1 + x2b2 + · · ·+ xlbl

と書ける。すると an が斉次であることから、x1, x2, . . . , xl ∈ Rも斉次元で

deg xi = deg an − deg bi ∈ σ − σ

としてよい。s ∈ Nを任意に取り、この両辺に ans を掛けると

an+ns = ansx1b1 + ansx2b2 + · · ·+ ansxlbl (1.1)

となる。c ∈ rel.int(σ)と deg xi ∈ σ − σ に注意すれば、sを十分大きく取ること

により
deg ansxi ∈ σ (1.2)

が成り立つ。このことを示そう。まず、Rn を σ− σに制限して考えればよいので、

σ は nondegenerateとしてよい。xi := deg xi とおくと、

deg ansxi = xi + nsc

である。σ が nondegenerateであるという仮定より、c ∈ int(σ)なので、cのある

ϵ-近傍は
Bϵ(c) ⊂ σ

を満たす。このとき、 ∣∣∣xi

m

∣∣∣ < ϵ

となるm ∈ Nを取ると、xi ∈ σ − σ より、

xi

m
+ c ∈ Bϵ(c) ⊂ σ
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が成り立つ。すなわち、
xi +mc ∈ σ

である。したがって、ns ≥ mとなるように sを取ればよい。

(1.2)により ansxi ∈ R|σ が任意の i = 1, . . . , lに対して成立するので、(1.1)より

an+ns ∈ Jb(R|σ)

が成り立ち、したがって
a ∈

√
Jb(R|σ)

である。

(4) [越前谷, 命題 5.1]および (1)による。

定義 1.8. σ ⊂ Rn を polyhedral coneとするとき、その境界 ∂σ を

∂σ := σ \ rel.int(σ)

と定める。

命題 1.9. R は Zn-次数付き Noether 整域で R0 が体であるものとし、σ ⊂ C(R) を R

の c-coneとする。このとき、任意の a ∈ rel.int(σ) ∩Qn と任意の b ∈ ∂σ ∩Qn に対し、√
Ja(R) ⊂

√
Jb(R)

が成り立つ。

Proof. 補題 1.7.(1)より R|σ で命題が成り立つことを示せば十分である。したがって、R

を R|σ で置き換え、補題 1.7.(3)により C(R) = σ としてよい。

Rの斉次イデアル I に対して、I の任意の極小素イデアルも斉次である*4。よって、斉

次素イデアル P で Jb(R) ⊂ P となるものに対して、

Ja(R) ⊂ P

が成り立つことを示せば十分である。

このとき、R/P は Zn-次数付き Noether整域であり (R/P )0 = R0 である。このとき、

明らかに
C(R/P ) ⊂ C(R)

*4 n > 1 であるときにも、Zn-次数付き環の斉次イデアルの極小素イデアルは斉次であることが示せる
(cf.[後藤-渡辺, 定理 7.17])。
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である。すると、Jb(R) ⊂ P により、任意の c ∈ R>0b ∩ Zn に対し

(R/P )c = 0

である。よって、
C(R/P ) ( C(R)

であることがわかる。すると、C(R/P )および C(R)は polyhedral coneであるので、

c ∈ rel.int(C(R)) ∩Qnかつ c ̸∈ C(R/P )

であるような点 cが取れる。すると

Jc(R) ⊂ P

であるが、C(R)自身が Rの c-coneであるので、√
Ja(R) =

√
Jc(R) ⊂ P

となる。したがって、特に、
Ja(R) ⊂ P

である。

命題 1.10. Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 が体であり、C(R)は nondegenerate

であるとする。σ ∈ C(R) を R の最短 chamber 分解に現れる chamber とする。このと

き、任意の a ∈ int(σ) ∩Qn と任意の b ∈ ∂σ ∩Qn に対し、√
Ja(R) (

√
Jb(R)

が成り立つ。

Proof. 命題 1.9により ⊂は成り立つ。以下、=が成立すると仮定して矛盾を導く。

rel.int(C(R)) 上に次数を持つ斉次元によって生成されたイデアルは ∂C(R) 上に次数

を持つような R の斉次元を含まないので、仮定により b ̸∈ ∂C(R) である。すると、a

を始点とし b を通る半直線は σ と異なる R の chamber σ′ と交わる。このとき、a を

rel.int(σ)の範囲で取り直すことによって、この半直線と int(σ′) ∩Qn の共通部分から点

cが取れる*5。また、b ∈ ∂σ′ としてよい。すると、命題 1.9によって√
Jc(R) ⊂

√
Jb(R)

*5 σ′ は chamberであるので rel.int(σ′) = int(σ′)であることに注意する。
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となる。したがって、仮定により

Jσ′ =
√
Jc(R) ⊂

√
Ja(R) = Jσ

となる。しかし、σ と σ′ は最短 chamber分解に現れる chamberであるので、Jσ と Jσ′

の間に包含関係は無い ([越前谷, §3.])。ゆえに、√
Ja(R) (

√
Jb(R)

である。

命題 1.11. Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 が体であるものとする。このとき、有

限個の Rの c-cone {σ1, σ2, . . . , σl}が存在して

C(R) =
l∪

i=1

rel.int(σi) (1.3)

をみたす。

Proof. Rn を σ − σ に制限することによって、C(R) は nondegenerate であるとしてよ

い。すると、最短 chamber分解

C(R) =
l∪

i=1

σi

が存在する。よって、補題 1.7.(1)により、任意の σ ∈ {σ1, . . . , σl}に対して、R|σ にお
いて命題が成立することを示せば十分である。そこで、C(R)は一つの chamberとする。

このとき、C(R) = σ、m := dimR(σ ∩ (−σ))とおくと、

C(R) = rel.int(σ) ∪ {τ | τはσの faceでm+ 1 ≤ dim τ ≤ n− 1} ∪ (σ ∩ (−σ))

である。したがって、σ の各 faceに Rを制限して考えれば、補題 1.7(3)を繰り返し適用

することによって C(R) = C(R)∩ (−C(R))の場合に帰着できる。このとき、C(R)は真

の faceを持たないので、
rel.int(C(R)) = C(R)

となり、この場合にも命題は成り立つ。

系 1.12 (主定理 (1)). Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 が体であるものとする。こ

のとき、Rの c-idealは有限個である。
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Proof. 任意の R の c-ideal J はある a ∈ C(R) ∩ Qn を用いて J =
√
Ja(R) と書ける

が、(1.3)により a ∈ rel.int(σi)となる iが存在する。したがって、J = Jσi であり、R

の c-idealは高々 l個であることがわかる。

命題 1.13 (主定理 (2)). Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 が体であるものとし、J

を R の c-idealとする。このとき、c-idealが J となるような最大の c-coneが存在する。

すなわち、Rの c-coneの集合

{σ ⊂ C(R) | σは Rの c-coneで Jσ = J}

には包含関係を順序として最大元が存在する。

Proof. 命題 1.11により

C(R) =
l∪

i=1

rel.int(σi)

を満たす有限個の Rの c-cone {σ1, σ2, . . . , σl}が存在する。ここで、{σ1, σ2, . . . , σl}を
並び替えて {σ1, σ2, . . . , σs}が J に対応する c-coneであるとする。このとき、

s∪
i=1

σi =
∑

a∈Qn,
√

Ja(R)=J

R>0a (1.4)

である*6。このことを示そう、まず

∪
a∈Qn,

√
Ja(R)=J

{a} ⊂
s∪

i=1

rel.int(σi) ⊂
∑

a∈Qn,
√

Ja(R)=J

R>0a (1.5)

が成り立つことに注意する。すると、∑
a∈Qn,

√
Ja(R)=J

R>0a ⊂
∪

a∈Qn,
√

Ja(R)=J

{a}

が成り立つ。実際、x ∈
∑

a∈Qn,
√

Ja(R)=J
R>0aを任意に取ると、

x = x1a1 + · · ·+ xlal

と書ける (ただし、xi ∈ R>0)。{yij}j∈N を xi に収束する有理数の点列とし、

xj := y1ja1 + · · ·+ yljal

*6 U ⊂ Rn に対し、U によって、U の Rn の中での閉包を表す。
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とおくと、[越前谷, 補題 3.1]より、xj ∈
∪

a∈Qn,
√

Ja(R)=J
{a}である。{xj}j∈N は xに

収束するので、

x ∈
∪

a∈Qn,
√

Ja(R)=J

{a}

となる。すると、(1.5)の辺々の Rn の閉包が一致することがわかる。

ここで、

σJ :=

s∪
i=1

σi

とおくと、(1.4)によって右辺は Rn の coneであり、さらに各 σi が c-coneであることか

ら、σJ は有理的な polyhedral coneである。すると、再び (1.4)から σJ は c-ideal J を

持つ Rの c-coneであることがわかる。このとき、c-idealが J であるような任意の Rの

c-cone τ に対して

rel.int(τ) ∩Qn ⊂ {a | a ∈ Qn,
√
Ja(R) = J}

が成立するので、
rel.int(τ) ⊂

∑
a∈Qn,

√
Ja(R)=J

R>0a ⊂ σJ

である。したがって、特に、
τ ⊂ σJ

が成り立つ。すなわち、σJ は c-ideal J を持つ c-coneの中で最大のものである。

命題 1.13から、次の定義が well-definedとなる。

定義 1.14. Rの c-ideal J に対応する最大の c-coneを σJ と表し、c-ideal J を持つ最大

c-coneと呼ぶ。また、Rの最大 c-cone全体の集合を F (R)と書くことにする。すなわち、

F (R) := {σJ | J は Rの c-ideal}

である。

系 1.12により、F (R)は有限集合である。

命題 1.15. Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 が体であるものとすると、

C(R) =
⨿

σJ∈F (R)

rel.int(σJ)

が成り立つ。
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Proof. 命題 1.11と命題 1.13により、

C(R) =
∪

σJ∈F (R)

rel.int(σJ)

が成立する。よって、J1 ̸= J2 ならば rel.int(σJ1) ∩ rel.int(σJ2) = ∅であることを示せば
十分である。

rel.int(σJ1
) ∩ rel.int(σJ2

) ̸= ∅であるとすると、補題 1.4により、

rel.int(σJ1) ∩ rel.int(σJ2) ∩Qn ̸= ∅

である。b ∈ rel.int(σJ1) ∩ rel.int(σJ2) ∩Qn を取ると、

J1 =
√
Jb(R) = J2

となり矛盾する。したがって、

rel.int(σJ1) ∩ rel.int(σJ2) = ∅

でなければならない。

次の命題は、最大 c-cone が chamber とほぼ同じ性質を持っていることを表している

(cf.命題 1.10)。

命題 1.16. Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 は体であるとする。a ∈ C(R) ∩Qn

と Rの c-ideal J に対して次が成立する。

(1) a ∈ σJ ⇐⇒ J ⊂
√

Ja(R)

(2) a ∈ rel.int(σJ ) ⇐⇒ J =
√
Ja(R)

したがって、特に、
a ∈ ∂σJ ⇐⇒ J (

√
Ja(R)

が成り立つ。

Proof. (1) (=⇒)は命題 1.9により従う。(⇐=)を示す。[越前谷, 補題 3.1]により、a

が rel.int(σJ)の集積点であることがわかるので、a ∈ σJ となる。

(2) (=⇒)は明らか。(⇐=)は命題 1.15から従う。
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2 cone上に次数を持つ斉次元によって生成された部分代数

について

Rと S は Zn-次数付き Noether整域で、R0 および S0 が体であるものとする。このと

き、finiteな単射 S → Rが存在するならば、補題 1.7(4)により、

F (S) = F (R)

が成り立っている。したがって、finite な Zn-次数付き Noether 整域の拡大で 0 次が共

に体であるようなものが得られると、c-coneや c-idealを考察する上で都合が良い。C を

C(R)に含まれている有限個の有理的な polyhedral coneの集合とする。このとき、C の

ある元上に次数を持つ斉次成分によって R0 上生成された R の部分代数 RC について、

自然な単射 RC → Rが finiteとなるための十分条件について考察する。

定義 2.1. Rは Zn-次数付きNoether整域でR0が体であるものとする。このとき、C(R)

に含まれるある有理的な polyhedral coneの集合 C に対し、

HC :=
∪

a∈(∪σ∈Cσ)∩Zn, Ra ̸=0

Ra

とおく。すなわち、HC は、次数が C に含まれる cone に属しているような R の斉次元

全体の集合である。このとき、Rの部分 R0-代数 RC を R0 上HC で生成された環、すな

わち
RC := R0[HC ]

と定める。

注意 2.2. C の定め方から、RC は Zn-次数付き Noether整域で 0次が体であるような環

となることに注意する。

補題 2.3. R は Zn-次数付き Noether 整域で、R0 が体であるものとする。C(R) は

nondegenerateな simplicial coneであるとする。このとき、C(R)の edge全体の集合を

C とおく。すなわち、
C = {C(R)の 1次元 face}

とおくと、C(RC)の任意の faceは RC の c-coneである。
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Proof. C(R) = C(RC)は simplicialかつ nondegenerateであることから、適当な一次変

換によって
C(RC) = (R≥0)

n

であるとしてよい。1 ≤ m ≤ nとするとき、C(RC)のm次元 face σ は

σ = R≥0ei1 + · · ·+ R≥0eim

と書ける。このとき、a ∈ rel.int(σ) ∩ Zn を任意に取ると、

a = a1ei1 + · · ·+ ameim

となる正の整数 a1, . . . , am が取れるので、√
Ja(RC) ⊃ Ja1ei1

(RC) · · · · · Jameim
(RC)

= Jei1
(RC) · · · · · Jeim

(RC)

が成り立つ。一方、RC の定義から

Ja(RC) ⊂ Jei1
(RC) · · · · · Jeim

(RC)

が成り立つので、 √
Ja(RC) =

√
Jei1

(RC) · · · · · Jeim
(RC)

である。ゆえに、σ は RC の c-coneである。

定理 2.4. R は Zn-次数付き Noether 整域で、R0 が体であるものとする。また、C(R)

は nondegenerateな simplicial coneであるとする。このとき、C(R)の edge全体の集合

を C とおくと、次は同値である。

(1) 自然な単射 RC → Rは finiteである。

(2) C(R)の全ての faceが Rの c-coneである。

(3) C(R)自身が Rの c-coneである。

Proof. ((1)=⇒(2))は補題 1.7(4)と補題 2.3から従う。また、((2)=⇒(3))は明らかであ

る。そこで、((3)=⇒(1))を示す。

C(R) = (R≥0)
n

としてよい。R が整閉整域である場合に帰着できることを示そう。この条件は以下の主

張 2の証明において必要となる。
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まず、R の Q(R)における閉包 R に自然に Zn-次数付けができることを示す。R の 0

でない斉次元全体で局所化することによって、

R ⊂ R(0) = K[t±1
1 , . . . , t±1

n ]

を得るが、体K 上の n変数 Laurent多項式環は整閉整域であるので、

R ⊂ R ⊂ R(0)

である。R(0) には自然な Zn-次数が入っており、このとき、局所化の自然な射 R → R(0)

は Zn-次数付き環の射であることに注意する。そこで、R 上整な f ∈ R(0) について、f

の任意の斉次成分も R上整であることをいえばよい。まず、fi を (R(0) における)次数の

第 n成分が iであるような斉次元の和であるとして、

f =
∑
i∈Z

fi (2.6)

と表したとき、各 fi が R上整であることを示す。uを R(0) 上の不定元とし、s ∈ N0 に

対し、代入射 ϕs を

ϕs : R(0)[u
±1] // R(0)[u

±1]

a � // a (a ∈ K)

ti
� // ti (i = 1, . . . , n− 1)

tn
� // ustn

u � // u

と定めると、ϕs は同型である。さらに、ϕs は R[u±1]の自己同型 ϕ′
s を導き、

R[u±1]
� � //

ϕ′
s

��

R(0)[u
±1]

ϕs

��
R[u±1]

� � // R(0)[u
±1]

は可換である。したがって、f の R[u±1] 上の整従属の関係式は、ϕs によって ϕs(f) の

R[u±1]上の整従属の関係式に写される。すなわち、ϕs(f)は R[u±1]上整である。さて、

(2.6)において i < 0のとき fi = 0であることに注意する。このことを示そう。fi ̸= 0で

あるような最小の iが負であったと仮定する。f の R上の整従属の関係式が

fm + a1f
m−1 + · · ·+ am = 0 (2.7)
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と書けたとする。(2.7) の R(0) における次数を見たとき、次数の第 n 成分が mi である

ような斉次成分全体の和は fm
i と書けることに注意する。なぜならば、(2.7)のm− 1次

以下の項からは次数の第 n成分が i(m− 1)以上の項しか出てこないからである*7。した

がって fm
i = 0 でなければならないが、R(0) は整域なので、これは fi = 0 を意味する。

よって、
f = f0 + f1 + · · ·+ fl

と書ける。f に ϕ0, ϕ1, . . . , ϕl を作用させることで、

ϕ0(f)

ϕ1(f)

ϕ2(f)
...

ϕl(f)


=



1 1 1 · · · 1

1 u u2 · · · ul

1 u2 u4 · · · u2l

...
...

...
. . .

...

1 ul u2l · · · ul2





f0

f1

f2
...

fl


(2.8)

を得る。ここで、

A :=



1 1 1 · · · 1

1 u u2 · · · ul

1 u2 u4 · · · u2l

...
...

...
. . .

...

1 ul u2l · · · ul2


とおくと、Aは Vandermonde行列であるから、

detA =
∏

0≤i<j≤l

(uj − ui) ̸= 0 (2.9)

が成り立つ。また、Aの余因子行列を A(c) と書くと、(2.8)より

detA


f0

f1
...

fl

 = A(c)


ϕ0(f)

ϕ1(f)
...

ϕl(f)


*7 C(R) = (R≥0)

n により、R(0) の斉次元に Rの斉次元を掛けても次数の各成分は減少しない。
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であるから、各 iについて、detA · fi は ϕ0(f), . . . , ϕl(f)の R0[u]線形結合で書けること

がわかる。ゆえに、detA · fi は R[u±1]上整である。したがって、

(detA · fi)k + a1(detA · fi)k−1 + · · ·+ ak = 0 (2.10)

を満たす k ∈ Nと a1, . . . ak ∈ R[u±1]が存在する。(2.9)により、detAの uに関する最

高次の項は ur という形をしていることに注意する。また、(2.10)を uの冪に関して整理

すると、uが R(0) 上の不定元であることから、uの冪の係数は 0でなければならない。そ

こで、(2.10)の ukr の係数を考えると、これは

(fiの R係数 monic多項式) = 0

という形をしているので、fi は R上整である。

次に、各 fi について、fij を次数の第 n− 1成分が j であるような斉次成分の和として

fi =
∑
j∈Z

fij

と表し、同様の手順を繰り返すことによって f の全ての斉次成分が R上整であることが

わかる。したがって、R に R(0) の次数を導入することができる。ここで、R0 は体であ

る。なぜならば、上記の議論で導入された次数により、R0 ⊂ R0 であり、これは整拡大

だからである。

ところで、R が永田環であることと、Q(R) は Q(R) の有限次代数拡大であるので、

R → Rは finiteであり、したがって Rは Noether環でもある。

以上のことから、C(R)が定義でき、このとき、F (R) = F (R)であることに注意する

と、RC が定義できる。ここで、各 i = 1, . . . , nに対して、

RC |R≥0ei = R|R≥0ei、RC |R≥0ei = R|R≥0ei

が成り立つことから、各 iに対して RC |R≥0ei は RC |R≥0ei 上整であることがわかる。ゆ

えに、RC は RC 上整であるので、RC → RC は finiteとなる。すると、

RC
� � //

��

R

��
RC

� � // R

は可換であり、縦の射は共に finiteである。したがって、RC → Rが finiteなら RC → R

も finiteとなる。

19



さて、RC の R における整閉包を R̃C とおく。R が R0 上有限生成な環であるこ

とから R の商体 Q(R) は R0 上有限生成な体である。すると、RC ⊂ R̃C ⊂ R より

Q(RC) ⊂ Q(R̃C) ⊂ Q(R)であることから、Q(R̃C)は Q(RC)上有限生成な体であるこ

とがわかる。また、R̃C が RC 上整であることから、Q(R̃C)/Q(RC)は有限次代数拡大と

なる。ゆえに、R̃C は有限生成 RC-加群である。したがって、ここで、R = R̃C であるこ

とが示せればよい。このことは二段階に分けて証明する。

主張 1. 任意の α ∈ Nn、すなわち α ∈ int((R≥0)
n)に対して、Rα ⊂ R̃C である。

Proof. Rが Noether環であることから、√
Jei

(R) =
√
Raei

·R

が全ての i = 1, . . . , nに対して成り立つような a ∈ Nを取ることができる。
さて、α = (α1, . . . , αn)とし、t ∈ N0 に対し

St := Ratα

とおき、
S :=

⊕
t∈N0

St

と定める。このとき、C(R) = (R≥0)
n が Rの c-coneであることにより、√

Jα(R) =
√
Je1(R) · · · · · Jen(R)

となる。このことを示そう、(⊃)は明らかである。())であったと仮定しよう。すると、√
Jα(R) ̸⊂ P かつ

√
Je1(R) · · · · · Jen(R) ⊂ P を満たす Rの斉次素イデアル P が存在

する。すると、R/P はふたたび Zn-次数付き Noether整域で 0次が体であるような環と

なるので、C(R/P )が定義でき、C(R/P ) ⊂ C(R)である。また、

P ⊃
√

Je1(R) · · · · · Jen(R) ⊃ Je1(R) · · · · · Jen(R)

なので、Jei(R) ⊂ P である。このとき、ei ̸∈ C(R/P )より、C(R/P ) ( C(R)であるが、

C(R)と C(R/P )が polyhedralであることから、b ∈ rel.int(C(R))∩Qn = (R>0)
n∩Qn

を b ̸∈ C(R/P )を満たすように取ることができる。すると、C(R)が Rの c-coneである

ことにより、 √
Jα(R) =

√
Jb(R) ⊂ P
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となり P の取り方に矛盾する。したがって (=)が成り立つ。すると、√
Jα(R) =

√
Je1(R) · · · · · Jen(R)

=
√
Rae1 · · · · ·Raen ·R

=
√
Raα1e1 · · · · ·Raαnen ·R

が成り立つので、
Jα(R)l ⊂ Raα1e1 · · · · ·Raαnen ·R

となる正の整数 lが存在する。更に、十分大きな tに対して

St ⊂ Jα(R)l ⊂ Raα1e1 · · · · ·Raαnen ·R

が成り立つ。与えられた St の元を右辺の元として表し、次数に注目すれば、R0-加群とし

ての等式
St = Raα1e1 · · · · ·Raαnen · St−1 (2.11)

が成り立つことがわかる。そこで、

S′
1 := Raα1e1 · · · · ·Raαnen

とおく*8と、S は、S1から St−1のR0-加群としての生成元によって生成されるR0[S
′
1]-加

群であることがわかる。つまり、R0[S
′
1] → Sは finiteである。したがって、R0[S

′
1] ⊂ RC

より S の各元は RC 上整である。ゆえに、

S ⊂ R̃C

であり、特に
Raα ⊂ R̃C

である。このことから、任意の x ∈ Rα に対し xa ∈ Raα であり、xa は RC 上整なので、

xも RC 上整であることがわかる。すなわち、

Rα ⊂ R̃C

である。

主張 2. 任意の β ∈ N0
n \ Nn、すなわち β ∈ ∂(R≥0)

n に対して、Rβ ⊂ R̃C である。

*8 S′
1 は単なる集合 {x1x2 · · ·xn | xi ∈ Raαiei}と見做しても、左記の集合で生成される R0-加群と見做
してもよい。
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Proof. まず、
R̃C (0) = R(0)

が成り立つことに注意する。なぜならば、任意の a/b ∈ R(0)(ただし、aと bは Rの斉次

元)に対し、deg ac, deg bc ∈ Nn となるような斉次元 c ∈ Rが取れる。このとき、主張 1

の結果から ac, bc ∈ R̃C であり、したがって、a/b = ac/bc ∈ R̃C (0) となるからである。

このことから、R̃C (0) = R(0) であり、これは体上の n変数 Laurent多項式環になる。す

なわち、ある体K を用いて

R̃C (0) = R(0) = K[t±1
1 , . . . , t±1

n ]

と書ける。このとき、必要ならば R の次数を取り直して deg ti = ei が成り立つとして

よい。

さて、
H1(R̃C) := {P ∈ Spec(R̃C) | htP = 1}

とおくと、R が整閉であるという仮定から R̃C も整閉整域であるので、P ∈ H1(R̃C)に

対して R̃CP は DVR(離散付値環)となり、

R̃C =
∩

P∈H1(R̃C)

R̃CP

が成り立つ。したがって、主張 2を示すためには、任意の x ∈ Rβ と、任意の P ∈ H1(R̃C)

について
vP (x) ≥ 0

が成り立つことが言えればよい (ただし、vP は R̃CP の離散付値とする。)。次の二つの

ケース

(1) vP (xi) = 0を満たす斉次元 xi ∈ Raiei(ただし ai ∈ N)が、すべての i = 1, . . . , n

に対して存在するとき。

(2) 任意の a ∈ Nと任意の y ∈ Raei に対して vP (y) > 0を満たす iが存在するとき。

に場合分けして考える。

(1)のとき、
deg (x · x1 · · · · · xn) ∈ Nn

であることに注意する。すると、主張 1より

x · x1 · · · · · xn ∈ R̃C ⊂ R̃CP
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であるから、

0 ≤ vP (x · x1 · · · · · xn)

= vP (x) + vP (x1) + · · ·+ vP (xn)

= vP (x)

となる。

(2) のときは i = 1 として一般性を失わない。このとき、任意の a ∈ N に対して、
Rae1 ⊂ P である。P は斉次元を含む高さ 1の素イデアルなので、P は斉次イデアルであ

る。したがって、
C(R̃C/P ) ⊂ C(R̃C) = (R≥0)

n

である。ここで、補題 2.3 および RC → R̃C が finite であることから、C(R̃C) 自身が

R̃C の c-coneである。C(R̃C/P ) ( C(R̃C)であるが、(R≥0)
n の内点で C(R̃C/P )に含

まれない点が存在する。このことから、C(R̃C/P )は (R≥0)
n の内点を含まないことがわ

かる。したがって、(R≥0)
n のある真の face σ が存在して

C(R̃C/P ) ⊂ σ

が成り立つ。ここで、
σ = R≥0e1 + · · ·+ R≥0en−1

としても一般性を失わない。すると、P は次数の第 n成分が正であるような R̃C の斉次

元を全て含むが、htP = 1より

P = {次数の第 n成分が正であるような R̃C の斉次元の有限和 } (2.12)

であることがわかる。

ここで、K[t±1
1 , . . . , t±1

n ]の整閉性より、R̃C ⊂ R ⊂ K[t±1
1 , . . . , t±1

n ]であるが、

A := K[t±1
1 , . . . , t±1

n−1, tn]

とおくと、R̃C ⊂ Aである。すると、(2.12)より

tnA ∩ R̃C = P

となるので、
R̃CP ⊂ AtnA
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である。このとき、Q(A) = Q(R̃C) = K(t1, . . . , tn)に注意すると、tnA ∈ H1(A)であ

ることより両辺は共にK(t1, . . . , tn)の DVRであるので、

R̃CP = AtnA

が成り立つ。

ところで、R ⊂ K[t±1
1 , . . . , t±1

n ]であるが、次数を見ると、

x ∈ Rβ ⊂ R ⊂ K[t1, . . . , tn] ⊂ A ⊂ AtnA = R̃CP

が成り立つので、このとき、
vP (x) ≥ 0

である。

主張 1と主張 2により、Rの任意の斉次成分 Ra に対して Ra ⊂ R̃C が成り立つので、

R̃C = Rであり、
RC −→ R̃C = R

は finiteである。
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3 主定理

補題 3.1. Rは Zn-次数付き Noether整域で R0 が体であり、σ ⊂ C(R)は Rの c-cone

であるとする。このとき、σ の任意の face τ は Rの c-coneである。

Proof. まず、dimσ ≤ 2のときは常に命題が成立することに注意する。なぜならば、2次

元の有理的な polyhedral coneの真の faceは 1次元の (有理的な)coneと 0次元の cone

であるが、それらは定義から明らかに c-coneとなるためである。そこで、dimσ ≥ 3で

あるとしてよい。

σ の faceであって R の c-coneではない τ ⊂ σ が存在したと仮定して矛盾を導く。こ

のとき、 √
Ja(R) ̸=

√
Jb(R)

となる a, b ∈ rel.int(τ) ∩ Zn が存在する。ここで、c ∈ rel.int(σ) ∩ Zn を任意に取ると、

a, b, cは R上一次独立である。a′, b′ ∈ Qn を a, b ∈ rel.int(R≥0a
′ + R≥0b

′)となるよう

に取り、
L := R≥0a

′ + R≥0b
′ + R≥0c

とおく。a′, b′, cは一次独立であるので、適当な一次変換によって

L = (R≥0)
3

としてよく、また、σ が Rの c-coneであることから、補題 1.7.(3)によって Lも R|L の
c-coneとなる。Lの真の face R≥0a

′ + R≥0b
′ を (R≥0)

2 と同一視すると、

a, b ∈ rel.int((R≥0)
2)

であるが、
√
Ja(R) ̸=

√
Jb(R)なので、補題 1.7.(3)より√

Ja(R|L) ̸=
√
Jb(R|L)

が成り立つ。しかし、定理 2.4から (R≥0)
2 は R|L の c-coneであるので矛盾。したがっ

て、σ の任意の faceは Rの c-coneである。

定理 3.2 (主定理 (3)). Rは Zn-次数付き Noether整域で R0 が体であるものとする。R

の c-ideal J1 と J2 に対して、

J1 ⊃ J2 ⇐⇒ σJ1は σJ2の face

が成り立つ。
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Proof. (⇐=)を示そう。σJ1 は σJ2 の faceなので、特に、

σJ1 ⊂ ∂σJ2

である。すると、命題 1.9により
J1 ⊃ J2

である。

(=⇒)を示す。J1 = J2 のときは明らかであるので、J1 ) J2 としてよい。すると、命

題 1.15により
rel.int(σJ1) ∩ rel.int(σJ2) = ∅ (3.13)

である。[越前谷, 補題 3.1]により、rel.int(σJ1) ∩ Qn の任意の点は rel.int(σJ2) ∩ Qn の

集積点であることがわかる。すなわち、

rel.int(σJ1) ∩Qn ⊂ rel.int(σJ2) ∩Qn

が成り立つ。したがって、Qn の稠密性より、

rel.int(σJ1) ⊂ rel.int(σJ2)

となるので、
σJ1 ⊂ σJ2

である。すると、(3.13)より
σJ1 ⊂ ∂σJ2

が成り立つ。

そこで、σJ1 を含む σJ2 の最小の face F を取る*9と、F の最小性から

σJ1 ̸⊂ ∂F

すなわち
rel.int(σJ1) ∩ rel.int(F ) ̸= ∅

が成り立つ。

すると、補題 3.1により F は Rの c-coneとなり、F に対応する c-idealは J1 となる

が、σJ1 の最大性から
σJ1 = F

となり、σJ1 は σJ2 の faceとなる。

*9 polyhedral cone σ がある polyhedral coneの真の faceの和集合 ∪τi に含まれる場合、σ ⊂ τj となる
face τj は必ず存在する (cf. [石田, 定理 1.1.10])。
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注意 3.3. 定理 3.2より、R の c-ideal J に対して、σJ の faceは、ある c-ideal J ′ ⊃ J

が存在して、σJ ′ という形をしていることもわかる。

系 3.4. Rは Zn-次数付きNoether整域でR0が体であるものとする。このとき、R0\{0}
が Rの単元全体と一致するならば、{σJ | J は Rの c-ideal}は fanの構造を持つ。

Proof. 任意の相異なる σJ1 , σJ2 ∈ F (R)に対し、σJ1 ∩ σJ2 が σJ1 と σJ2 双方の faceと

なっていることを示せばよい。
σJ1 ∩ σJ2 ̸= ∅

とする。J1 と J2 に包含関係があるときは、定理 3.2により明らかである。そこで、J1 と

J2 には包含関係がないとする。このとき、a ∈ σJ1 ∩ σJ2 ∩Qn に対して、
√
Ja(R)は J1

と J2 を含むので、命題 1.16により

σJ1
∩ σJ2

⊂ ∂σJ1

である。すると、σJ1 ∩ σJ2 を含む最小の σJ1 の face F が存在し、F ∈ F (R)となる。さ

て、σJ1 と σJ2 は有理的な polyhedral coneであるので、σJ1 ∩ σJ2 も同様である。F の

最小性より、
rel.int(σJ1 ∩ σJ2) ∩ rel.int(F ) ̸= ∅

であるので、補題 1.4により、

rel.int(σJ1 ∩ σJ2) ∩ rel.int(F ) ∩Qn ̸= ∅

が成り立つことに注意する。

F が σJ1 の faceであることから、注意 3.3により、J1 を含む R の c-ideal J3 が存在

して
F = σJ3

と書けることがわかる。ここで、任意の a ∈ rel.int(σJ1 ∩ σJ2)∩ rel.int(F )∩Qn に対し、√
Ja(R) = J3 であるが、a ∈ rel.int(σJ2)により、

J2 ⊂ J3

すなわち、F = σJ3 が σJ2 の faceであることがわかる。よって F = σJ3 は σJ1 と σJ2 の

faceである。したがって、また、

F = σJ1 ∩ σJ2

が成り立つ。
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系 3.5. Rは Zn-次数付き Noether整域で、R0 が体であるものとし、C を F (R)の 1次

元 cone全体の集合とすると、自然な単射

RC → R

は finiteである。

Proof. Rn を C(R)− C(R)に制限することによって、最短 chamber分解

C(R) =

l∪
i=1

σi

を取ると、{σ1, . . . , σl} ⊂ F (R)となっていることに注意する。すると、定理 3.2により、

C は各 σi の edge全体の集合である。したがって、各 σi に対して R|σi において命題が

成り立つことを示せば十分である。

そこで、R = R|σi、dimC(R) = n、C = {σiの edge}とする。ここで、次数が σi のあ

る edge に属する元によって生成される n 次元 simplicial cone の全体を Sim(C) とおく

と、Sim(C)は Rの c-coneの有限集合である。Caratheodoryの定理により、

C(R) =
∪

τ∈Sim(C)

τ

であることに注意する。すると、任意の τ ∈ Sim(C)に対して R|τ で命題が成り立つこと
を示せば十分であることがわかる。このときは、τ が simplicialであることによって、定

理 2.4を適用すれば、結論を得る。
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