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1 序

この論文では、Zn 次数付環 R の chamber 分解の存在について証明を与える. R の 0

でない元の次数を生成元とする錐体を C(R)と表す. このとき Rの chamber分解を次の

ように定義する.

定義 1.1 有限個の Rの chamber σ1, · · · , σl が存在し、C(R) =

l∪
i=1

σi かつ、i ̸= j なら

ば σi ∩σj ⊂ ∂σi ∩ ∂σj となるとき、この C(R)の表し方を Rの chamber分解という. ま

た chamber idealが全て異なる chamber分解を最短な chamber分解という.

chamberとは、内点の取り方によらずにあるイデアルが定まる n次元有限生成錐体の

ことである. 詳しくは第 2章で定義をする.

n = 2のとき、chamber分解が存在することは [高瀬, (2.6)]により示されている. R0

上の R の斉次生成元の次数を座標平面上に点としてとり、その点を通り原点を端点とす

る半直線を考える. このとき隣り合う直線で囲まれた部分が chamberとなり、それらに

よって Rが chamber分解されるのである.

次の定理が一般の nに対する結果であり、この論文における主定理である.

定理 1.2 R =
⊕

a∈Zn

Ra を Zn 次数付ネーター整域、R0 を体、{a ∈ Zn | Ra ̸= 0}は Q

ベクトル空間として Qn を生成するとする. このとき R は chamber 分解を持つ. また、

最短な chamber分解が一意的に存在する.

第 2章で chamber分解の存在について、第 3章で最短な分解の存在性についての証明

を与える. 第 4 章で第 3 章に用いる補題の証明、第 5 章では、finite な環拡大における

chamber分解について述べる.
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2 chamber分解の存在

R =
⊕

a∈Zn

Ra を Zn 次数付ネーター整域、R0 を体、A = {a ∈ Zn | Ra ̸= 0}とし、A

は Qベクトル空間として Qn を生成するとする. また、C(R) =
∑
a∈A

R≥0aとする.

注意 2.1 Rは R0 上有限生成な環である. 従って

R = R0[x1, · · · , xs]

と表わせる. ただし xi は斉次元とし、deg xi = ai（1 ≤ i ≤ s）とする. このとき、

A = {n1a1+· · ·+nsas|1 ≤ i ≤ sに対し ni ∈ N≥0}であり、C(R) = R≥0a1+· · ·+R≥0as

である. よって C(R)は n次元有限生成錐体である.

定義 2.2 有理数点 a（つまり a ∈ Qn）に対し

JR(a) = (Rc | c ∈ R>0a ∩ Zn)R

と定める. これは Rのイデアルである.

定義 2.3 Rn の部分集合 σ が次の 2条件を満たすとき、σ を Rの chamberという.

(1) σ は n次元有限生成錐体.

(2) Int(σ)の 0でない任意の有理数点 a,bに対し、
√

JR(a) =
√
JR(b)

ここで Int(σ)は Rn の通常の位相での σ の内部である. また σ を chamberとするとき、

Jσ =
√
JR(a)（ただし a は Int(σ) の 0 でない有理数点）と定め、Jσ を σ の chamber

idealという.

{H1, · · · ,Hl} = {H ⊂ Rn|Hは a1, · · · ,asの中の一次独立な n−1個のベクトルで張られる超平面 }

とし、1 ≤ i ≤ lに対し
Hi = {x ∈ Rn|fi(x) = 0}

を満たすように R線形写像 fi : Rn → Rを定める. また ϵi ∈ {−1,+1}に対し

C(ϵ1, · · · , ϵl) = {x ∈ Rn|任意の iに対し、ϵifi(x) > 0}

と定義する.
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命題 2.4 上記の記号のもと

C(R) =
∪

C(R)∩C(ϵ1,··· ,ϵl) ̸=∅

C(ϵ1, · · · , ϵl)¯ (2.1)

が成り立つ. ここで C(ϵ1, · · · , ϵl)¯は C(ϵ1, · · · , ϵl)の閉包である.

命題 2.4を示すために次の補題を証明する.

補題 2.5 (1) x の ϵ 近傍 Uϵ(x) が C(R) に含まれるような C(R) の元 x と正の実数 ϵ

が存在する. つまり Int(C(R))は空でない.

(2) g を n変数多項式環 R[x1, · · · , xn]の 0でない多項式とすると、任意の点 zと任意

の正の実数 ϵに対し、zの ϵ近傍 Uϵ(z)は g の零点集合 V (g)に含まれない.

証明 (1)を示す. ai1 , · · · ,ain が R上 Rn を張るとする.一次変換により、ai1 , · · · ,ain を
e1, · · · , en としてよい. このとき e1 + · · · + en は C(R)の元であり、十分小さい正の実

数 ϵに対し、Uϵ(e1 + · · · + en)は (R≥0)
n に含まれる. 従って C(R)にも含まれるので、

xとして e1 + · · ·+ en をとればよい.

次に (2) を n に関する帰納法で示す. 平行移動により、z = 0 とする. g(0) ̸= 0

のときはよい. g(0) = 0 とする. n = 1 のとき、V (g) は有限集合であり、任意の

正の実数 ϵ に対し Uϵ(0) は無限集合であるので、このときは成り立つ. n > 1 の

とき、g = f0 + f1xn + f2x
2
n + · · · + fmxm

n（ただし fm ̸= 0, 0 ≤ i ≤ m に対し

fi ∈ R[x1, · · · , xn−1]）とする. このとき任意の正の実数 ϵ に対し、帰納法の仮定から

U ϵ
2
(0) ⊂ Rn−1 は V (fm) に含まれない. よって fm(b1, · · · , bn−1) ̸= 0 となる U ϵ

2
(0)

（⊂ Rn−1）の元 (b1, · · · , bn−1)が存在する. すると

g(b1, · · · , bn−1, xn) = f0(b1, · · · , bn−1)+f1(b1, · · · , bn−1)xn+· · ·+fm(b1, · · · , bn−1)x
m
n

であり、これは xnについての 1変数多項式なので、帰納法の仮定から g(b1, · · · , bn−1, bn) ̸=
0となる U ϵ

2
(0)（⊂ R）の元 bn が存在する. このとき

d(0, (b1, · · · , bn)) ≤ d((b1, · · · , bn−1, 0),0) + d((b1, · · · , bn−1, 0), (b1, · · · , bn))

≤ ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

が成り立つ. ここで d(x,y)は x,y の二点間の距離である. よって (b1, · · · , bn)は Uϵ(0)

の元である. 証明終

命題 2.4を示す.
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証明 xを C(R) ∩ C(ϵ1, · · · , ϵl)の元とする. C(R)は a1, · · · ,as で生成される n次元錐

体なのでカラテオドリーの定理 ([石田, (1.3.1)])から、xが R≥0ai1 + · · ·+ R≥0ain に含

まれるような一次独立なベクトル ai1 , · · · ,ain（1 ≤ i1 < · · · < in ≤ s）が存在する. yを

C(ϵ1, · · · , ϵl)の元とすると、y = r1ai1 + · · ·+ rnain（ただし 1 ≤ i ≤ nに対し ri ∈ R）
と表せる. このとき、rj ≤ 0となる j があるとする. ai1 , · · · ,aij−1 ,aij+1 , · · · ,ain が張る
超平面を Hk = {x ∈ Rn | fk(x) = 0} (1 ≤ k ≤ l)とすると

ϵkfk(y) = ϵkfk(r1ai1 + · · ·+ rnain) = rjϵkfk(aij )

であり、ϵkfk(y) > 0, rj ≤ 0より rj < 0, ϵkfk(aij ) < 0である. 一方 x = r′1ai1 + · · ·+
r′nain（ただし 1 ≤ i ≤ nに対し r′i ∈ R≥0）と書けるので

ϵkfk(x) = r′jϵkfk(aij ) < 0

であるが、これは xが C(ϵ1, · · · , ϵl)の元であることに矛盾する. 従って 1 ≤ i ≤ nに対

し ri > 0である. 故に C(ϵ1, · · · , ϵl)は R>0ai1 + · · ·+ R>0ain に含まれるので C(R)に

含まれる. 有限生成錐体 C(R)は閉集合 [石田, (1.3.3)]なので、C(ϵ1, · · · , ϵl)¯は C(R)に

含まれる.

逆を示す. xを C(R)の元とする. このとき ϵ1, · · · , ϵl をうまく選んで、xに収束する

C(R) ∩ C(ϵ1, · · · , ϵl)の点列 {yn}が存在することを示せばよい.

B = Rn\
l∪

i=1

{y ∈ Rn | fi(y) = 0} とおく. g = f1 · · · fl とすると Bc = {y ∈ Rn |

g(y) = 0} = V (g)である.

x ∈ B のとき、任意の nに対し yn = xとすればよい.

x /∈ Bとする. 補題 2.5(1)より zの ϵ近傍 Uϵ(z)が C(R)に含まれるような C(R)の元

zと正の実数 ϵが存在する. もし C(R)が Bc に含まれるとすると、Uϵ(z)は Bc = V (g)

に含まれるが、これは補題 2.5（2）に矛盾する. よって Bc に含まれない C(R) の元

y が存在する. すると任意の i に対し fi(y) ̸= 0 であるので、y ∈ C(ϵ1, · · · , ϵl) とな
る ϵ1, · · · , ϵl ∈ {−1,+1} が存在する. a = x + t(y − x)、ただし 0 < t < 1 とおく.

a ∈ C(R) に注意する. すると fi(a) = fi(x) + tfi(y − x) となり、これは t について

の一次関数であるから、線分上の点において fi は単調関数である. 従って fi(x) = 0

のときは、ϵifi(y) > 0 より ϵifi(a) > 0 である. fi(x) ̸= 0 のとき、ϵifi(x) > 0 なら

ϵifi(a) > 0 である. ϵifi(x) < 0 なら、t を十分小さくとると ϵifi(a) < 0 である. 従っ

て ϵ′i ∈ {−1,+1} をうまくとると、x に収束する C(R) ∩ C(ϵ′1, · · · , ϵ′l) の点列 {yn} が
存在する. よって xは C(ϵ′1, · · · , ϵ′l)¯の元であり、かつ yn ∈ C(R) ∩ C(ϵ′1, · · · , ϵ′l) より
C(R) ∩ C(ϵ′1, · · · , ϵ′l) ̸= ∅である. 証明終
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命題 2.4の式 (2.1)が、Rの chamber分解であること (命題 2.8)を示そう.

補題 2.6 C(ϵ1, · · · , ϵl) ̸= ∅であるとき、次が成り立つ.

(1) C(ϵ1, · · · , ϵl)¯= {x ∈ Rn | 1 ≤ i ≤ lに対し ϵifi(x) ≥ 0}
(2) Int(C(ϵ1, · · · , ϵl)¯) = C(ϵ1, · · · , ϵl)

証明 (1)を示す. D(ϵ1, · · · , ϵl) = {x ∈ Rn | 1 ≤ i ≤ l に対し ϵifi(x) ≥ 0}とおく. す

るとD(ϵ1, · · · , ϵl)は閉集合であるので、C(ϵ1, · · · , ϵl)¯はD(ϵ1, · · · , ϵl)に含まれる. 逆を

示す. xを D(ϵ1, · · · , ϵl)の元とする. y を C(ϵ1, · · · , ϵl)の元とするとき、xと y を結ぶ

線分上の任意の点 z (ただし z ̸= x)において、任意の iに対し ϵifi(x) ≥ 0, ϵifi(y) > 0

であるので ϵifi(z) > 0である. 従って zは C(ϵ1, · · · , ϵl)の元であるから、xに収束する

C(ϵ1, · · · , ϵl)の点列が存在する. よって xは C(ϵ1, · · · , ϵl)¯に含まれる.

(2)を示す. C(ϵ1, · · · , ϵl)は開集合であるから、C(ϵ1, · · · , ϵl)は Int(D(ϵ1, · · · , ϵl))に
含まれる. 逆を示す. C(ϵ1, · · · , ϵl) に含まれない Int(D(ϵ1, · · · , ϵl)) の元 x が存在した

とする. すると x の ϵ 近傍 Uϵ(x) が Int(D(ϵ1, · · · , ϵl)) に含まれるような正の実数 ϵ が

存在する. このとき、C(ϵ1, · · · , ϵl)の元 y と xを結ぶ直線を考える. xは C(ϵ1, · · · , ϵl)
に含まれないので、ϵifi(x) ≤ 0 となる i が存在する. この直線上で fi は単調関数なの

で、ϵifi(z) < 0かつ Uϵ(x)に含まれる点 zが直線上に存在する. しかしこれは Uϵ(x)が

D(ϵ1, · · · , ϵl)に含まれることに矛盾する. 証明終

補題 2.7 C(R)∩C(ϵ1, · · · , ϵl) ̸= ∅であるとき、C(ϵ1, · · · , ϵl)¯は Rの chamberである.

証明 任意の i に対し {x ∈ Rn | ϵifi(x) ≥ 0} が有限生成錐体であれば、[石田, (1.1.2)]

によって C(ϵ1, · · · , ϵl)¯=
l∩

i=1

{x ∈ Rn | ϵifi(x) ≥ 0} は有限生成錐体であることがわか

る. 以下で {x ∈ Rn | ϵifi(x) ≥ 0} が有限生成錐体であることを示そう. ai1 , · · · ,ain−1

を超平面 Hi を張るベクトルとする. このとき、ai1 , · · · ,ain−1 ,ain が一次独立かつ

ϵifi(ain) > 0 となるよう ain をとる. (C(R) ∩ C(ϵ1, · · · , ϵl) ̸= ∅ と仮定しているので、
このような ain は存在する. ) すると

{x ∈ Rn | ϵifi(x) ≥ 0} =
n−1∑
j=1

R≥0aij +
n−1∑
j=1

R≥0(−aij ) + R≥0ain

である. 実際、1 ≤ j ≤ n− 1に対し fi(aij ) = 0かつ fi(ain) > 0であるから右辺が左辺

に含まれることはよい. 逆に ϵifi(x) ≥ 0すると、x = r1ai1 + · · ·+rnain(r1, · · · , rn ∈ R)
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と表したとき、0 ≤ ϵifi(x) = rnϵifi(ain)かつ ϵifi(ain) > 0より rn ≥ 0である.

次に C(ϵ1, · · · , ϵl)¯が n次元であることを示す. xを C(ϵ1, · · · , ϵl)の元とすると、xの

ある δ近傍 Uδ(x)が C(ϵ1, · · · , ϵl)に含まれる. x1, · · · ,xn を Rn の有理基底とするとき、

任意の i と十分小さい正の実数 ξ に対し、x + ξxi は Uδ(x) に含まれる. よって ξxi が

C(ϵ1, · · · , ϵl)− C(ϵ1, · · · , ϵl)に含まれるので、dimC(ϵ1, · · · , ϵl)¯= nである.

次に定義 2.3 の条件 (2) を示す. a,b を Int(C(ϵ1, · · · , ϵl)¯) = C(ϵ1, · · · , ϵl) の 0 でな

い有理数点とする (補題 2.6(2) に注意). このとき
√
JR(a) =

√
JR(b) を示す. f を

Rc に含まれる単項式（ただし c ∈ R>0a ∩ Zn）とし、f = xα1
1 · · ·xαs

s とする (Rc の

元は、このような単項式の R0 線形結合であることに注意). f ∈
√
JR(b) を示したい.

deg f = c なので、c ∈
∑
αi>0

R≥0ai である. カラテオドリーの定理より {ai | αi > 0}

の中から、c ∈
n∑

j=1

R≥0aij を満たす一次独立なベクトル ai1 , · · · ,ain をとることが

できる. (c ∈ C(ϵ1, · · · , ϵl) なので、c は {ai | αi > 0} の中の n − 1 個以下のベ

クトルで張られる錐体には入らないことに注意する. ) よって番号を付け替えて、

a1, · · · ,an は一次独立かつ、α1, · · · , αn > 0としてよい. このとき命題 2.4の証明から、

C(ϵ1, · · · , ϵl) ⊂ R>0a1 + · · ·+ R>0an である. bは有理数点なので

b =
q1
p1

a1 + · · ·+ qn
pn

an

と表せる. ここで
q1
p1

, · · · , qn
pn
は正の有理数である. このとき p = p1 · · · pn、各 iに対し

ri = qi
∏
j ̸=i

pj とおくと

pb = r1a1 + · · ·+ rnan

である. 任意の iに対し mαi ≥ ri を満たす整数 mをとる (ここで α1, · · · , αn > 0に注

意)と

fm = xmα1
1 · · ·xmαs

s

= (xr1
1 · · ·xrn

n )xmα1−r1
1 · · ·xmαn−rn

n x
mαn+1

n+1 · · ·xmαs
s

であり、deg xr1
1 · · ·xrn

n = r1a1 + · · · + rnan = pb なので xr1
1 · · ·xrn

n は JR(b) に含

まれる. 従って fm が JR(b) の元なので、f は
√

JR(b) に含まれる. 以上により

JR(a) ⊂
√
JR(b) となることがわかった. 立場を入れかえると JR(b) ⊂

√
JR(a) とな

り、これにより
√
JR(a) =

√
JR(b)が成り立つ. 証明終
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命題 2.8

C(R) =
∪

C(R)∩C(ϵ1,··· ,ϵl) ̸=∅

C(ϵ1, · · · , ϵl)¯

は Rの chamber分解である.

証明 (ϵ1, · · · , ϵl) ̸= (ϵ′1, · · · , ϵ′l) に対し、x を C(ϵ1, · · · , ϵl)¯ ∩ C(ϵ′1, · · · , ϵ′l)¯ の元
とする. すると ϵi ̸= ϵ′i となる i に対し fi(x) = 0 である. ∂C(ϵ1, · · · , ϵl)¯ =

C(ϵ1, · · · , ϵl)¯ \ Int(C(ϵ1, · · · , ϵl)¯)であるから、xは ∂C(ϵ1, · · · , ϵl)¯∩ ∂C(ϵ′1, · · · , ϵ′l)¯の
元である. 証明終

3 最短 chamber分解の存在

次の補題を用いる.

補題 3.1 a,bを 0でないC(R)の有理数点とする. このとき
√
JR(a)が

√
JR(b)に含ま

れるならば、aと bを結ぶ線分上の bでない任意の有理数点 cに対し、
√
JR(a) =

√
JR(c)

が成り立つ.

この補題の証明は次の章で行う. これを認めて、最短な分解の存在と一意性を証明する.

C(R) =
l∪

i=1

σiをRのある chamber分解とする (前章で、Rは少なくとも一つ chamber

分解を持つことを示した). このときRのイデアル I に対し、C(I) =
∪

Jσi
=I

σiと定義する.

注意 3.2 Jσ1 , · · · , Jσl
には、同じイデアルが出てくることはあるかもしれないが、真の

包含関係はない.

実際、ある i ̸= j に対し Jσi が Jσj に真に含まれるとすると、Int(σi)の有理数点 xと

Int(σj)の有理数点 yを結ぶ線分上の有理数点 zに対し、補題 3.1から

z ̸= yならば
√

JR(z) = Jσi

が成り立つ. 一方、y のある ϵ近傍 Uϵ(y)は Int(σj)に含まれるから、Uϵ(y)の点かつ線

分上の yと異なる有理数点 zに対し、Jσi =
√
JR(z) = Jσj となり、Jσi が Jσj に真に含

まれることに矛盾する.
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注意 3.3 各 iに対して、[石田, (1.2.14)]より σi = (Int(σi))
¯である. 従って、xが σi に

含まれることと、xの任意の ϵ近傍 Uϵ(x)と Int(σi)が共通部分を持つことが同値である.

補題 3.4 I を Rのイデアルとする. C(R)の元 x（xは有理数点とは仮定しない）に対し

「xの ϵ近傍 Uϵ(x)の任意の有理数点 aにおいて
√
JR(a) = I」を満たす正の数 ϵが存在

するならば、xは C(I)の元である.

証明 x が C(R) の元なので、x はある σi に含まれる. このとき注意 3.3 より Uϵ(x) と

Int(σi)は共通部分を持つので、Uϵ(x)∩Int(σi)の有理数点 aにおいて I =
√
JR(a) = Jσi

である. よって σi は C(I)に含まれる. 証明終

命題 3.5 I を Rのイデアル、C(I) ̸= ∅と仮定すると次が成り立つ.

(1) C(I)は錐体である.

(2) Int(C(I))の 0でない有理数点 xに対し、
√

JR(x) = I である.

証明 (1)を示す. x,y を C(I)の元で xは σi、y は σj に含まれるとする. このとき、x

と yを結ぶ線分上の任意の点 zが C(I)に含まれることを示せばよい. i ̸= j と仮定する.

任意の正の実数 ϵに対し、次を示せばよい.

Uδ(zϵ)の 0でない任意の有理数点 aに対し
√

JR(a) = I となるような、Uϵ(z)∩C(R)

の元 zϵ と正の実数 δ が存在する.

これが示せたら、補題 3.4より zϵ は C(I)の元であり、従って zに収束する C(I)の点

列が存在する. よって zは C(I)¯= C(I)に含まれることがわかる.

正の実数 ϵ に対し、x に十分近い Int(σi) の有理点 x′、y に十分近い Int(σj) の点 y′

を、x′ と y′ を結ぶ線分と z の ϵ 近傍 Uϵ(z) が共通部分を持つようにとる. このとき zϵ

を x′ と y′ を結ぶ線分上の Uϵ(z)のある点とすると、次の 2条件を満たすような正の実数

δ, δ′ がとれる.

• Uδ′(y
′)は Int(σj)に含まれる.

• Uδ(zϵ) の任意の有理数点 a に対し、x′ と a を結ぶ直線と Uδ′(y
′) は共通部分を

もつ.

aを Uδ(zϵ)内の任意の有理数点とする. x′ と aを結ぶ直線上にある Uδ′(y
′)内の有理数

点 bをとると、bは Int(σj) の有理数点なので
√
JR(b) = I である. また x′ は Int(σi)

の有理数点なので
√

JR(x′) = I であるので、補題 3.1より
√
JR(a) = I である.
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(2)を示す. Int(C(I))の 0でない有理数点 xに対し、xの ϵ近傍 Uϵ(x)が Int(C(I))

に含まれるような正の実数 ϵ が存在する. また x は C(I) の元なので、x は σj1（ただ

し Jσj1
= I）に含まれるとする. このとき注意 3.3 より、Uϵ(x) と Int(σj1) は共通部分

を持つので、Uϵ(x) ∩ Int(σj1) に含まれる有理数点 b1 をとり、b1 の δ 近傍 Uδ(b1) が

Uϵ(x)∩ Int(σj1)に含まれるよう正の実数 δをとる. ここで x = 1
2 (b1+b2)となるように

Uϵ(x)の元 b2 をとる. b2 も C(I)の元であるので、b2 は σj2（ただし Jσj2
= I）に含ま

れるとする. すると b2 の δ 近傍 Uδ(b2)は Uϵ(x)に含まれて、かつ注意 3.3より Uδ(b2)

と Int(σj2)は共通部分を持つ. b′
2 をこの共通部分のある有理数点とすると

√
JR(b′

2) = I

である. c = b2 − b′
2、b′

1 = b1 + cとおくと b′
1 は Uδ(b1)の元であり、

x =
1

2
b1 +

1

2
b2 =

1

2
b′
1 +

1

2
b′
2

である. b′
1 = 2x− b′

2 より、b′
1 は Uδ(b1)の有理数点なので Int(σj1)の有理数点である

から
√
JR(b′

1) = I となり、補題 3.1より
√
JR(x) = I である. 証明終

C(I) =
m∪
i=1

σi, σi =

mi∑
j=1

R≥0bij とすると、C(I)は {bij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ mi}を

生成系とする有限生成錐体である. また各 σi は n次元なので C(I)も n次元である. 従っ

て C(I)は chamberである.

命題 3.6

C(R) =
∪

C(I )̸=∅

C(I)

は Rの chamber分解である.

証明 I, J をイデアルとし、I ̸= J ならば C(I) ∩ C(J) は ∂C(I) ∩ ∂C(J) に含まれる

ことを示す. ∂C(I) ∩ ∂C(J) に含まれない C(I) ∩ C(J) の元 x があるとすると、x は

Int(C(I)) または Int(C(J)) の元である. x が Int(C(I)) の元とすると、x のある ϵ 近

傍 Uϵ(x)は Int(C(I))に含まれる. よって Uϵ(x)の 0でない任意の有理数点 aにおいて√
JR(a) = I である. また xは C(J)に含まれるので、Uϵ(x)と Int(C(J))は共通部分を

持ち、この共通部分の有理数点 aにおいて、
√
JR(a) = J となり、I と J が異なること

に矛盾する. 証明終

以上により、Rには chamber idealが全て異なる分解が少なくとも一つ存在することが

わかった. また次の一意性が成り立つ.

定理 3.7 chamber idealが全て異なる分解は一意的に存在する.

10



証明 存在性は命題 3.6 でわかっている. 2 通りの分解があったとする. C(R) =∪
C(I) =

∪
C ′(I) とし、C(I) と C ′(I) は chamber ideal が I である chamber とする.

まず Int(C(I)) が C ′(I) に含まれることを示す. x を Int(C(I)) の元とすると、x のあ

る ϵ近傍 Uϵ(x)が Int(C(I))に含まれる. よって Uϵ(x)の 0でない任意の有理数点 aに

対し、
√

JR(a) = I である. x は C(R) =
∪
C ′(I) の元であるので、補題 3.4 より x は

C ′(I)の元である. C ′(I)は閉集合より、C(I) = (IntC(I))¯は C ′(I)に含まれる.同様に

して C(I) ⊂ C ′(I)が示され、C(I) = C ′(I)がわかった. 証明終

命題 3.6 と定理 3.7 により、任意の chamber 分解に対して、chamber ideal が同じで

ある chamberを一つにまとめると、chamber idealが全て異なる唯一の chamber分解が

得られることがわかった. これを最短 chamber 分解と呼ぶことにする. つまり、任意の

chamber分解は最短 chamber分解の各 chamberを分割して得られるわけである.

4 補題 3.1の証明

この章では、前章で用いた補題 3.1の証明を行う.

次に注意する.

注意 4.1 R =
⊕

a∈Zn

Ra を Zn 次数付環とするとき、次が成り立つことは、証明なしに

使う.

(1) T を Zn の部分群とするとき、Rがネーター環ならば
⊕
a∈T

Ra も次数付ネーター環で

ある.

(2) n = 2、bを 0でない Z2 のベクトルとするとき、Rがネーター環ならば
⊕

(a,b)≥0

Ra

も次数付ネーター環である.

(3) 次は同値である.

(i) Rはネーター環である.

(ii) R0 はネーター環かつ、Rは R0 上有限生成な環である.

補題 3.1の証明をはじめる. a,bは補題 3.1の条件を満たすものとする. a = cなら明

らかなので、a ̸= c とする. c = sa + tb（ただし s, t は有理数で 0 < s < 1, 0 < t <

1, s + t = 1）としてよい. a と b が一次独立でないときは、補題 3.1 は簡単に示すこ

とができる. 以下、a と b は一次独立とする. a,b, c を自然数倍して、a,b は整数点、

S = Za + Zb としたとき c ∈ S としてよい. このとき c は a と b を結ぶ線分上にはな
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く、c = sa+ tb(s, tは自然数)を満たす. R′ =
⊕
d∈S

Rd とおくと、Z2 ∼= S ⊂ Zn なので

注意 4.1より、R′ はネーター環であり R0 上有限生成な環である.

主張 4.2 R′ において補題 3.1が成り立つならば、Rにおいても補題 3.1が成り立つ.

証明 まず d, eを S の元とするとき、
√

JR′(d)が
√
JR′(e)に含まれることと、

√
JR(d)

が
√
JR(e)が含まれることが同値であることを示そう.√
JR′(d) が

√
JR′(e) に含まれるとする. x を Rf の元（ただし f は R>0d ∩ Zn の

元）とする. f = ad と表すと、d, f が整数点であるから a は正の有理数である. よって

mf = madが S の元となるような整数 mが存在する. 従って、xm は JR′(d)の元であ

り、仮定から
√
JR′(e)に含まれる. 故に xは

√
JR(e)に含まれる.

逆を示す.
√
JR(d) ∩ R′ =

√
JR′(d)となることを示せばよい. 右辺が左辺に含まれる

ことはよい. JR(d) = (α1, · · · , αh)Rとし、αi は degαi = aid（1 ≤ i ≤ h）を満たす斉

次元とする. dは整数点なので ai は有理数である. よって degαm
i が R>0d ∩ S に含まれ

るような整数 mが存在する. このとき αm
i は R′ の元である. ここで xを

√
JR(d) ∩ R′

の斉次元とすると、ある整数 n が存在して、xn が (αm
1 , · · · , αm

h )R に含まれるので、

xn =
∑h

i=1 α
m
i xi（ただし xi は斉次元）と表せる. deg xn, degαm

i は S の元なので xi は

R′ の元としてよい. 従って xn は JR′(d)に含まれるから、xは
√
JR′(d)の元である.

よって
√
JR′(a) =

√
JR′(c)ならば

√
JR(a) =

√
JR(c)となるので、R′ において補題

3.1が成り立つならば、Rにおいても補題 3.1が成り立つ. 証明終

従って、Rを Z2 次数付ネーター環としてよい. 基底を取り替えて、R≥0aと R≥0bの

なす角を 90◦ 未満とし、a = (0, y1),b = (x2, y2) (ただし y1, x2, y2 > 0)とする.

主張 4.3 JR(a)JR(b)は
√
JR(c)に含まれる.

証明 x を JR(a) の斉次元、y を JR(b) の斉次元、deg x = r1a、deg y = r2b（ただし

r1, r2 は自然数）とする. c = sa+ tbであったので

deg(xsr2ytr1) = r1r2(sa+ tb) = r1r2c

より、xsr2ytr1 は JR(c)に含まれる. よってm = max(sr2, tr1)とすると (xy)mは JR(c)

に含まれるので xy は
√
JR(c)の元である. 証明終

主張 4.3より、
√
JR(a)は

√
JR(c)に含まれる.

逆に
√

JR(c) が
√
JR(a) に含まれることを示したい. JR(a) = R のときはよい.
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JR(a) ̸= Rのときを考える. Rの R0 上の斉次生成元の次数を a1, · · · ,as とする. aがあ

る半直線 R≥0ai 上にあるとき、JR(a) ̸= Rより R≥0(−ai)は C(R)に含まれない. 従っ

て a1, · · · ,as は R2 のある半平面上に存在する. まず Rai1 ̸= Rai2 かつ、1 ≤ k ≤ s に

対し ak は R≥0ai1 + R≥0ai2 の内点ではないとき、R≥0ai1 + R≥0ai2 は chamberになる

([高瀬]) ことに注意する. この方法で C(R) を chamber 分解する. a が chamber の内点

でないとする. このとき dを、aのすぐ右の chamberの内点であり、Rdは Rcより傾き
が大きい有理数点とする. ak = (pk, qk)（1 ≤ k ≤ s）とするとき、Rのイデアル I1, I2, I3

を次のように定義する.

• I1 は、pk ≤ 0を満たす ak を次数に持つ生成元で生成されるイデアル.

• I2 は、pk ≥ 0を満たす ak を次数に持つ生成元で生成されるイデアル.

• I3 は、pk > 0を満たす ak を次数に持つ生成元で生成されるイデアル.

すると、[高瀬, (2.6)]より
√
I1 ∩ I2 =

√
JR(a)、

√
I1 ∩ I3 =

√
JR(d)である. よって√

JR(d)は
√

JR(a)に含まれる. また主張 4.3より
√
JR(a)JR(c) ⊂

√
JR(d)であるの

で、
√

JR(a) =
√
JR(d)が成り立つ. 従って aを dだと思うことにより、aは chamber

R≥0ai1 + R≥0ai2 の内点 (ただし a1, · · · ,as は R≥0ai1 + R≥0ai2 の内点でない) として

よい.

改めて、a = (0, y1)、b = (x2, y2)(ただし y1, x2, y2 > 0)、c = sa+ tb(s, tは自然数)、

aは chamber Rai1 +Rai2 の内点と仮定して証明を進める. Rを直線 Rc上に制限した環
は依然として Z2 次数付ネーター環なので R0 上有限生成である. この R0 上の斉次生成

元を x1, · · · , xq とし、次を満たすものとする.

• 1 ≤ i ≤ q に対し deg xi は直線 R>0c上の整数点.

• 0 < |deg x1| ≤ · · · ≤ |deg xq|

ここで | deg xi|は原点と deg xi の距離である.このとき、任意の iに対し xi が
√
JR(a)

に含まれることを示す.

JR(b)が斉次元 b1, · · · , bh（ただし deg b1, · · · , deg bh ∈ R>0b∩Z2）で生成されるとす

る. bは整数点なので deg bi = cib（ciは有理数）と表せる. よって deg bp1

1 = · · · = deg bph

h

となる自然数 p1, · · · , ph が存在し、
√
JR(b) =

√
(bp1

1 , · · · , bph

h )となる. 従って、各 bi を

ベキで取り替えることにより、次を満たすとしてよい.

•
√
JR(b) =

√
(b1, · · · , bh)

• deg b1 = · · · = deg bh = cb (ただし cはある正の有理数)
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• deg bi の x座標を d1、deg xq の x座標を d2 としたとき、d2 < d1 となる.

f = (1, 0) とすると、仮定より内積 (ai1 , f) と (ai2 , f) のうち片方は正、もう片方は

負である. 以下 (ai1 , f) > 0 とし、ai1 = (α, β) とする (α, β > 0 としてよい). ここ

で
⊕

(e,f)≥0

Re を考える. これは注意 4.1 より R0 上有限生成なので、その斉次生成元

を c1, · · · , ck, d1, · · · , dk′ とし、deg ci = (αi, βi), deg dj = (α′
j , β

′
j)は次を満たすものと

する.

• 1 ≤ i ≤ k に対し、βi >
β
ααi

• 1 ≤ j ≤ k′ に対し、β′
j ≤

β
αα

′
j

すると deg c1, · · · , deg ck は Int(R≥0ai1 +R≥0ai2)に含まれることに注意する.
√
JR(a)

は
√

JR(b)に含まれるので、aを含む chamberの内点 Int(R≥0ai1 +R≥0ai2)の整数点を

次数にもつ斉次元はR/(b1, · · · , bh)のベキ零元である. よって cm1 , · · · , cmk ∈ (b1, · · · , bh)
となる自然数 m が存在する. max{βi − β

ααi | 1 ≤ i ≤ k} = βu − β
ααu とおき、

N = {(x, y) | x ≥ 0, y ≥ β
αx+ km(βu − β

ααu)}とおく.

主張 4.4 e ∈ N ならば、Re ⊂ (b1, · · · , bh)である.

証明 e = (x, y) ∈ N とする. ξ = cs11 · · · cskk dt11 · · · dtk′
k′ を Re に含まれる単項式とする.

もし ξ /∈ (b1, · · · , bh)なら、任意の iに対し si < mである.

x = s1α1 + · · ·+ skαk + t1α
′
1 + · · ·+ tk′α′

k′

y = s1β1 + · · ·+ skβk + t1β
′
1 + · · ·+ tk′β′

k′

であるので

y − β

α
x = s1β1 + · · ·+ tk′β′

k′ −
β

α
(s1α1 + · · ·+ tk′α′

k′)

= s1(β1 −
β

α
α1) + · · ·+ sk(βk − β

α
αk) + t1(β

′
1 −

β

α
α′
1) + · · ·+ tk′(β′

k′ −
β

α
α′
k′)

≤ s1(β1 −
β

α
α1) + · · ·+ sk(βk − β

α
αk)

< m
{
(β1 −

β

α
α1) + · · ·+ (βk − β

α
αk)

}
≤ mk(βu − β

α
αu)

となり、e ∈ N であることに矛盾する. よって si ≥ m となる i が存在するので、

ξ ∈ (b1, · · · , bh)である. 従って Re ⊂ (b1, · · · , bh)である. 証明終
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Rを直線 Ra上に制限した環はネーター次数付環であるので、この環の R0 上の斉次生

成元 a1, · · · , ap がとれる. このとき次を満たす自然数 k1, · · · , kp がとれる.

• deg ak1
1 = · · · = deg a

kp
p

• 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ pに対し、deg xia
kj

j が N に含まれる.

主張 4.4より xia
kj

j が (b1, · · · , bh)に含まれるので、xia
kj

j =
∑h

u=1 buciju（ただし ciju

は 0または deg(xia
kj

j ) = deg(buciju)を満たす斉次元とする）と表せる. ciju ̸= 0としよ

う. すると deg ciju = deg xi + deg a
kj

j − deg bu である. deg xia
kj

j と deg ciju を結ぶ線

分の長さを η (= | deg bu|) とおく. またこの線分と直線 Ra との交点を e（∈ Q2）とお

き、eと deg ciju を結ぶ線分の長さを δiη とおく. すると d2 < d1 より 0 < δi < 1であ

り、deg ciju, deg xia
kj

j ∈ Z2 かつ e ∈ Q2 より δi は有理数である. さらに eと deg a
kj

j を

結ぶ線分の長さを φi とおくと、次を満たす自然数 vi がとれる.

• viδi は自然数.

• | deg(ak1
1 · · · akp

p )| < viφi

このとき、(xia
kj

j )vi = (
∑h

u=1 buciju)
vi =

∑
MCM（ただしM は b1, · · · , bh につい

ての vi 次斉次単項式）とおく. M = M1M2 とおく. ただし M1 は b1, · · · , bh について
の viδi 次、M2 は vi(1 − δi) 次単項式とする. すると (xia

kj

j )vi =
∑

M2(M1CM ) であ

り、degM1CM は直線 Ra 上の点である. よって M1CM は am1
1 · · · amp

p の形の単項式

の R0 線型結合として表せる. ここで m1, · · · ,mp は非負整数である. 1 ≤ i ≤ pに対し

mi = wiki + qi, 0 ≤ qi < ki とすると、|deg(aq11 · · · aqpp )| < | deg(ak1
1 · · · akp

p )| < viφi で

ある. また

| degM1CM | = | deg(am1
1 · · · amp

p )| = | deg(aw1k1
1 · · · awpkp

p )|+ | deg(aq11 · · · aqpp )|

かつ |degM1CM | = |deg akjvi
j |+ viφi であるので、|deg(aw1k1

1 · · · awpkp
p )| > |deg akjvi

j |
である. よって w1 + · · · + wp > vi である. 故に M1CM は (ak1

1 , · · · , akp
p )vi+1 の元な

ので、(xia
kj

j )vi =
∑

M2(M1CM ) も (ak1
1 , · · · , akp

p )vi+1 の元である. ここで V は R を

含む DVR、v をその正規化された加法付値とし、ϵ = min{v(ak1
1 ), · · · , v(akp

p )} とおく.

ϵ = v(a
kj

j )とすると v((xia
kj

j )vi) ≥ ϵ(vi + 1)であるから v(xvi
i ) ≥ ϵである. よって xvi

i

は (ak1
1 , · · · , akp

p )V の元である. これはRを含む任意のDVRに対して成り立つので、xvi
i

は (ak1
1 , · · · , akp

p )の整閉包に含まれる [SH, (6.8.2)]. よって xvi
i は

√
(ak1

1 , · · · , akp
p )の元

なので
√
JR(a)の元である. 証明終

ここで証明の最後に用いた事実 [SH, (6.8.2)]の証明を記す.
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定理 4.5 Rをネーター整域、I を Rのイデアルとすると

Ī =
(∩

V

IV
)
∩R

が成り立つ. ただし Ī はイデアル I の整閉包であり、上の共通部分の V は Rと Rの商体

Q(R)の間の DVRを全てわたるものである.

証明 IV = ĪV = ¯IV であるので、Ī が右辺に含まれることはよい. 逆を示す. r を 0

でない (∩IV ) ∩ R の元とする. S = R[ Ir ]とおくと、S の商体 Q(S) は Q(R) と等しい.

K = Q(S) = Q(R)とおく. S ⊂ V ⊂ K となる任意の V (V は DVR)に対し、r は IV

に含まれるから I
rV = V である. もし S が I

rS を真に含んでいるとすると、
I
rS は S のあ

る極大イデアルに含まれる. その極大イデアルをmとすると、S ⊂ V ⊂ K となる DVR

でmV ∩ S = mを満たす V が存在する. ここでmV は V の極大イデアルである. このと

き I
rS ⊂ mを V に拡大すると I

rV ⊂ mV ⊂ mV となり、 I
rV = V であることに矛盾す

る. よって I
rS = S である. 従って 1 ∈ I

rS より

1 =
b

r
(r0 + r1

b1
r

+ · · ·+ rn−1
bn−1

rn−1
) (ただし b ∈ I, bi ∈ Ii, ri ∈ R)

=
br0
r

+
r1b1b

r2
+ · · ·+ rn−1bn−1b

rn

=
n∑

i=1

ai
ri

ただし a1 = br0 ∈ I, a2 = r1b1b ∈ I2, · · · , an = rn−1bn−1b ∈ In である. よって

rn − rn−1a1 − · · · − ran−1 − an = 0となるから、r は I 上整である. 証明終

5 応用

R =
⊕

a∈Zn

Ra, S =
⊕

a∈Zn

Sa を Zn次数付ネーター整域、R0, S0を体、{a ∈ Zn | Sa ̸= 0}

は Qベクトル空間として Qn を生成するとする. また R ⊂ S であり、Rから S への自然

な射が finite射であるとする.

命題 5.1 C(R) = C(S)が成り立つ.

証明 Ra ⊂ Sa より左辺が右辺に含まれることはよい. 逆を示す. xを S の deg x = aの

斉次元 (x ̸= 0)とする. xは R上整なので

xm + a1x
m−1 + · · ·+ am = 0
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を満たす R の元 a1, · · · , am が存在する. この式の両辺の ma 次を取り出すことで、

ai ̸= 0となる ai は deg ai = iaの斉次元としてよい. x ̸= 0なので a1, · · · , am の中に少
なくとも 0 でないものがある. ai ̸= 0 とすると ia ∈ C(R) なので、C(S) ⊂ C(R) であ

る. 証明終

命題 5.2 a ∈ Qn とするとき、次が成り立つ.

(1)
√
JR(a)S =

√
JS(a)

(2)
√
JS(a) ∩R =

√
JR(a)

証明 (1) を示す. JR(a)S ⊂ JS(a) なので左辺が右辺に含まれることはよい. 逆を示す.

x を JS(a)の d次斉次元 (d ∈ R>0a ∩ Zn)とする. S は R上整なので

xm + a1x
m−1 + · · ·+ am = 0

を満たす R の斉次元 a1, · · · , am が存在する. ただし ai ̸= 0 なら deg ai = id とし

てよい. よって deg ai = id ∈ R>0a ∩ Zn なので ai ∈ JR(a) である. 故に xm =

−(a1x
m−1 + · · ·+ am) ∈ JR(a)S より x ∈

√
JR(a)S である.

(2)を示す. JR(a) ⊂ JS(a)なので右辺が左辺に含まれることはよい. 逆を示す. JR(a)

の任意の極小素イデアル P に対し、
√
JS(a) ∩ R ⊂ P となることを示せばよい. JR(a)

の極小素イデアル P に対し R ⊂ S は整拡大なので、Q ∩ R = P を満たす S の素イデア

ルQが存在する. xを JS(a)の元とすると、(1)の証明より xm+a1x
m−1+ · · ·+am = 0

としたとき ai ∈ JR(a)であったから、ai ∈ P ⊂ Qである. よって xm が Qに含まれる

から、JS(a) ⊂ Qである. 故に
√

JS(a) ∩R ⊂ Q ∩R = P となる. 証明終

この命題 5.2から、次が成り立つ.

系 5.3 0 でない有理数点 a,b に対し、
√

JR(a) =
√
JR(b) であることと

√
JS(a) =√

JS(b)であることは同値である.

以上より次が成り立つ.

命題 5.4 Rの chamberは S の chamberである. 逆も正しい.

証明 系 5.3より明らかである. 証明終

従って、R ⊂ S の間の包含射が finite射であるなら、Rと S は同じ chamber分解を持

つことがわかった.
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このことから、S がK[x1, · · · , xd]上有限生成な加群 (ただしK = S0)となるような代

数的独立な S の元 x1, · · · , xd が、斉次元でとれるとは限らないということが示せる.

例 5.5 K を体とし、S = K[X,Y, Z,W ]/(XW −Y Z)とおく. degX = (3, 0), deg Y =

(2, 1), degZ = (1, 2), degW = (0, 3) として S を Z2 次数付環とする. このとき、

dimK[X,Y, Z,W ] = 4, ht(XW − Y Z) = 1 なので、dimS = 3 である. ネーター

の正規化定理より、S が K[t1, t2, t3] 上有限生成となるような代数的独立な S の元

t1, t2, t3 が存在する. このとき、t1, t2, t3 のうち少なくとも 1つは非斉次である.

証明 a1 = (3, 0),a2 = (2, 1),a3 = (1, 2),a4 = (0, 3)とし、σ1 = R≥0a1 + R≥0a2, σ2 =

R≥0a2 + R≥0a3, σ3 = R≥0a3 + R≥0a4 とおく. このとき C(S) = ∪3
i=1σi が S の最

短 chamber 分解になることを示す. chamber 分解になることはよい. chamber ideal

が全て異なることを示せばよい. Jσ1 = Jσ2 と仮定する. Jσ1 =
√
(X) ∩ (Y,Z,W )

であり、(X) ∩ (Y, Z,W ) ⊂ (X,Z) である. S/(X,Z) ∼= K[Y,W ] より (X,Z) は素イ

デアルなので、Jσ1 ⊂ (X,Z) である. よって Jσ2 ⊂ (X,Z) となる. しかし YW ∈√
(X,Y ) ∩ (Z,W ) = Jσ2 であるが、YW /∈ (X,Z)なので Jσ1 = Jσ2 であることに矛盾

する. 故に Jσ1 ̸= Jσ2 となり、同様に Jσ2 ̸= Jσ3 である. また補題 3.1 より Jσ1 ̸= Jσ3

も成り立つ. よって chamber ideal が全て異なるから、S は σ1, σ2, σ3 による chamber

分解が最短である. t1, t2, t3 を斉次元とすると、K[t1, t2, t3]は Z2 次数付き環になり、命

題 5.4より K[t1, t2, t3]もこの 3つの chamberによる chamber分解が最短である. しか

し K[t1, t2, t3]は 2つの chamberによる chamber分解を持つから、K[t1, t2, t3]と S の

chamber分解が一致することに矛盾する. 証明終

次の環は、様々な研究者によって深く研究されているが、これらは斉次なネーターの正

規化を持つ例になっている.

例 5.6 K を体、S = K[X,Y, Z]を多項式環、n1, n2, n3 をどの二つも互いに素な自然数

とし
φ : S −→ K[T ]

∈ ∈

X 7−→ Tn1

Y 7−→ Tn2

Z 7−→ Tn3

とするとき P = Ker(φ) とする. このとき、R′
S(P ) =

⊕
n∈Z

P (n)tn と定義する. ここで

P (n) は P の n階シンボリック冪であり、n < 0のとき P (n) = S とする. このとき次が

成り立つ. ([和田, (3.5)])
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R′
S(P )をネーター、f ∈ P (k), g ∈ P (l) を Hunekeの判定法を満たす斉次多項式とする.

このとき T = K[X, t−1, ftk, gtl]とおくと、T ⊂ R′
S(P )かつ R′

S(P )は有限生成 T 加群

であり、T は 4変数多項式環と同型である.
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