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1 序
極大コーエン・マコーレー加群は、古くから可換環論における重要な研究テー
マである。まず、極大コーエン・マコーレー加群の定義を与える。極大コーエン・
マコーレー加群に関する詳しい内容は [20]を参照。

定義 1.1 Rをネーター局所環とする。M ̸= (0)を有限生成R-加群とする。

depthM = dimR

を満たすようなR-加群Mを極大コーエン・マコーレーR-加群と呼ぶ。または、省
略して単にMCMと呼ぶ。
また、一般のネーター環Rに対しては、任意のm ∈ MaxR ∩ SuppM に対して

depthMm = dimRm

をみたすときMは極大コーエン・マコーレーR-加群であるという。

次の予想 1.2が正しければ、Serreの positivity予想などの様々な局所環論の未解
決問題が肯定的に解決されることが知られている。しかし、予想 1.2が無条件に正
しいと信じている人は少ないようである。この予想 1.2を small Mac予想と呼ぶ。

予想 1.2 任意の完備ネーター局所環Rに対して、極大コーエン・マコーレーR-加
群が存在する。

ホモロジカル予想の中には、次のようなヒエラルキーがある。

samllMac予想 =⇒ bigMac予想 =⇒ 直和因子予想 =⇒ シジジー予想
⇓ ⇕

Serreの重複度予想 単項式予想
⇓

新交叉予想 (定理)

歴史的には、Serreの重複度予想を解決するために、ほかの様々な予想が提起さ
れた。各予想を説明しよう。

予想 1.3 (big Mac予想) Rをネーター局所環とする。Rの任意のパラメータ系
に対して、それをM-正則列とするようなR-加群M が存在する。1

予想 1.4 (直和因子予想) Rをネーター環とする。Sを正則局所環で単射な finite

射 S → Rが存在すると仮定する。このとき、Sは S-加群としてのRの直和因子
である。

1このような R-加群M を big Mac 加群と呼ぶ。
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予想 1.5 (単項式予想) Rをネーター局所環とし、x1, . . . , xdをパラメータ系とす
る。このとき、任意の正整数 t > 0に対して xt−1

1 · · · xt−1
d ∈/(xt

1, . . . , x
t
d)Rである。

予想 1.6 (シジジー予想) Rをネーター局所環とする。Ki−1をある有限生成R-加
群の i次シジジーで自由加群でない (特に 0でない)有限生成R-加群とする。この
とき、

i ≤ rankRKi−1

である。

予想 1.7 (新交叉予想) Rをネーター局所環とする。

F· : 0 → Fn → Fn−1 → · · · → F0 → 0

を有限生成自由 R-加群からなる完全列でない鎖複体とする。任意の iに対して、
ℓR
(
Hi(F·)

)
< ∞とする。このとき、

dimR ≤ n

が成り立つ。

1974年、Hochsterが体を含む場合にはbig Mac予想が正しいことを証明した [9]。
シジジー予想は、Evans-Griffithsによって 1981年にRが体を含む場合には肯定的
に証明されている [3]。Hochsterは、1983年には、big Mac予想が正しければ直和
因子予想が正しいことを、直和因子予想が正しければシジジー予想が正しいこと
を、また、直和因子予想と単項式予想がそれぞれ同値であることを証明し、さらに
体を含むネーター局所環に対しては直和因子予想と単項式予想が正しいことを証
明した。同年には、後藤四郎によってBuchsbaum環に対して単項式予想が正しい
ことが証明されている [6]。1987年、Robertsは任意のネーター局所環に対して新
交叉予想を証明し [16]、これは現在では新交叉定理と呼ばれている。1992年には、
Hochsterと Hunekeは標数が素数の局所環に対して big Mac加群を具体的に構成
している [8]。そして、2002年にはHeitmannが 3次元のネーター局所環に対して
直和因子予想が正しいことを証明した [7]。このHeitmannの証明を用いて、2002

年に、Hochsterはクルル次元が 3以下のネーター局所環において big Mac予想が
正しいことを証明している [10]。
次の予想 1.8は Serreの重複度予想と呼ばれ、Serreによって 1965年に提起され
た。前記した Serreの positivity予想は予想 1.8(3)である。

予想 1.8 Rを正則局所環とする。M , N は有限生成R-加群であって

0 < ℓR(M ⊗R N) < ∞

なるものとする。また、

χR(M,N) :=
∑
i≥0

(−1)iℓR
(
TorRi (M,N)

)
∈ Z

と定める。このとき、次の (1), (2), (3)が成り立つ。

4



(1) dimM + dimN ≤ dimR

(2) dimM + dimN < dimRならば χR(M,N) = 0である。

(3) dimM + dimN = dimRならば χR(M,N) > 0である。

予想 1.8(1)は Serre [17]が 1965年に証明した。また同時に、Serreは (2)と (3)を
Rが体を含む場合には正しいことを示している。(2)は、1985年に、Roberts [15]

とGillet-Soulé [5]によって独立に証明された。(3)は今もなお未解決問題となって
いる。1995年に Gabber は (3)において左辺が非負であることを証明した [1]。前
述の通り、small Mac予想が正しければ、以上のような未解決の予想が肯定的に解
決される。
ここで、次の予想を考えたい。µRは定義 2.11で定義する。µRを環Rの基本類
という。

予想 1.9 Rを優秀正則局所環の準同型像とする。このとき、G0(R)Rの中で、µR ∈
CCM(R)である。

以下で説明するが、基本類 µRはホモロジカル予想と深い関係がある [14]。予想
1.9を FC予想と呼ぶ。FC予想はRが完全交叉環であれば正しいことが知られて
いる [4]。しかしながら、Rが体を含むゴーレンシュタイン環あるいはコーエン・
マコーレー環という良い環であってさえも未解決である。FC予想が正しければ
CCM(R)が空集合ではないので、外面的に見れば FC予想は small Mac予想より
も強いように思える。しかし、実はこれらはほぼ同値である。つまり、FC予想に
おける環のカテゴリーを、あるいは small Mac予想における環のカテゴリーをう
まく調整すれば同値性が証明される [12]。一方、定義 2.7で、CCM(R)より大きな
strictly nef cone SN(R)が定義される（正確には、SN(R)∪ { 0 } ⊃ CCM(R)であ
る）。Robertsは、Rが体を含む場合にµR ∈ SN(R)を示すことによって、（混合標
数の場合を含めて）新交叉予想を肯定的に示した。Rが体を含むとは限らない混
合標数の場合に µR ∈ SN(R)となるかどうかは知られていないが、これが正しけ
れば、Serreの重複度予想の一部が解ける（M またはN がコーエン・マコーレー
加群のとき）。このように、基本類 µRはホモロジカル予想と濃い結び付きがある
ことが分かる。Rがコーエン・マコーレーでないときには、[R] ∈/SN(R)となる例
もあるので、µRは [R]より性質が良いと考えることもできる。
この修士論文では、FC予想が成り立つ一つの環の例を提示する。つまり、次の
定理を証明することが目標である。

定理 1.10 (R, m)を、d次元 F-finiteコーエン・マコーレー局所整域で、剰余体
R/mが完全体なるものとする。このとき、もしもRが FFRTならば、

µR ∈ C ′
CM(R)

である。特に、G0(R)Qの中で [N ] = rankRN · µRを満たすような極大コーエン・
マコーレーR-加群N ̸= 0が存在する。
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以下では、第 2章でGrothendieck群、Chow群、それから基本類などの定義を
する。そして第 3章では、F-finiteに関する基本事項を見た後、第 4章で F e

∗R の
rankを求める。最後の第 5章で定理 1.10を証明する。
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2 notation

N を Z-加群で、KをQまたはRであるとする。このとき、NK := N ⊗Z Kと
定める。

定義 2.1 Rをネーター環とし、MRを有限生成R-加群のカテゴリーとするとき、

G0(R) :=

⊕
M∈MR

Z[M ]⟨
[M2]− [M1]− [M3]

∣∣ 0 → M1 → M2 → M3 → 0はMR内の完全列
⟩

を有限生成R-加群のGrothendieck群という。ただし、
⊕

M∈MR

Z[M ]は

{
[M ]

∣∣M ∈ MR

}
を基底とする自由アーベル群である。

以下、(R,m)はネーター局所環とする。

定義 2.2

C(R) :=

{
F· 任意の p ∈ SpecR− {m}に対して (F·)pが完全列であるような

有限生成自由R-加群の bounded complex

}

とおく。C(R)の部分カテゴリーCd(R)を次で定義する。

Cd(R) := { F· ∈ C(R) F·は長さ dで完全列でない }

定義 2.3 F· ∈ C(R)に対して、射

χF. : G0(R) −→ Z

∈ ∈

[M ] 7−→
∑
i

(−1)iℓR
(
Hi(F· ⊗R M)

)
が得られ、これを用いて

G0(R) :=
G0(R)

{ α ∈ G0(R) 任意の F· ∈ C(R)に対してχF.(α) = 0 }

と定義する。上の右辺の分母に入る元 α ∈ G0(R)は、0に数値的同値と呼ばれる。
G0(R)は、数値的同値で割ったGrothendieck群と呼ばれる。

注意 2.4 G0(R)は、0でない有限生成自由 Z-加群である [13]。
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例 2.5 Rを次元 2以下のネーター局所整域とする。このとき、G0(R) ≃ Z である
[13]。

定義 2.6 RのCohen-Macaulay coneは、

CCM(R) :=
∑

M :MCMR-加群

R≥0[M ] ⊂ G0(R)R

で定義される。

定義 2.7 Rの strictly nef coneは、

SN(R) :=
{
α ∈ G0(R)R 任意の F· ∈ C(R)に対してχF.(α) > 0

}
で定義される。

注意 2.8 CCM(R) ⊂ SN(R) ∪ { 0 }である。

定義 2.9 Rを d次元ネーター局所環とするとき、

Ai(R) :=

⊕
p∈SpecR
dimR/p=i

Z[SpecR/p]

⟨
divq(x)

∣∣ q ∈ SpecR, dimR/q = i+ 1, x ∈ R− q
⟩

をRの i次のChow群という。ただし、
⊕

p∈SpecR
dimR/p=i

Z[SpecR/p] は

{
[SpecR/p]

∣∣ p ∈ SpecR, dimR/p = i
}

を基底とする自由アーベル群であり、

divq(x) :=
∑

p∈MinR(R/(q,x))

ℓRp (Rp/(q, x)Rp) [SpecR/p]

とする。RのChow群は

A∗(R) :=
d⊕

i=0

Ai(R)

で定義される。

特異リーマン・ロッホ理論によって、次の定理が得られる。

定理 2.10 (Baum-Fulton-MacPherson[4]) Rをネーター局所環とする。この
とき、自然なQ-ベクトル空間の同型写像

τR : G0(R)Q
∼−→ A∗(R)Q

が存在する。
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定義 2.11 Rをネーター局所整域とする。

µR := τ−1
R ([SpecR]) ∈ G0(R)Q

と定める。Rの基本類 (fundamental class)は、

µR := τ−1
R

(
[SpecR]

)
∈ G0(R)Q

で定義される。

注意 2.12 幾何的には、µR は次のような意味がある。Rは C上有限生成な d次
元整域とする。X = SpecRは Rに対応する代数多様体とする。このとき、基本
類 µX ∈ H2d(X,Q)が定まる。これは、H2d(X,Q) ≃ Zの生成元である。ここで、
H∗(X,Q)はBorel-Mooreホモロジーである。

G0(R)Q
τR
∼−→ A∗(R)Q

cl−→ H∗(X,Q)

clはサイクル写像とすると、cl(τR(µR)) = µX が成立する。

注意 2.13 µRには次のように正規拡大を用いた特徴づけがある。SをRの部分環
で正則局所環とする。Rは S-加群として有限生成な環を局所化した整域とする。
Lを Sの商体Q(S)の有限次正規拡大とする。BをLにおけるRの整閉包とする。
このとき、Bを有限生成R-加群とすれば、

µR =
1

rankRB
[B] ∈ G0(R)Q

を得る。µRは、上の Lの取り方によらずに定まることが証明できる [12]。
注意 5.2や主定理の証明にも出てくるが、ある意味で、µRはフロベニウスの極
限と見ることもできる。
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3 F-finite

定義 3.1 pを素数とする。Rを標数 pのネーター環とする。0 < e ∈ Nとするとき、

F e : R −→ R

∈ ∈

x 7−→ xpe

を e回フロベニウス写像と呼ぶ。e = 1のときは、単に、F := F 1をフロベニウス
写像と呼ぶ。

定義 3.2 pを素数とする。Rを標数 pのネーター環とする。フロベニウス写像

F : R −→ R

が finite射であるときに、Rは F-finiteであるという。

以下、F-finiteと言ったときは、環の標数は素数 pであると仮定する。

注意 3.3 Rを標数が素数 pの被約なネーター環とする。このとき、Rが F-finite

であるためには、
R1/p :=

{
x1/p x ∈ R

}
⊃ R

が有限生成R-加群となることが必要十分である。

証明は省略するが、次の事実から、F-finiteな環は強鎖状環である。

定理 3.4 (E. Kunz) F-finiteな環は優秀環である [11]。

F-finiteな環は以下の基本的な性質を持つ。

命題 3.5 ネーター環RをF-finiteと仮定する。このとき、以下はすべてF-finiteで
ある。

(1) Rの剰余環、

(2) Rの局所化、

(3) 有限生成R-代数、

(4) R上の形式的冪級数環

証明 R = F (R)r1 + · · ·+ F (R)rℓとする。ただし r1, . . . , rℓ ∈ Rとする。
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(1) Rの任意のイデアル Iに対して、riのR/Iへの像を ri ∈ R/Iとすれば、

R/I = F (R)r1 + · · ·+ F (R)rℓ
= F (R/I)r1 + · · ·+ F (R/I)rℓ

である。

(2) S ⊂ Rを積閉集合とすれば、

S−1R = F (S−1R)
r1
1
+ · · ·+ F (S−1R)

rℓ
1

である。

(3) (1)により、R上の多項式環を考えればよいが、変数の個数に関する帰納法によ
って、一変数多項式環R[X]についてだけ確かめれば十分である。F (R)[Xp] =

F (R[X])に注意すれば、

R[X] =
⊕

0≤j≤p−1

F (R)[Xp]Xj

により従う。

(4) (3)と同様に従う。
証明終

補題 3.6 Rをネーター環で、IをRのイデアルとする。このとき、R/IがF-finite

であれば、任意の正整数 n ∈ Nに対して、R/I2
n
もまた F-finiteである。

証明 x1, . . . , xs ∈ Rを用いて、R/I = F (R/I)x1 + · · · + F (R/I)xs とする。
I = (y1, . . . , yt)Rとすれば、

R = F (R)x1 + · · ·+ F (R)xs +Ry1 + · · ·+Ryt

である。さらに、

R = F (R)x1 + · · ·+ F (R)xs +
∑
1≤i≤s
1≤j≤t

F (R)xiyj +
∑
1≤i≤t
1≤j≤t

Ryiyj

を得る。従って、

R/I2 = F (R/I2)x1 + · · ·+ F (R/I2)xs +
∑
1≤i≤s
1≤j≤t

F (R/I2)xiyj

を満たすことが分かるので、R/I2は F-finiteである。同様の操作によって、任意
の正整数 n ∈ Nに対して、R/I2

n
もまた F-finiteであることが分かる。 証明終
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補題 3.7 Rをネーター環で、n =
√

(0)をRの冪零イデアルとする。このとき、R

が F-finiteであるためには、R/nが F-finiteとなることが必要十分である。

証明 Rが F-finiteであれば、R/nが F-finiteであることは命題 3.5(1)による。逆
に、R/nが F-finiteであるとする。Rがネーター環であることから、ある正整数
s ∈ Nがあって、n2

s
= (0)である。よって、補題 3.6からRがF-finiteであること

が分かる。 証明終

命題 3.8 ネーター環Rに対して、次は同値である。

(1) Rが F-finiteである。

(2) 任意の正整数 e ∈ Nに対して、e回フロベニウス写像F e : R → Rが finite射
である。

(3) ある正整数 e ∈ Nがあって、e回フロベニウス写像F e : R → Rが finite射で
ある。

証明 (1) ⇒ (2) ⇒ (3)は明らかなので、(3) ⇒ (1)を示そう。ある正整数 e ∈ Nが
あって、e回フロベニウス写像F e : R → Rが finite射であるとする。n :=

√
(0)を

Rの冪零イデアルとすれば、F e : R/n → R/nも finite射である。つまり注意 3.3に
より、(R/n)1/p

e
が有限生成R/n-加群である。したがって、(R/n)1/p

e
の部分R/n-

加群 (R/n)1/pは有限生成である。以上から、R/nはF-finiteなので補題 3.7によっ
て、Rが F-finiteであることが分かる。 証明終

補題 3.9 (R,m, k)をネーター完備局所環とする。このとき、Rが F-finiteである
ためには kが F-finiteとなることが必要十分である。

証明 RがF-finiteであると仮定すれば、その剰余環 k = R/mもまたF-finiteであ
る。次に kを F-finite であるとする。完備局所環の構造定理によりRはある形式
的冪級数環 k[[X1, . . . , Xn]]の準同型像であるが、いま k[[X1, . . . , Xn]]はF-finiteな
ので、Rは F-finiteである。 証明終

命題 3.10 ネーター局所環 (R,m)が F-finiteであれば、m-進完備化 (R̂, m̂)もまた
F-finiteである。

証明 環の自然な同型R/m ≃ R̂/m̂があるので、R̂/m̂は F-finiteである。従って、
補題 3.9により R̂が F-finiteであることが分かる。 証明終
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4 F e
∗Rの rank

この章の目標は、標数が素数 pの d次元 F-finiteネーター局所整域 (R,m)で剰
余体R/mが完全体なるものに対して、

rankR(F
e
∗R) = pde

が成り立つことを証明することである (命題 4.11)。これは古くから知られている
ことである。どこで最初に使われたのかは分からない。

定義 4.1 Rを環とし、MをR-加群とする。また、Q(R)をRの全商環とする。M⊗R

Q(R)が rank rの自由Q(R)-加群となるとき、Mは rank rを持つという。このとき、

rankRM := rankQ(R)(M ⊗R Q(R))

と定める。

定理 4.11の証明の準備のために、ネーター局所環 (R,m)上の有限生成加群M

が rankを持つときにm-進完備化 M̂ は rankを持ち、

rankR̂M̂ = rankRM

が成り立つことを見る。

注意 4.2 Rが整域であれば、有限生成R-加群は必ず rankを持つ。

定義 4.3 Rを環とし、M をR-加群とする。Q(R)をRの全商環とするとき、

M ⊗R Q(R) = 0

を満たすならば、M は torsion R-加群であるという。

注意 4.4 Mを有限生成R-加群とする。Mが torsion R-加群であるためには、R-非
零因子 s ∈ Rが存在して sM = 0を満たすことが必要十分である。

補題 4.5 f : R → Aをネーター環の平坦射とし、M を有限生成 R-加群とする。
このとき、次が正しい。

(1) m ∈ M ならば、AnnR(m)A = AnnA(m⊗ 1A)である。また、AnnR(M)A =

AnnA(M ⊗R A)である。

(2) M が torsion R-加群ならば、M ⊗R Aが torsion A-加群である。

(3) f が忠実平坦射ならば、(2)の逆も成り立つ。

13



証明

(1) R-加群の完全列 0 −→ AnnR(m) −→ R
φm−→ Mがある。ここで、φm はm倍

写像である。f が平坦射なので、A-加群の完全列

0 −→ AnnR(m)A −→ A
φ(m⊗1)−→ M ⊗ A

が得られる。従って、AnnR(m)A = AnnA

(
m ⊗ 1A

)
である。次に、M =

Rm1 + · · · + Rms とすれば、AnnR(M) =
∩

i AnnR(mi) であるが、一方
で

(∩
iAnnR(mi)

)
A =

∩
i (AnnR(mi)A) が成り立つので、AnnR(M)A =∩

i (AnnA(mi ⊗R 1A)) = AnnA

(
M ⊗R A

)
を得る。

(2) Mが torsion R-加群であるとすれば、注意 4.4により、R-非零因子 a ∈ R で
あって、aM = 0をみたすものが存在する。このとき, f(a)(M ⊗R A) = 0

であって、f(a)はA-非零因子である。よってM ⊗R Aは torsion A-加群で
ある。

(3) M が torsion R-加群でないとする。このとき、M の元mで、任意のR-非零
因子 x ∈ Rに対して xm ̸= 0をみたすようなものが存在する。つまり、任意
の元 a ∈ AnnR(m)はR-零因子である。従って、ある元 0 ̸= r ∈ Rがあって、

AnnR(m) ⊂ AnnR(r)

である。(1)に注意すれば、

AnnA(m⊗ 1A) ⊂ AnnA(r ⊗ 1A) = AnnA

(
f(r)

)
を得る。fが忠実平坦射なので f(r) ̸= 0であり、AnnA(m⊗ 1A)はA-零因子
からなる。したがって、m⊗ 1Aを annihilate するようなAのA-非零因子は
存在せず、それはM ⊗R Aが torsion A-加群ではないことを意味する。

証明終

補題 4.6 f : R → Aをネーター環の平坦射とする。このとき、有限生成R-加群M

が rankを持てばM ⊗R AはA-加群として rankを持ち、

rankRM = rankA
(
M ⊗R A

)
が成り立つ。

証明 まず、M が rank rを持つとする。このとき、Cが torsion R-加群であるよ
うなR-加群の完全列

0 −→ Rr −→ M −→ C −→ 0

14



が存在する。したがって、完全列

0 −→ Ar −→ M ⊗R A −→ C ⊗R A −→ 0

があり、補題 4.5(2)より C ⊗R Aが torsion R-加群なので、rankA
(
M ⊗R A

)
= r

を得る。 証明終

定義 4.7 Rを標数 p > 0のネーター環とする。e > 0を自然数とし、

F e : R1 := R −→ R =: R2

を e回フロベニウス写像とする。R2-加群M を F eを通してR1-加群と見たものを
F e
∗M と定義する。

注意 4.8 RがF-finiteであるというのは、言い換えれば、ある正整数 e > 0があっ
て F e

∗Rが有限生成R-加群であるということである。

命題 4.9 Rをネーター環とする。

(1) S ⊂ Rを積閉集合とすれば、

F e
∗
(
S−1R

)
= S−1

(
F e
∗R

)
である。

(2) (R,m)がネーター局所環で F-finiteであれば、

F e
∗ R̂ = F̂ e

∗R

である。ここで、R-加群Bに対して B̂はm-進完備化を表す。

証明 (1)の証明は (2)と同様なので、(2)のみを示す。

(2) 次の図式

R
F e

−−−→ R = F e
∗R

nat.

y ynat.

R̂
F̂ e

−−−→ R̂ = F̂ e
∗R

を可換にするような F̂ eが一意的に定まり、この射は R̂の e回フロベニウス
写像になるためである。ここで、Rが F-finiteなので、F e

∗R⊗R R̂ ≃ F̂ e
∗Rで

あることに注意する。
証明終

命題 4.11においてRはネーター局所整域であるが、Rをネーター完備局所整域
の場合に帰着させることで証明したい。そこで、次の補題 4.10を必要とする。
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補題 4.10 Rを F-finiteネーター環とする。このとき、F e
∗Rが rankを持てば、任

意の p ∈ MinRRに対して、

rankRF
e
∗R = rankR/pF

e
∗ (R/p)

が成り立つ。

証明 r = rankRF
e
∗Rとおく。p ∈ MinRRをとれば、Rp-加群としての同型

F e
∗ (Rp) = (F e

∗R)p ≃ (Rp)
r

を得る。従って、
ℓRp

(
F e
∗ (Rp)

)
= r · ℓRp(Rp) < ∞ (1)

である。t := ℓRp(Rp)とおけば、Rp-加群のフィルトレーション

Rp = M0 ⊃ M1 ⊃ M2 ⊃ · · · ⊃ Mt = (0)

で、i = 0, 1, . . . , t− 1に対して、

Mi/Mi−1 ≃ Rp/pRp

を満たすものがある。F e
∗ は Rp-加群から Rp-加群への完全関手なので、i = 0, 1,

. . . , t− 1に対して、短完全列

0 −→ F e
∗Mi+1 −→ F e

∗Mi −→ F e
∗ (Rp/pRp) −→ 0

が存在する。従って、

ℓRp

(
F e
∗ (Rp)

)
= ℓRp(Rp) · ℓRp/pRp

(
F e
∗ (Rp/pRp)

)
(2)

である。式 (1)と式 (2)によって、

ℓRp/pRp

(
F e
∗ (Rp/pRp)

)
= r

である。よって、Q(R/p) = Rp/pRpに注意すれば、

rankR/pF
e
∗ (R/p) = r

を得る。 証明終

命題 4.11 (R,m)をF-finite ネーター局所整域で剰余体R/mが完全体であると仮
定する。このとき、任意の非負整数 e > 0に対して、

rankR(F
e
∗R) = pdimR·e

が成り立つ。
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証明 r = rankR(F
e
∗R)とおく。R̂ は標数 pであり、環の同型 R̂/m̂ ∼= R/mによ

り R̂/m̂は標数 pの完全体であることに注意する。ここで、p ∈ MinR̂R̂をとれば、
R̂/pは標数 pのF-finiteネーター完備局所整域となる。補題 4.6と命題 4.9により、

rankR(F
e
∗R) = rankR̂F̂

e
∗R = rankR̂F

e
∗ R̂

なので、F e
∗ R̂は rank rを持つ。従って、補題 4.10により、R̂の極小素イデアル p

に対して、
rankR̂F

e
∗ R̂ = rankR̂/pF

e
∗ (R̂/p)

である。以上により、この命題はRが剰余体が標数 pの完全体であるような完備
局所整域の場合に証明すれば十分であることが分かった。
d = dimRとする。Rは等標数の完備局所環であるので、R/mに同型なRの部
分体Kがあって、d変数のK上形式的冪級数環からRへの単射かつ finite射

φ : K[[Y1, . . . , Yd]] −→ R

が得られる。すると、次の可換図式を得る。

R
g:=F e

−−−→ R

φ

x xφ

K[[Y1, . . . , Yd]]
h:=F e

−−−→ K[[Y1, . . . , Yd]]

(3)

ここで、S = K[[Y1, . . . , Yd]] とおけば、Kが完全体なので,

T := h(S) = K[[Y pe

1 , . . . , Y pe

d ]]

が成り立ち、
F e
∗S =

⊕
Y α1
1 · · ·Y αd

d T (4)

が分かる。式 (4)の右辺の直和は、0 ≤ α1 ≤ pe − 1, . . . , 0 ≤ αd ≤ pe − 1を満たす
すべての (α1, . . . , αd)をわたる。S ≃ T ≃ Y α1

1 · · ·Y αd
d T なので、F e

∗Sは自由 S-加
群で、

rankSF
e
∗S = pde

を得る。一方で、hが finite射であることが分かったので、先の可換図式 (3)によ
り gもまた finite射である。いま、

Q(S) = S ⊗S Q(S)
φ⊗id−→ R⊗S Q(S)

は単射かつ integral extensionであり、R⊗SQ(S)は整域でQ(S)は体なので、R⊗S

Q(S)は体となり、従って、

Q(R) = R⊗S Q(S)
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が分かり、以下の可換図式が得られる。

Q(R)
有限次代数拡大−−−−−−−−→ F e

∗Q(R)

有限次代数拡大

x x有限次代数拡大
Q(S)

有限次代数拡大−−−−−−−−→ F e
∗Q(S)

ここで、 [
Q(R) : Q(S)

]
=

[
F e
∗Q(R) : F e

∗Q(S)
]

に注意する。このとき、[
F e
∗Q(R) : Q(R)

]
·
[
Q(R) : Q(S)

]
=

[
F e
∗Q(R) : Q(S)

]
=

[
F e
∗Q(R) : F e

∗Q(S)
]
·
[
F e
∗Q(S) : Q(S)

]
により、 [

F e
∗Q(R) : Q(R)

]
=

[
F e
∗Q(S) : Q(S)

]
となる。従って、

rankR(F
e
∗R) = pde

が分かる。 証明終
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5 主定理
定義 5.1 RをF-finiteなネーター環とする。このとき、e回フロベニウス写像F e :

R → Rから誘導されたG0(R)自身の間の射を

F e
∗ : G0(R) −→ G0(R)

∈ ∈

[M ] 7−→ [F e
∗M ]

で定義する。

注意 5.2 Rをd次元F-finiteネーター局所環とする。次の可換図式 (5)が得られる。

G0(R)Q
τR−−−→ A∗(R)Q

F e
∗

y yF e
∗

G0(R)Q
τR−−−→ A∗(R)Q

(5)

ここで、水平の射 τRは定理 2.10のリーマン・ロッホ射である。また、縦の左の射
F e
∗ は e回フロベニウス写像から誘導された射である。縦の右の射 F e

∗ に関しては
Fulton[4]参照。この可換図式 (5)により、

τR([F
e
∗R]) = F e

(
τR([R])

)
(6)

を得る。[R] ∈ G0(R)Qを τRで写して、

τR([R]) = τR([R])d + τR([R])d−1 + · · ·+ τR([R])0

と斉次分解されたとする。ただし、i = 0, . . . , d に対して τR([R])i ∈ Ai(R)Qであ
る。このとき、

τR([R])d = [SpecR] ∈ A∗(R)Q

となることが知られている [4]。
ここで、(R,m)を d次元 F-finiteネーター局所整域で剰余体R/mが完全体なる
ものとすれば、

F e
(
τR([R])

)
= pde[SpecR] + p(d−1)eτR([R])d−1 + · · ·+ peτR([R])1 + τR([R])0 (7)

である。このことは、F e : A∗(R)Q → A∗(R)Q の定義と命題 4.11から得られる。
従って、式 (6)(7)により、

τR([F
e
∗R])j = pje · τR([R])j

である。以上により、G0(R)Qの中で

[F e
∗R] = pdeτ−1

R

(
[SpecR]

)
+ p(d−1)eτ−1

R (τR([R])d−1) + · · ·+ τ−1
R (τR([R])0) (8)

が得られる。
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注意 5.3 Rをネーター環とする。M が極大コーエン・マコーレーR-加群であれ
ば、F e

∗M もまた極大コーエン・マコーレーR-加群である。

証明 任意のm ∈ MaxR∩SuppMをとる。dimRm = dとする。x1, . . . , xd ∈ mRm

を極大Mm-正則列とする。このとき、xpe

1 , . . . , xpe

d も極大Mm-正則列である。短完
全列

0 −→ Mm/(x
pe

1 , . . . , xpe

i )Mm

xpe

i+1−→ Mm/(x
pe

1 , . . . , xpe

i )Mm −→ Mm/(x
pe

1 , . . . , xpe

i+1)Mm −→ 0

により、次の短完全列を得る。

0 −→ F e
∗
(
Mm/(x

pe

1 , . . . , xpe

i )Mm

) xi+1−→ F e
∗
(
Mm/(x

pe

1 , . . . , xpe

i )Mm

)
−→ F e

∗
(
Mm/(x

pe

1 , . . . , xpe

i+1)Mm

)
−→ 0

ここで、

F e
∗
(
Mm/(x

pe

1 , . . . , xpe

i+1)Mm

)
= F e

∗ (Mm)
/
(x1, . . . , xi+1)F

e
∗ (Mm)

に注意すれば、x1, . . . , xdは (F e
∗M)m-正則列であることが分かる。 証明終

FFRTは、Smith-Van den Bergh [18]によって、初めて導入された概念である。
FFRT は finite F-representation type の略である。

定義 5.4 Rを標数が素数pのコーエン・マコーレー環とする。このとき、RがFFRT

であるとは、有限個の直既約な極大コーエン・マコーレーR-加群 M1, . . . ,Msが
あって、任意の自然数 e > 0 に対して、

F e
∗R = Mae1

1 ⊕ · · · ⊕Maes
s

を満たすような非負整数 ae1, . . . , aes ∈ N0が存在することをいう。

注意 5.5 注意 4.8より、Rが FFRTならば F-finiteである。

例 5.6 Rを標数が素数 pのコーエン・マコーレー環であるとする。

(1) Rが F-finiteな正則局所環であれば、Rは FFRTである [18]。

(2) Rがトーリック環であれば、Rは F-finiteであり、更に FFRTである。

注意 5.7 定義 2.6の

CCM(R) :=
∑

M :MCMR-加群

R≥0[M ] ⊂ G0(R)R
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に対応して
C ′

CM(R) :=
∑

M :MCMR-加群

R≥0[M ] ⊂ G0(R)R

と定めることにする。自然な射を

π : G0(R)R −→ G0(R)R

と書くことにすると、
π
(
C ′

CM(R)
)
= CCM(R),

π (µR) = µR

である。

注意 5.8 定理 1.10と注意 5.7より、Rが FFRTなら

µR ∈ CCM(R)

であることが分かる。

では、主定理を証明しよう。

定理 1.10 (R, m)を、d次元 F-finiteコーエン・マコーレー局所整域で、剰余体
R/mが完全体なるものとする。このとき、もしもRが FFRTならば、

µR ∈ C ′
CM(R)

である。特に、G0(R)Qの中で [N ] = rankRN · µRを満たすような極大コーエン・
マコーレーR-加群N ̸= 0が存在する。

証明 Rが FFRT であるから、ある有限個の直既約な極大コーエン・マコーレー
R-加群M1, . . . ,Msがあって、任意の自然数 e > 0に対して、

F e
∗R = Mae1

1 ⊕ · · · ⊕Maes
s

を満たすような 0以上の整数 ae1, . . . , aes ∈ N0が存在する。U を、

{ [M1], . . . , [Ms] } ∪
{
τ−1
R

(
τR([R])j

)
j = 0, 1, . . . , d

}
で張られるG0(R)Qの部分Q-ベクトル空間とする2。C :=

s∑
i=1

R≥0[Mi] ⊂ URとす

る。C ⊂ C ′
CM(R)なので、µR ∈ Cを示せばよい。

rkR : G0(R)R −→ R
2本当は、{ [M1], . . . , [Ms] }で張られるQ-ベクトル空間は

{
τ−1
R

(
τR([R])j

)
j = 0, 1, . . . , d

}
を

含むことを示すことができる。
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を rkR([M ]) = rankRM で定まるR-線形写像とする。URは有限次元R-ベクトル空
間であるので、ある自然数 nがあってRnに位相同型である。URのR-ベクトル空
間としてのある基底を正規直交基底と見ることにより、URを距離空間と見なす。
このとき、C ∩ rk−1

R (1)は UR の有界閉集合であることが分かり、したがって UR

の点列コンパクト部分集合であることが分かる。なぜなら、i = 1, . . . , sに対して
ri = rankRMi (> 0)として、

mi :=
[Mi]

ri
∈ UR

とおいて、(
R≥0

)s φ−→ C =
s∑

i=1

R≥0[Mi] =
s∑

i=1

R≥0mi
rkR|C−→ R

∈ ∈ ∈

(a1, . . . , as) 7−→ a1m1 + · · ·+ asms 7−→ a1 + · · ·+ as

と φを定義する。すると、φは全射かつ連続写像であって、

X :=
{
(a1, . . . , as) ∈

(
R≥0

)s ∑
ai = 1

}
⊂ (R≥0)

s ⊂ Rs

とおけば、φの制限写像

X
φ|X−→

s∑
i=1

R≥0mi

は、
Im(φ|X) =

{∑
aimi

∑
ai = 1 , ai ≥ 0

}
= C ∩ rk−1

R (1)

を満たすことが分かる。Xは通常の距離空間Rsの有界閉集合なので、従ってC ∩
rk−1

R (1)は UR の有界閉集合である。つまり、UR の点列コンパクトな部分集合で
ある。
任意の e > 0に対して、rankR

(
F e
∗R

)
= pdeと

[F e
∗R] = ae1[M1] + · · ·+ aes[Ms]

に注意すれば、
1

pde
[F e

∗R] ∈ C ∩ rk−1
R (1)

であることが分かる。また、式 (8)により

1

pde
[F e

∗R] = τ−1
R

(
τR([R])d

)
+

1

pe
τ−1
R

(
τR([R])d−1

)
+ · · ·+ 1

pde
τ−1
R

(
τR([R])0

)
である。U の定義により、右辺の各項はURに入っていることに注意する。このと
き、URの中で

lim
e→∞

1

pde
[F e

∗R] = τ−1
R

(
τR([R])d

)
= τ−1

R

(
[SpecR]

)
= µR
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である。よって、
µR ∈ C ∩ rk−1

R (1) ⊂ C

が従う。有理数の稠密性によって、

µR ∈
s∑

i=1

Q≥0[Mi]

が示される。このことにより、G0(R)Qの中で [N ] = rankRN · µRを満たすような
極大コーエン・マコーレーR-加群N ̸= 0が存在することが分かる。 証明終
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