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1 歴史・背景
定理 1.1 nを 3以上の自然数とするとき、方程式

Xn + Y n = Zn

は非自明な整数解を持たない。

この定理は「Fermat1の最終定理」として知られ、およそ 360年に渡り数学者達
を悩ませ続けた。1630年代にFermatが古代ギリシャの数学者Diophantus2の著作
『算術』（Bachet3によって 1621年に刊行されたギリシャ原典にラテン語訳が付さ
れたもの）の中の方程式 x2+ y2 = z2の有理数解について論じられている部分の余
白に Fermatの最終定理は書き残されたと言われている。この定理は 1994年 9月
にWiles4によって完全な証明が与えられたのだが、これに至るまでの多くの数学
者達の努力は、大きく数学を発展させた。本論考では、そのうちのKummer5の研
究からそれを更に展開させたDedekind6の研究の一端に触れる。
ζnを 1の原始 n乗根、つまり ζn = cos 2π

n
+ i sin 2π

n
とおく。このとき Fermatの

方程式 xn + yn = znは

(x+ y)(x+ ζny)(x+ ζ2ny) · · · (x+ ζn−1
n y) = zn

と「積=積」の形でかける為、

Z[ζn] = {a0 + a1ζn + · · ·+ arζ
r
n | r ≥ 0, a0, · · · , ar ∈ Z}

内で整数環 Zと同様に「既約分解の一意性」が成立すれば、上の x + ζkny (k =

0, 1, · · · , n− 1)や zを既約分解する事で、Fermatの最終定理は証明できる。しか
し、実際には大抵の nに関して「既約分解の一意性」はZ[ζn]で成り立たないので
ある。この「既約分解の一意性の不成立」は例えば、Z[

√
−5]のような世界でも生

じてしまう。例えば 6は Z[
√
−5]内で、

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

1Pierre de Fermat (1601-1665) 国籍はフランス。職業は弁護士で数学は余暇に行ったものであ
ると言われている。

2Diophantus (推定生年 200-214、推定没年 284-298) 古代ギリシャの数学者。彼の名にちなんだ
Diophantus方程式等の言葉もあり、「代数学の父」とも言われる。

3Claude-Gaspard Bachet de Mèziriac (1581-1638) フランスの数学愛好家。 1612年に数学パズ
ルに関する問題が書かれた Problèmes plaisants et delectables qui se font par les nombresを著し
た。この本は今でもペーパーバックで再販されている程の名著である。

4Andrew Wiles (1953-) イギリスの数学者。Oxford大学教授。専門は整数論。
5Ernst Kummer (1810-1893) ドイツの数学者。Weierstrass、KroneckerとともにBerlin大学の

三大数学者として知られていた。最初は関数論を研究していたが、1840年代から整数論を研究す
るようになった。

6Richard Dedekind (1831-1916) ドイツの数学者。実数の基礎付けを与えたDedekindの切断で
も知られる。Dirichletの講義を元に作られた「整数論講義」の第二版補遺でイデアル等の基礎付
けを与えた。
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とかけるのだが、少し議論する事で 2, 3, 1 +
√
−5, 1 −

√
−5はどれもが Z[

√
−5]

内で同伴でない既約元であることがわかり、つまり少なくとも 6は 2通りの既約分
解をもつ事が分かる。これを解消する為にKummerはそれぞれを更に割り切るも
の、つまり

2 = α2, 3 = βγ

1 +
√
−5 = αβ, 1−

√
−5 = αγ

となるようなものα, β, γを理想数 (complex ideal number)として導入した。この
理想数を用いる事で「既約分解の一意性」（今の言葉でいうと、「整数環の素イデ
アル分解の一意性」）を示し、それを用いてKummerはFermatの最終定理を部分
的に証明したのである。これはKummer以前の数学者たちの結果と比べて著しい
進歩であった。この理想数の概念は後に Dedekindによって、イデアル (ideal)と
いう概念として、厳密な定義が与えられた。
次の定理も、Fermatが『算術』の余白に残した命題である。

定理 1.2 N を平方数でない自然数とするとき、方程式

x2 −Ny2 = 1

は無限個の自然数解を持つ。

例えばN = 2としたとき、

32 − 2 · 22 = 1, 172 − 2 · 122 = 1 , 992 − 2 · 702 = 1

など、無限に自然数解を持つ。x2−Ny2 = 1のような形をした方程式はPell7方程
式と呼ばれる。ここで、

x2 −Ny2 = (x+
√
Ny)(x−

√
Ny) = 1

とZ[
√
N ]内で表すことができ、これにより x+

√
NyはZ[

√
N ]内の単元である事

が分かる。後に示すが、Z[
√
2]の単元全体からなる集合（単数群）は {±(1+

√
2)n |

n ∈ Z}となり、この集合が無限集合であることが、方程式 x2 − 2y2 = 1が無限
個の自然数解を持つ事の背後にある。この命題もまた、後に紹介するDirichlet8の
単数定理に深く関係しており、整数、有理数を超えた世界の一端を感じる事が出
来る。

7John Pell (1611-1685) イングランドの数学者。Diophantus方程式を好んで研究しており、よ
く講義でも扱っていた。他に Pellの名を冠する Pell数というものがある。

8Gustav Peter Lejeune Dirichlet (1805-1859) ドイツの数学者。現代的形式の関数の定義 (関数
を対応規則と解釈する方法)を与えた。また Fermatの最終定理の n = 5と n = 14の場合の証明
を与えた。
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最後にPythagoras9数に関するFermatの記述を紹介する。Fermatの方程式xn+

yn = znにおいて n = 2の場合、x2 + y2 = z2の自然数解（Pythagoras数と言われ
る）は無数に存在する。Pythagoras数は古代から研究されていたのだが、次の定
理のような素数とPythagoras数の関係を見出したのはFermatが初めてであった。

定理 1.3 pが 4で割ると 1余る素数ならば、3辺の長さがどれも整数であり、かつ
斜辺の長さが pであるような直角三角形が存在する。しかし pが 4で割ると 3余る
素数であるときはそのような直角三角形は存在しない。

この定理を示すには、次の命題が重要である。

命題 1.4 pが 4で割ると 1余る素数なら

p = x2 + y2

となる自然数 x, y が存在する。しかし pが 4で割ると 3余る素数であるとき、
p = x2 + y2をみたす x, yは、有理数すら存在しない。

この命題の証明ではGauss10の宝玉とも言われる「平方剰余の相互法則」の第一
補充法則として知られる命題『pが 4で割って 1余る素数なら、x2 ≡ −1 (mod p)

を満たす整数 xが存在し、pが 4で割って 3余る素数ならこのような xは存在しな
い』が鍵となっている。この命題から少し議論を深める事で pが 4で割って 1余る
ような素数、例えば 5や 13のとき、

5 = 22 + 12 = (2 + i)(2− i)
13 = 32 + 22 = (3 + 2i)(3− 2i)

というように、Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z}の中で「素数」としての性質を失ってし
まうことが示される。それに対し 4で割って 3余るような素数は Z[i]内でも「素
数」としての性質を保ったままであることがわかる。更に Z[i]は「素元分解の一
意性」が成り立つ世界であることを用いて命題 1.4は示され、

52 = (2 + i)2(2− i)2 = 32 + 42

132 = (3 + 2i)2(3− 2i)2 = 52 + 122

9Pythagoras (紀元前 582-紀元前 496) 古代ギリシャの数学者、哲学者。彼の数学や輪廻転生に
ついての思想は Platonにも大きな影響を与えた。Pythagoras教団を立ち上げ、そこでは数学にお
ける様々な定理が発見された。しかしこの時代に関する資料があまりにも少ない為、Pythagoras
という人物の実在性を疑問視する声もある。

10Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ドイツの数学者、天文学者、物理学者。近代数学のほぼ全
ての分野に多大な影響を与えた。また代数学の基本定理を最初に証明したのもGaussである。1801
年に出版されたDisquisitiones Arithmeticaeは、数論の分野で非常に重要なGaussの著作である。
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というように命題 1.4を用いて定理 1.3を示す事が出来る。このように有理数の世
界から少し広い世界にでる事で、この定理の本質を捉える事が出来る。
以上で見たように、Fermatが『算術』の余白に書き残したいくつもの命題は、
一見すると整数もしくは有理数の世界だけでの話のように思えるが、その当時、つ
まり 17世紀前半には考えられない程深遠な世界の一部を垣間みることの出来るも
のであった。このような理論は、後に「代数的整数論」として 1つの大きな体系
をなすのであった。
上で見たように代数体の整数環は一意分解整域である場合もあれば、そうでない
場合もある。本論考では、「代数体の整数環はどのような場合に一意分解整域にな
るのか」ということを知る為の大きな手掛かりとなる代数体の類数 (class number)

を求める公式、すなわち類数公式を、特に代数体が虚 2次体である場合のものを
紹介することを目標とした。以下はその類数公式を理解する為に必要な理論をま
とめたものである。

2 代数体、整数環
ここからの章では代数的整数論の核心的事項にふれる。この章では「代数体の
整数環」について述べる。

定義 2.1 有理数体の有限次拡大体を、代数体(algebraic number field)と呼ぶ。

定義 2.2 代数体Kの部分集合OK を次のように定める。
ある n > 0に対して αn＋ c1α

n−1＋ · · ·＋ cn = 0をみたす c1, · · · , cn ∈ Z が存在
するようなKの元 αの全体の集合をOK と書き、これを代数体Kの整数環 (ring

of integers) という。
定理 6.3.4よりOK はKの部分環になる。

例えば、代数体K = Q(ζn)のときにOK = Z[ζn] = {
n−1∑
k=0

akζ
k
n | ak ∈ Z}となるこ

とが知られている。ζnとは１の原始 n乗根 cos (2π/n) + i sin (2π/n)の事であり、
ζknは ζnの k乗の意味である。この事を示すのは容易ではない。
Kが二次体の場合、OK は次のようになる。

定理 2.3 mは 1以外の平方数で割れず、1でない整数とする。K = Q(
√
m)とす

る。このとき,

OK =


Z[
√
m] = {a＋ b

√
m | a, b ∈ Z} m ≡ 2, 3 mod 4のとき

Z
[1＋√m

2

]
=
{
a＋ b

1＋
√
m

2
| a, b ∈ Z

}
m ≡ 1 mod 4のとき

が成立する。
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証明 mは 1以外の平方数で割れない 1でない整数, K = Q(
√
m)とする。K =

Q+Q
√
mに注意する。

α = x+ y
√
m ∈ Kをとり (x, y ∈ Q)、それに対してα′ = x− y

√
m ∈ Kをとる。

最初に α ∈ OK であることと、α + α′ = 2x, αα′ = x2 −my2がともに Zに入る
事が同値であることを示す。
まずα ∈ OKと仮定する。このとき、αn+c1α

n−1+· · ·+cn = 0となるc1, · · · cn ∈ Z
が存在する。φ(a+b

√
m) = a−b

√
mで定まる写像φが環準同型写像であることより

(α′)n+c1(α
′)n−1+ · · ·+cn = 0と書け、α′ ∈ OKがわかる。従ってα+α′, αα′ ∈ OK

となる。よって、α+ α′, αα′ は、 OK ∩Qに入る。あと、 OK ∩Q = Z を示せば
よい。a/b ∈ OK ∩Q, (a, b) = 1をとれば11、

(a/b)n + d1 (a/b)
n−1 + · · ·+ dn = 0

を満たすn > 1, d1, · · · , dn ∈ Zが存在するので、an = −b(d1an−1+ bd2a
n−2+ · · ·+

dnb
n−1)となる。このとき (a, b) = 1より b = ±1となる。従って a/b ∈ Z となるの

でOK ∩Q = Zである事がわかった。よってα+α′ , αα′はOK ∩Q = Zに属する。
逆に α + α′ ∈ Z , αα′ ∈ Z と仮定する。d1 = −(α + α′) , d2 = αα′とすると

α2 + d1α + d2 = 0を満たすので αはOKに属する。

次に x, y ∈ Qに対して、

(1) m ≡ 2, 3 mod 4の場合は、2x, x2 −my2 ∈ Zである事と x, y ∈ Zが同値で
ある

(2) m ≡ 1 mod 4の場合は、2x, x2−my2 ∈ Zである事と 2x, 2y, x− y ∈ Zであ
ることが同値である

ことを示す。
ここで素数 pと有理数 a ̸= 0に対して、aの p進付値を、次のように定義する。

定義 2.4 素数 pと有理数 a ̸= 0に対し、aの p進付値 ordp(t)を、a = pm
u

v
, m ∈ Z

かつ u, vは pで割れない整数と書いたときのmと定義する。つまり ordp(a)は aが
pの何乗できっかり割り切れるかをあらわす。m < 0となることもある事に注意す
る。また、次が成り立つことに注意する。

(1) ordp(ab) = ordp(a) + ordp(b)

(2) ordp(a+ b) ≥ min{ordp(a), ordp(b)}

(3) ordp(a) ̸= ordp(b)なら ordp(a+ b) = min{ordp(a), ordp(b)}

11(a, b) = gcd(a, b)
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定義 2.4を使い、まず x, y ∈ Qで 2x, x2 −my2 ∈ Z なら 2y ∈ Zとなることを
示す。
p を奇素数とする。x2 − my2 ∈ Z より ordp(x

2 − my2) ≥ 0 である。また、
ordp(x

2) ≥ 0より、ordp(m) + 2ordp(y) < 0とすれば ordp(x
2 −my2) = ordp(m) +

2ordp(y) < 0となり矛盾する。従って ordp(m)+2ordp(y) ≥ 0となる。ordp(m) ≤ 1

より 2ordp(y) ≥ −1である。よって ordp(y) ≥ 0である。
また x2 − my2 ∈ Zより ord2(x

2 − my2) ≥ 0である。また ord2(x) ≥ −1なの
で、ord2(x

2) = 2ord2(x) ≥ −2 となるから、ord2(m) + 2ord2(y) < −2とすれば
ord2(x

2 − my2) = ord2(m) + 2ord2(y) < −2となり矛盾する。従って ord2(m) +

2ord2(y) ≥ −2となる。ord2(m) ≤ 1より 2ord2(y) ≥ −3よって ord2(y) ≥ −1であ
る。有理数 zに対して、z ∈ Zであることと、任意の素数 pに対して ordp(z) ≥ 0

であることは同値である。以上より 2y ∈ Zとなる。

(1) m ≡ 2, 3 mod 4の場合、2x, x2 −my2 ∈ Zである事と x, y ∈ Zが同値であ
ることを示す。

x, y ∈ Zのとき 2x, x2−my2 ∈ Zとなる事は明らかである。2x, x2−my2 ∈ Z
であり、x, y /∈ Zと仮定する。x, yのどちらかがZ に含まれ、片方がZに含
まれないときは、x2 −my2 /∈ Zとなることは明らかである。どちらも Zに

含まれないときは、x =
2x′ + 1

2
, y =

2y′ + 1

2
(x′, y′ ∈ Z)とかける。このと

き x2 −my2 = α +
1−m

4
/∈ Z (α ∈ Z)となり矛盾する。

(2) m ≡ 1 mod 4の場合、2x, x2−my2 ∈ Zである事と 2x, 2y, x− y ∈ Zである
ことが同値であることを示す。

2x, 2y, x− y ∈ Zと仮定して、2x, x2 −my2 ∈ Zを示す。このとき x, y ∈ Z、

または x =
2x′ + 1

2
, y =

2y′ + 1

2
(x′, y′ ∈ Z)と書ける。x, y ∈ Zのと

きは明らかである。x =
2x′ + 1

2
, y =

2y′ + 1

2
のときを考える。このとき、

x2 −my2 = α +
1−m

4
(α ∈ Z)となり、2x, x2 −my2 ∈ Zを満たす。

次に 2x, x2 − my2 ∈ Zと仮定する。xについては x =
2x′ + 1

2
又は x = x′

(x′ ∈ Z)ととれる。yについても、2y ∈ Zより、y =
2y′ + 1

2
又は y = y′

(y′ ∈ Z)ととれる。x − y /∈ Zと仮定すると、これを満たす組み合わせは

x =
2x′ + 1

2
, y = y′又はx = x′, y =

2y′ + 1

2
である。しかしこのとき、それぞ

れ x2 −my2 = α+
1

4
, x2 +my2 = β +

−m
4

(α, β ∈ Z)とかけ x2 −my2 /∈ Z
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となり仮定に矛盾する。

以上の事からm ≡ 2, 3 mod 4の時は、x + y
√
m ∈ OK である事と x, y ∈ Zで

あることが同値となり、OK = {a+ b
√
m | a, b ∈ Z}が示された。

また、m ≡ 1 mod 4の時は、x + y
√
m ∈ OK であることと、2x, 2y, x − y ∈ Z

が同値である。2x, 2y, x − y ∈ Zと仮定すると、x, y ∈ Zまたは x =
2x′ + 1

2
,

y =
2y′ + 1

2
(x′, y′ ∈ Z)と書けるので、x + y

√
mがそれぞれ x − y + 2y

1 +
√
m

2

, x′ − y′ + (2y′ + 1)
1 +
√
m

2
を満たす。よって α = x + y

√
m ∈ OK である事と

α = a + b
1 +
√
m

2
(a, b ∈ Z)と書けることが同値となり、OK =

{
a + b

1 +
√
m

2
|

a, b ∈ Z
}
が示された。 証明終

定理 2.3により、K が二次体であるときは OKは有限生成 Z-加群であり、特に
OKはNoether環である。一般の代数体 K においても、定理 6.4.17によって、OK

は有限生成 Z-加群であり、Noether環になる。

3 イデアル類群、単数群
定義 3.1 K を代数体とする。K の部分集合 aが OK の分数イデアル(fractional

ideal)であるとは、次の同値な条件 (1), (2)をみたすことである。

(1) OK の 0でない元 cがあって、caはOK の 0でないイデアルになる。

(2) aはKの 0でない有限生成部分OK-加群である。

上の (1), (2) の同値性は、OK がNoether環であることからわかる。

定義 3.2 K×の元 αに対し、分数イデアル αOKを (α)と書く。(α)の形の分数イ
デアルを主分数イデアルという。

定義 3.3 Kを代数体とする。Kの分数イデアルa, bに対し、
n∑

i=1

aibi (n ≥ 1, ai ∈ a,

bi ∈ b) の形の元全体を aと bの積と定義し、abと書く。abはOKの分数イデアル
である。
分数イデアル aに対して、

(OK : a) = {x ∈ K | xa ⊂ OK}

と定めると、(OK : a)も分数イデアルである。このとき、a · (OK : a) = OK とな
り、つまり、(OK : a)はこの積に関して aの逆元になることが知られている。つま
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り今の場合、分数イデアル全体は、積に関して群となる。二つの主分数イデアル
の積は主分数イデアルなので、主分数イデアル全体は、この群に関して部分群に
なっている。

定義 3.4 Kを代数体とする。

(1) Kのイデアル類群とは、OKの分数イデアル全体が積についてなす群を主分
数イデアル全体のなす部分群で割った商群のことである。Kのイデアル類群
をCl(K)またはCl(OK)と書く。またイデアル類群の位数を、その代数体の
類数(class number)という。

(2) Kの単数群とは、OK の可逆元全体のなす乗法群O×
K のことである。

定理 4.1によって、類数は有限である。

補題 3.5 Kを代数体とすると次の (i), (ii), (iii)は同値。

(i) Cl(K)は単位元のみからなる群。

(ii) OK は主イデアル整域。

(iii) OK は一意分解整域。

証明 (i)から (ii)を示す。IをOKの分数イデアル全体のなす群とし、P をOKの
主分数イデアル全体のなす群とする。Cl(K) = I/P であったので、

Cl(K) = I/P = {ē} ⇔ I = P

となる。OK のイデアルは分数イデアルであるので、I = P より (分数イデアルは
主分数イデアルであり) OK は主イデアル整域である。
(ii)から (iii)は一般に主イデアル整域であれば一意分解整域であることからわ
かる。
(iii)から (ii)を示す。後に示す事であるが、代数体の整数環の全てのイデアルは
素イデアル分解が可能であることから、OKのすべての素イデアルが主イデアルと
なることを示せば十分である。
pをOKの (0)以外の素イデアルとし、pの 0でない元αをとる。OKは一意分解
整域であるので、

α = q1q2 · · · qn (qi : OKの素元)

と書ける。pが素イデアルであるので、qi ∈ pをみたす iが存在する。従って、

(qi) ⊆ p

となる。また、Dedekind整域では (0)以外の素イデアルは極大イデアルであるので、

(qi) = p

である。つまりOK の全ての素イデアルは主イデアルである。
(ii)から (i)を示す前に、次の補題を示す。
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補題 3.6 J をOK の 0でないイデアル全体の集合とする。a, b ∈ J について、

a ∼ b
def⇔ aと bはOK-加群として同型

と関係∼を定める。このとき、∼は同値関係であり、

J/∼ ≃ Cl(K) (♯)

である。

証明 まず、写像 f を J ↪→ I → I/P = Cl(K)の合成射と置いたとき、a, b ∈ Jに
ついて,

f(a) = f(b)⇔ a ∼ b (∗)

を示す。
(⇒) f(a) = f(b)より a = (u)bとなる u ∈ K× が存在する。写像 gを g : b →

a ; t 7→ utと定める。すると、明らかに gはOK-加群の同型写像であるので、a ∼ b

が言えた。
(⇐) a ∼ bより、OK-同型写像 φ : a→ bがとれる。
任意の 0でない a, b ∈ aについて、

φ(ab) = aφ(b) = bφ(a)

より、
φ(a)

a
=
φ(b)

b

が成立する。ここで、ρ = φ(b)/bと定めると、任意の a ∈ aに対しφ(a) = aρと書
ける。φの全射性より ρa = b が成立し、f(a) = f(b)がわかる。以上で (∗)の証明
は完了した。
ここで、任意の a ∈ I に対して、aが分数イデアルである事から ba ∈ J をみた
す b ∈ OK\{0}が存在する。すると

f(ba) = ba = a

であるので、f が全射であることがわかる。f の全射性と (∗)より、(♯)が従う。
証明終

(ii)から (i)を示す。まず、任意の 0でない二つの主イデアルはOK-加群として
同型であることを示す。(a)を 0でない任意の主イデアルとし、

OK
φa→ (a)

を、
φa(x) = xa
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と定める。これは明らかにOK-加群の同型写像である。同型という関係は同値関
係なので、0でないすべての主イデアルがOK-加群として同型であることがわかっ
た。すると、補題 3.6より J/∼ ≃ Cl(K)なので、|J/∼ | = |Cl(K)|である。そ
して最初の議論から |J/∼ | = 1となるので、|Cl(K)| = 1となる。 証明終

例 3.7 Z は一意分解環である。よって、K = Qのとき、Cl(Q) = {ē}であり、Q
の単数群は Z× = {±1}である。

イデアル類群と単数群の意味と重要性を述べる。
a ∈ K×をとり、a 7→ (a)で定まる群準同型写像 g : K× → Iを考える。すると、

Im g = P であるので、

Coker g = I/ Im g = I/P = Cl(K)

となる。またKer g = O×
K に注意する。よって、

1 −→ O×
K −→ K× g−→ I −→ Cl(K) −→ 0

という完全列がある。一般に準同型写像 f に対し、

f が同型写像⇔ Ker f = Cokerf = 0

であることから、イデアル類群や単数群は“数とイデアルのずれ” を表している
と考えられる。また、イデアル類群は、補題 3.5より“素元分解の法則の成り立た
なさ”を表しているとも考えられる。そして、単数群についても素元分解に大きく
影響する。例えば、Z[

√
2]における 7の既約分解を考えると、

7 = (3 +
√
2)(3−

√
2)

= (5 + 3
√
2)(5− 3

√
2)

= (27 + 19
√
2)(27− 19

√
2)

= · · · (1)

このようにいくつもの既約分解を得るが、3+
√
2 = (5− 3

√
2)(1 +

√
2)2 からわか

るように 7のたくさんの既約分解 (1)は、Z[
√
2]× = {±(1 +

√
2)n | n ∈ Z}の元

をかけてずらしたものなので、同伴を除いて一意的である。このように、代数体
Kのイデアル類群や単数群は、OK における数の法則が Zにおける法則とどれく
らい異なっているかを表していると考えられる。

4 代数的整数論の二大定理
ここでは、イデアル類群と単数群という代数体に関する 2つの重要な群につい
ての 2つの定理を紹介する。定理の証明は容易でないため、ここでは与えない。
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定理 4.1 (類数の有限性定理) 代数体のイデアル類群は有限群である。

次にDirichletの単数定理について述べるために必要な、実素点、複素素点の定
義を述べる。

定義 4.2 Kを代数体とする。

(1) Kの実素点とは、KからRへの環準同型のことである。

(2) Kの複素素点とは、KからCへの環準同型 σのうち σ(K) ⊂ Rとならない
もののことである。ただし、そのような σとその複素共役 σ : K → C (ただ
し、x 7→ σ(x)) は同じ複素素点を定めるとする。

定理 4.3 (Dirichletの単数定理) 代数体の単数群は有限生成アーベル群である。
さらに、代数体Kの実素点、複素素点の個数をそれぞれ r1、r2とし、r = r1+r2−1
とおくと、

O×K
∼= Z⊕r⊕ (有限巡回群)

となる。ここで「有限巡回群」とは、Kに属する 1のベキ根全体のなす乗法群で
ある。

以上の定理の証明を与えることはできないが、例をあげよう。

例 4.4 K = Q(
√
2)のときを考える。このとき、定理 2.3よりOK = Z[

√
2]であ

る。
√
2の最小多項式は x2 − 2であり、x2 − 2 = (x +

√
2)(x −

√
2)となるので、

r1 = 2, r2 = 0である。Dirichletの単数定理より、r = r1 + r2 − 1 = 2 + 0− 1 = 1

とわかり、
O×K
∼= Z⊕ Z/2Z

となる。以下、
O×K = {±(1 +

√
2)n | n ∈ Z}

であることを、証明する。(Dirichletの単数定理から直ちにわかることではあるが、
上の右辺の群は、Z⊕ Z/2Zと同型である)。

証明 OK = Z[
√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Z}に注意する。ここで、

Z[
√
2]× = {±(1 +

√
2)n | n ∈ Z}

となることを証明する。
(1 +

√
2)(
√
2− 1) = 1

より、1+
√
2 ∈ Z[

√
2]× である。よって、任意のnに対して、±(1+

√
2)n ∈ Z[

√
2]×

となる。このことより、{±(1 +
√
2)n | n ∈ Z} ⊂ Z[

√
2]× となる。
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逆に、任意の元 α ∈ Z[
√
2]× をとる。−1 ∈ Z[

√
2]× より、必要なら−1倍する

ことにより α > 0ととることができる。また、0 < β ≤ α < (1 +
√
2)βを満たす

β ∈ {(1+
√
2)n | n ∈ Z}が存在することがわかる。特にβ ∈ Z[

√
2]× に注意すると、

1 ≤ α

β
< 1+

√
2であり、

α

β
∈ Z[
√
2]× である。ここで、

α

β
̸= 1、つまり、1 <

α

β
<

1 +
√
2と仮定する。

α

β
= x + y

√
2 (x, y ∈ Z)とおくと、(x + y

√
2)(a + b

√
2) = 1

を満たすような a、b ∈ Zが存在する。よって、(ax + 2by) + (bx + ay)
√
2 = 1と

なり、1と
√
2のQ上の線形独立性により、ax+2by = 1かつ bx+ ay = 0である。

よって、−bx− ay = 0であるので、

(x− y
√
2)(a− b

√
2) = (ax+ 2by) + (−bx− ay)

√
2 = 1 + 0 ×

√
2 = 1

であるので、

(x+ y
√
2)(x− y

√
2)(a+ b

√
2)(a− b

√
2) = (x2 − 2y2)(a2 − 2b2) = 1

である。従って
x2 − 2y2 = (x+ y

√
2)(x− y

√
2) = ±1

となる。故に、x − y
√
2 =

±1
x+ y

√
2
となるが、

α

β
= x + y

√
2 > 1より、−1 <

x − y
√
2 =

±1
x+ y

√
2
< 1となる。各辺に、1 < x + y

√
2 < 1 +

√
2を加えると、

0 < 2x < 2 +
√
2となり、x = 1を得る。1 < x + y

√
2 < 1 +

√
2に x = 1を代入

し、1 < 1 + y
√
2 < 1 +

√
2より 0 < y

√
2 <
√
2となるが、これは y ∈ Zに矛盾す

る。よって
α

β
= 1であり、α = β ∈ {±(1 +

√
2)n | n ∈ Z}となる。 証明終

5 虚二次体の類数公式

定義 5.1 pを奇素数とし、aを pで割れない整数とする。平方剰余記号

(
a

p

)
∈

{±1}を、次のように定める。Fpにおいて aの平方根が存在するとき（すなわち

x2 ≡ a (mod p)となる整数 xが存在するとき）

(
a

p

)
= 1と定め、存在しないとき(

a

p

)
= −1とする。

注意 5.2 a, b ∈ Zがどちらも pで割れない整数とすると(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
が成り立つ。これは、乗法群 F×

p の部分群 {a2 | a ∈ F×
p } を考えれば、明らかで

ある。
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Gaussによる平方剰余の相互法則を紹介する。ここでは証明しない。

定理 5.3 (1) qを pと異なる奇素数とするとき、(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2

(
p

q

)
が成立する。

(2) 奇素数 p に対して、次が成立する12。(
− 1

p

)
= (−1)

p−1
2 =

{
1 p ≡ 1 (mod 4)のとき

−1 p ≡ 3 (mod 4)のとき

以下、Kを虚 2次体（Rに入らないQ上の 2次拡大体）とする。すなわちK =

Q(
√
m)で、mは 1以外の平方数でわりきれない整数でm < 0としてよい。ここで、

N =

{
|m| m ≡ 1 (mod 4)のとき

|4m| m ≡ 2, 3 (mod 4)のとき

とおく。

定義 5.4 環 Z/NZの可逆元全体の乗法群 (Z/NZ)× から 0でない複素数全体の乗
法群C× への群準同型

χ : (Z/NZ)×→C×

を、(mod N の)Dirichlet指標という。

　
Dirichlet 指標 χで、mを割らない全ての奇素数 pについて

χ(p mod N) =

(
m

p

)
(#)

をみたすものが、ただ一つ存在する。(存在すれば、一意性は、(Z/NZ)× が N と
互いに素な素数の類で生成されることから明らかであろう。)

実際 χは、次のように具体的にあらわされる。
N と互いに素な整数 aに対し、(∏

l

(
a

l

))
· θ(a) (∗)

を考える。ただし、lはmを割りきる奇素数すべてをわたり、θ(a)は以下のように
定める。

12この式は、平方剰余の第一補充法則、あるいは Euler の基準と呼ばれる。
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(1) m ≡ 1 (mod 4)の場合、θ(a) = 1。

(2) m ≡ 3 (mod 4)の場合、a ≡ 1 (mod 4)なら θ(a) = 1、a ≡ 3 (mod 4)なら
θ(a) = −1。

(3) mが偶数の場合。a ≡ 1, 1 − m (mod 8)なら θ(a) = 1、そうでなければ
θ(a) = −1。

式 (∗)に出てくる a に対して

(
a

l

)
や θ(a) を対応させる写像は、(Z/NZ)× から

C× への群準同型、つまりDirichlet指標になる。よって、(∗)自身も、Dirichlet指
標になる。
この式が (#)を満たすことを示せばよい。
(1) の場合に、(∗)が (#)を満たすことを示す。すなわち、m ≡ 1 (mod 4)であ
るとき (

m

p

)
=
∏
l

(
p

l

)
(＋)

とかける事を示す。m = −l1l2 · · · lsとする（liは奇素数）。平方剰余の相互法則を
用いると(

m

p

)
=

(
− l1l2 · · · ls

p

)
= (−1)

p−1
2

(1+
l1−1

2
+···+ ls−1

2
) ·

(
p

l1

)
· · ·

(
p

ls

)

となる。l1l2 · · · ls = −mより、l1l2 · · · ls ≡ 3 (mod 4)である。よって l1l2 · · · lsの
中に li ≡ 3 (mod 4)となるような iは奇数個あり、他は全て lj ≡ 1 (mod 4)とな
る。lj ≡ 1 (mod 4)のときに lj−1

2
は偶数、li ≡ 3 (mod 4)のときに li−1

2
は奇数にな

ることに注意すると、 l1−1
2

,. . . , ls−1
2
の中に奇数は奇数個あることがわかる。よっ

て l1−1
2

+ · · ·+ ls−1
2
は奇数になり、それに 1を加えているので 1 + l1−1

2
+ · · ·+ ls−1

2

は偶数になる。これで (+)が示された。
(2), (3)も同様に証明できる。

定義 5.5 N を自然数、χを (mod N の)Dirichlet指標としたとき、

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns

とおいて、これを (χについての)Dirichlet L関数という。ただしここで χ(n)は
nとNが互いに素なときはχ(n mod N)を表すが、nとNが互いに素でないとき
は 0を表す。

次の定理が虚 2次体の類数公式と呼ばれるものである。
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定理 5.6 (虚 2次体の類数公式) Kを虚 2次体とし、m, N を上のとおりとする。
χ は、(#) をみたすDirichlet指標とする。hK をKの類数とし、wK をKに含ま
れる 1のベキ根の個数とする。このとき

hK =
wK

2
L(0, χ) =

wK

√
N

2π
L(1, χ)

が成立する。

定理の証明は省略する。

命題 5.7 wKはK = Q(
√
−1)のとき 4、K = Q(

√
−3)のとき 6、Kがその他の虚

2次体のときは 2である。

証明 K = Q(
√
m)とする。(m ∈ Z, m < 0)、また α ∈ KについてN(α)は αの

複素数としてのノルムをあらわすものとすると、

N(α) = 1⇔ α はKに属する 1のベキ根

が成り立つ。⇐= は明らかである。=⇒ は、OK に中には、ノルムが 1 の元は高々
有限個であることから従う。
よって、wK の値を求めるにはN(α) = 1となる α ∈ Kの個数を求めればよい。
また、αが 1のベキ根であれば α ∈ O×K であることに注意する。
Case 1. m ≡ 2, 3 (mod 4)のときを考える。定理 2.3よりOK = Z[

√
m]となる。

α = a + b
√
m ∈ OK を 1のベキ根とする (a, b ∈ Z)。ここで n = −m > 0とおく

と、N(α) = a2 − b2m = a2 + b2nとなる。

(1) m = −1の場合、N(α) = a2 + b2 = 1より α = ±1,±iのいずれかである。
従ってwK = 4である。

(2) m < −1の場合を考える。今、b ̸= 0と仮定する。すると

1 < b2n 5 a2 + b2n = N(α)

となり、これは αが 1のベキ根であることに矛盾する。 よって b = 0であ
る。従って α = ±1のいずれかである。従ってwK = 2である。

Case 2. m = 1 (mod 4)のとき。定理 2.3より OK = Z
[1 +√m

2

]
となる。α =

a + b1+
√
m

2
∈ OK を 1のベキ根とする (a, b ∈ Z)。ここで n = −m > 0とおくと

N(α) = (a+ 1
2
b)2 + ( b

2
)2nとかける。
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(1) m = −3の場合、N(α) = (a+ 1
2
b)2 + 3

4
b2 = 1となる。よって、b = 0,±1 で

ある。すると、αは±1, ±
1 +
√
−3

2
, ±1∓

1 +
√
−3

2
のいずれかである。従っ

てwK = 6である。

(2) m < −3とする。m ≡ 1 (mod 4)よりm 5 −7である。よって b ̸= 0とす
ると

N(α) = (a+
1

2
b)2 +

n

4
b2 ≥ n

4
b2 > 1

となりαが1のベキ根であることに矛盾する。よって b = 0であり、N(α) = a2

より、αは±1のいずれかである。従ってwK = 2である。
証明終

補題 5.8 N を自然数とし、

χ : (Z/NZ)×→C×

を、(#) をみたすDirichlet指標とすると、

L(0, χ) = − 1

N

N∑
a=1

aχ(a)

が成り立つ。

補題 5.8を認めると、定理 5.6は次のように書き換えられる。

系 5.9 K, m, N を上のとおりとする。χ は、(#) をみたすDirichlet指標とする
とき、

hK = −wK

2N

N∑
a=1

aχ(a)

が成立する。

例として、Q(
√
−1)とQ(

√
−3)の類数を系 5.9を用いて求める。

K = Q(
√
−1)とおく。するとwK = 4, m = −1 ≡ 3 (mod 4)なのでN = |4m| =

4である。従って、

hK = − 4

2× 4

4∑
a=1

aχ(a) = −1

2
(1 · χ(1) + 3 · χ(3))

である。また χ(1) = 1, χ(3) =

(
− 1

3

)
=

(
2

3

)
= −1より、

hK = −1

2
(1 · 1 + 3 · (−1)) = 1
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である。
次にK = Q(

√
−3)とする。wk = 6, m = −3 ≡ 1 (mod 4)なのでN = 3であ

る。従って、

hk = −
6

2× 3

3∑
a=1

aχ(a) = −(1χ(1) + 2χ(2))

である。このとき、式 (∗)により、χ(a (mod 3)) =

(
a

3

)
なので、χ(1) = 1, χ(2) =(

2

3

)
= −1である。よって、hk = 1となる。

次に、Q(
√
−1)とQ(

√
−3)の類数を定理 5.6を用いて求める。

K = Q(
√
−1)とおく。すると

hK =
wK

√
N

2π
L(1, χ) =

4

π
· L(1, χ)

となる。ここで、

L(1, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

n
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · = π

4

となる13ので hK = 1である。
続いてK = Q(

√
−3)とする。

hK =
6×
√
3

2π
· L(1, χ) = 3

√
3

π
· L(1, χ)

より、L(1, χ) =
π

3
√
3
となることが、Q(

√
−3)の類数が 1であることからわかる。

なお、L(1, χ)が正確に
π

3
√
3
であることを知らなくても、上のhK =

3
√
3

π
·L(1, χ)

から hK = 1を得ることが可能である。なぜなら

L(1, χ) = 1− 1

2
+

1

4
− 1

5
+ · · · < 1

より、

hK =
3
√
3

π
· L(1, χ) < 3

√
3

π
< 2

である。ところが hK は自然数であるため、これから hK = 1を得る。

このように、虚 2次体の類数公式 hK =
wK

√
N

2π
L(1, χ)から、無限級数 L(1, χ)

のある程度の近似計算をすれば、hK を求めることができる。

13ライプニッツの公式である。arctan(x)の導関数を用いて示す事が出来る。
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類数が 1の虚 2次体が、

Q(
√
−1),Q(

√
−2),Q(

√
−3),Q(

√
−7),Q(

√
−11),Q(

√
−19),Q(

√
−43),Q(

√
−67),Q(

√
−163)

の 9個だけであることが、1967年にBakerと Starkによって証明されている。

6 可換環論からの準備

6.1 代数系

定義 6.1.1 加法と乗法の定められた空でない集合 Aが (可換)環であるとは、次
の条件を満たすことをいう

(1) Rは加法に関してAbel群をなす

(2) ∀a, b, c ∈ Aに対し
(ab)c = a(bc)

(3) ∀a, b, c ∈ Aに対し

a(b+ c) = ab+ ac

(a+ b)c = ac+ bc

(4) ∀a ∈ Aに対し
ax = xa = a

となる x ∈ Aが存在する

(5) ∀a, b ∈ Aに対し
ab = ba

注意 6.1.2 定義 6.1.1(4),(5)は環の定義において必ずしも課される条件ではない
が、以下では (1)∼(5)の成り立つ環のみを考察する。

(1) 定義 6.1.1(4)における xは存在するならば唯一つ定まる (証明はモノイドの
単位元の一意性と同様である)。そこでこの xを 1と書き、Aの乗法に関す
る単位元という。

(2) 加法に関する単位元は 0と書き、Aの零元という。

(3) 環Aにおいて 1 = 0が成り立つとき、任意の a ∈ Aに対して a = a1 = a0 = 0

が成り立つのでA = {0}である。このような環を零環という。以下では環は
零環ではない、つまり、1 ̸= 0であることは常に仮定する。
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定義 6.1.3 環Aの部分集合Bが次の条件を満たすとき、BはAの部分環である
という。

(1) a, b ∈ B =⇒ a+ b,−a, ab ∈ B

(2) 1 ∈ B

定義 6.1.4 Aは環とする。

(1) a ∈ Rが乗法に関する逆元を持つとき、すなわち ax = xa = 1となる x ∈ A
が存在するとき、aはAの単元あるいは単数であるという。

(2) Aの 0でない任意の元が単元であるとき、Aは体であるという。

(3) 体Aの部分環Bが再び体となる、すなわち、

a ∈ B =⇒ a−1 ∈ B

となるとき、BはAの部分体であるという。

注意 6.1.5 モノイドの場合と同様に、与えられた元 a ∈ Aの逆元は存在するなら
ば一意に定まる。そこで aの逆元を a−1と書く。また、Aの単元全体の集合は A

の乗法によって群をなす。この群をAの乗法群あるいは単数群などといい、A×と
書く。

定義 6.1.6 Aを環、MをAbel群とする (Mの演算も+によって表す)。このとき、
MがA-加群であるとはAの作用、すなわち写像 µ : A×M →Mが与えられてお
り、任意の a, b ∈ A, x, y ∈M に対して次が成立することをいう。(µ(a, x)を axと
書くことにする)

(1) (a+ b)x = ax+ bx

(2) a(x+ y) = ax+ ay

(3) a(bx) = (ab)x

(4) 1x = x

定義 6.1.7 A-加群M の部分群N が任意の a ∈ Aと x ∈ N に対して ax ∈ N とな
るとき、N をM の部分A-加群という。

定義 6.1.8 環Aの積は、AのA自身への作用と見做せる。このとき、Aの部分A-

加群のことをAのイデアルという。

注意 6.1.9 イデアルは大文字 I, J, · · · や、ドイツ文字 a, b, · · · などで表す。
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命題 6.1.10 環Aのイデアル aに対して次が成り立つ。

(1) 1 ∈ a =⇒ a = A

(2) aがAの単元を含む =⇒ a = A

証明

(1) ∀a ∈ Aに対し、a = a1 ∈ aが成り立つのでA ⊆ a。

(2) x ∈ a∩A×をとると、x−1 ∈ Aより x−1x = 1 ∈ aとなり (1)より a = Aが成
り立つ。

証明終

この命題から次が直ちにわかる。

系 6.1.11 環 A に対して、Aが体であることと、Aのイデアルは {0}とA自身の
みであることは同値である。

次の性質は加群の定義から明らかである。

命題 6.1.12 Aを環とする。M をA-加群、(Mi)i∈IをM のA-部分加群の族、aを
Aのイデアルとするとき、次はA-加群である。

(1)
∩
i∈I

Mi

(2)
∑
i∈I

Mi = {
∑
有限和

xi | xi ∈Mi}

(3) aM = {
∑
有限和

aixi | ai ∈ a, xi ∈M}

注意 6.1.13 命題 6.1.12(3)より、Mとして特にAのイデアル bをとると、イデア
ルの積

ab = {
∑
有限和

ab | a ∈ a, b ∈ b}

が定義でき、abはAのイデアルとなる。
同様に有限個のAのイデアル a1, a2, · · · , anの積 a1a2 · · · anが定義できる。

命題 6.1.14 M をA-加群、N をM の部分A-加群とする。このときM がAbel群
であることから剰余群M/N が定義できるが、x ∈M/N, a ∈ Aに対して

ax = ax
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と定めると、これはwell-definedなAのM/N への作用であり、したがってM/N

もA-加群の構造を持つ。
また、aをAのイデアルとするとき、x, y ∈ A/aに対し

x · y = xy

と定めると ·はA/a上のwell-definedな演算であり、A/aはこの演算を積として環
をなす。

証明 作用と積のwell-defined性のみを示す。
x = x′とすると x− x′ = αとなる α ∈ aが存在する。このとき

ax = ax = a(α + x′) = aα + ax′ = ax′ = ax′

となる。
同様に x = x′, y = y′とすると x− x′ = α, y − y′ = βとなる α, β ∈ aが存在し

x · y = xy = (α + x′)(β + y′) = αβ + αy′ + βx′ + x′y′ = x′y′ = x′ · y′

が成立する。 証明終

定義 6.1.15 命題 6.1.14で定義された A-加群M/N をM の N による剰余加群、
環A/aをAの aによる剰余環という。

定義 6.1.16 A,Bを環とする。このとき、写像 ϕ : A→ Bが環の準同型写像であ
るとは、次の条件を満たすことである。

(1) ∀a, b ∈ Aに対し、ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b)

(2) ∀a, b ∈ Aに対し、ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)

(3) ϕ(1) = 1

命題 6.1.17 環の準同型写像 ϕ : A −→ Bに対して次が成り立つ。

(1) ϕ(0) = 0

(2) ϕ(−a) = −ϕ(a)

(3) ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 (ただし、a ∈ A×とする)

証明

(1) ϕ(0) = ϕ(0 + 0) = ϕ(0) + ϕ(0)より ϕ(0) = ϕ(0)− ϕ(0) = 0

(2) (1)より 0 = ϕ(0) = ϕ(a− a) = ϕ(a) + ϕ(−a)なので ϕ(−a) = −ϕ(a)
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(3) 1 = ϕ(1) = ϕ(aa−1) = ϕ(a)ϕ(a−1)より ϕ(a−1) = ϕ(a)−1

証明終

定義 6.1.18 M,M ′を A-加群とする。このとき、写像 ϕ : M → M ′がA-加群の
準同型写像あるいはA-線形写像であるとは、次の条件を満たすことである。

(1) ∀x, y ∈M に対し、ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y)

(2) ∀x ∈M, ∀a ∈ Aに対し、ϕ(ax) = aϕ(x)

命題 6.1.19 命題 6.1.17と同様にA-線形写像ϕ :M −→ Nに対して次が成り立つ。

(1) ϕ(0) = 0

(2) ϕ(−a) = −ϕ(a)

次の性質は準同型写像の定義から明らかである。

命題 6.1.20 ι : A −→ Aを環A上の恒等写像とするとき、ιは環準同型写像であ
る。
また、f : A −→ B, g : B −→ Cを環準同型写像とするとき、合成写像 g ◦ f は環
準同型写像である。

注意 6.1.21 命題 6.1.20と同様に、加群の場合にも、恒等写像が線形写像である
こと、線形写像の合成が再び線形写像となることがわかる。

命題 6.1.22 Aを環、aをAのイデアル、M をA-加群、N をM の部分A-加群と
する。このとき、自然な写像

ϕ : A ∋ a 7−→ a ∈ A/a
ψ :M ∋ x 7−→ x ∈M/N

を考えると、ϕは全射な環準同型写像、ψは全射なA-線形写像である。

証明 A/aおよびM/N での演算、作用の定義から明らかである。 証明終

命題 6.1.23 ϕ : A→ Bを環の準同型写像とする。このとき

Kerϕ = {a ∈ A | ϕ(a) = 0}
Imϕ = {ϕ(a) ∈ B | a ∈ A}

と定めると、KerϕはAのイデアル、ImϕはBの部分環となる。
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証明 x, y ∈ Kerϕおよび a ∈ Aを任意にとると

ϕ(x− y) = ϕ(x)− ϕ(y) = 0− 0 = 0

ϕ(ax) = ϕ(a)ϕ(x) = ϕ(a)0 = 0

が成り立つので x− y, ax ∈ Kerϕ、すなわちKerϕはAのイデアルである。
α, β ∈ Imϕを任意にとると ϕ(x) = α, ϕ(y) = βとなる x, y ∈ Aが存在する。この
とき

α− β = ϕ(x)− ϕ(y) = ϕ(x− y) ∈ Imϕ

αβ = ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(xy) ∈ Imϕ

である。また、明らかに ϕ(1) = 1 ∈ Imϕであるから、Imϕは B の部分環とな
る。 証明終

定義 6.1.24 命題 6.1.23のKerϕを ϕの核、Imϕを ϕの像という。

線形写像に対しても、同様に核と像の概念が定義される。

定義 6.1.25 ϕ :M → N をA-線形写像とする。このとき ϕの核 Kerϕ,像 Imϕを

Kerϕ = {x ∈M |ϕ(x) = 0}
Imϕ = {ϕ(x) ∈ N |x ∈M}

と定めると、KerϕはM の部分A-加群、ImϕはN の部分A-加群となる。

証明 Kerϕについては環の場合と同様。
Imϕについても α, β ∈ Imϕ、a ∈ Aを任意にとったとき ϕ(x) = α, ϕ(y) = βとな
る x, y ∈ Aが存在することから

α− β = ϕ(x)− ϕ(y) = ϕ(x− y) ∈ Imϕ

aα = aϕ(x) = ϕ(ax) ∈ Imϕ

が成り立つ。 証明終

命題 6.1.26 f : A −→ Bを環の準同型写像とするとき

f が単射⇐⇒ Ker f = {0}

同様に、ϕ :M −→ N をA-線形写像とするとき

ϕが単射⇐⇒ Kerϕ = {0}

が成り立つ。
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証明 前者を示す。
(⇒) x ∈ Ker f を任意にとると、f(x) = 0であるが f(0) = 0でもあるので
f(x) = f(0)。f が単射なので x = 0。
(⇐) f(x) = f(y)と仮定すると、fが準同型写像であることから f(x− y) = 0、す
なわち x− y ∈ Ker f が成り立つ。よって x− y = 0で f は単射となる。 証明終

命題 6.1.27 ϕ : M −→ N を A-線形写像、LをN の部分 A-加群とする。このと
き、ϕ−1(L)はM の部分A-加群である。

証明 x, y ∈ ϕ−1(L)を任意にとると、ϕ(x), ϕ(y) ∈ Lであるから ϕ(x− y) = ϕ(x)−
ϕ(y) ∈ Lより x− y ∈ ϕ−1(L)。
また、a ∈ Aを任意にとるとϕ(ax) = aϕ(x) ∈ Lよりax ∈ ϕ−1(L)を得る。 証明終

命題 6.1.28 ϕ : A −→ Bを環の準同型写像、bをBのイデアルとすると、ϕ−1(b)

はAのイデアルである。

証明 和と差について閉じていることは命題 6.1.27の証明と同様である。
α ∈ Aを任意にとると、任意の a ∈ Aに対し ϕ(αa) = ϕ(α)ϕ(α) ∈ bが成り立つの
で、αa ∈ ϕ−1(b)となる。 証明終

命題 6.1.29 ϕ : A→ Bを環の準同型写像、aをAのイデアルとする。このとき、
ϕが全射ならば、ϕ(a)はBのイデアルである。

証明 α, β ∈ ϕ(a)を任意にとると、ϕ(x) = α, ϕ(y) = βとなる x, y ∈ aが存在す
る。このとき、x− y ∈ aであるので、

α− β = ϕ(x)− ϕ(y) = ϕ(x− y) ∈ ϕ(a)

が成り立つ。また、任意の b ∈ Bに対して ϕ(a) = bとなる a ∈ Aが存在するので、

bα = ϕ(a)ϕ(x) = ϕ(ax) ∈ ϕ(a)

が成り立つ。 証明終

次の定理は、対応定理と呼ばれる。

定理 6.1.30 Aを環、aをAのイデアルとする。このとき

X = {b | bはAのイデアルで a ⊆ b}
Y = {c | cはA/aのイデアル }

とおくと、X とY の間には、包含関係を保つ全単射が存在する。
同様に、M をA-加群、N をM の部分A-加群とするとき

S = {L | LはM の部分A−加群で N ⊆ L}
T = {K | KはM/N の部分A−加群 }

とおくと、S とT の間には、包含関係を保つ全単射が存在する。
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証明 前者のみ示す。
π : A→ A/aを自然な写像とすると、命題 6.1.28および命題 6.1.29より、写像

F : X → Y とG : Y →X を

F (b) = π(b)

G(c) = π−1(c)

と定めることができる。これが、

b ⊆ b′ =⇒ F (b) ⊆ F (b′)

c ⊆ c′ =⇒ G(c) ⊆ G(c′)

かつ、G ◦ F = idX , F ◦G = idY を満たすことは明らかである。 証明終

次の定理は、準同型定理と呼ばれる。

定理 6.1.31 f : A −→ Bを環の準同型写像、aを a ⊆ Ker f であるようなAのイ
デアル、π : A −→ A/aを自然な写像とする。このとき、g ◦ π = f となる環準同
型写像 g : A/a→ Bが唯一つ存在する。また、このとき

gが単射⇐⇒ a = Ker f

が成り立つ。
同様に、ϕ : M −→ N を A-線形写像、Lを L ⊆ KerϕであるようなM の部分
A-加群、π : M −→ M/Lを自然な写像とすると、ψ ◦ π = ϕとなる A-線形写像
ψ :M/L −→ N が唯一つ存在し

ψが単射⇐⇒ L = Kerϕ

が成り立つ。

証明 前者のみ示す。
まず、πが全射であるので、g ◦ π = f となる gは存在するならば一意に定まる
ことがわかる。
次に、A/aにおいて、a = a′ならば、a−a′ ∈ a ⊆ Ker fであるので、f(a) = f(a′)

となることに注意すれば、g : A/a→ Bを

g(a) = f(a)

と定めてよいことがわかる。これは、明らかに g ◦ π = f を満たす。
さらに、このとき、

a ∈ Ker g ⇐⇒ a ∈ Ker f
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であるから

gが単射⇐⇒ ∀a ∈ Ker g, a = 0⇐⇒ ∀a ∈ Ker f, a ∈ a

が成り立つ。すなわちKer f ⊆ aとなるので

gが単射⇐⇒ a = Ker f

が成り立つ。 証明終

定義 6.1.32 Aを環、x ∈ Aとする。

0 ̸= ∃y ∈ A s.t. xy = 0

が成り立つとき、xはAの零因子であるという。零因子でない元のことを非零因
子という。また、xn = 0となる n ∈ Nが存在するとき xはAのベキ零元であると
いう。

定義 6.1.33 環Aのベキ零元全体の集合をNAと書き、Aのベキ零根基という。

命題 6.1.34 環Aの単元は非零因子である。

証明 x ∈ A×がAの零因子であったとすると xy = 0をみたす y ∈ A \ {0}が存在
するが、x−1 ∈ Aより

y = 1y = x−1xy = 0

となり yの取り方に反する。 証明終

定義 6.1.35 環Aが 0以外の零因子を持たないとき、すなわち ∀x, y ∈ Aに対して

xy = 0 =⇒ x = 0 または y = 0

が成り立つとき、Aは整域であるという。

命題 6.1.34より次がしたがう。

系 6.1.36 体は整域である。

定義 6.1.37 環Aのイデアル p(̸= A)は次の条件を満たすとき、Aの素イデアルと
いう。

xy ∈ p =⇒ x ∈ p または y ∈ p

また、環Aのイデアルm(̸= A)は次の条件を満たすとき、Aの極大イデアルという。

Aのイデアル aに対しm ⊆ a =⇒ a = A または a = m

27



注意 6.1.38 環Aの素イデアル全体の集合を、SpecAによって表す。

命題 6.1.39 Aを環とするとき、次が成り立つ。

pがAの素イデアル⇐⇒ A/pが整域

mがAの極大イデアル⇐⇒ A/mが体

証明

pがAの素イデアル⇐⇒ x, y ∈ Aが xy ∈ pを満たすとき、x ∈ p または y ∈ p

⇐⇒ x, y ∈ A/pがxy = 0を満たすなら、x = 0 または y = 0

⇐⇒ A/pが整域

mがAの極大イデアル⇐⇒ mを真に含むイデアルはAのみ

⇐⇒ A/mのイデアルは {0}, A/mのみ (定理 6.1.30より)

⇐⇒ A/mは体 (命題 6.1.11より)

証明終

体が整域であることから次がしたがう。

系 6.1.40 極大イデアルは素イデアルである。

系 6.1.41 体からの環準同型写像は単射である。すなわち F が体、B を環、f :

F −→ Bが環準同型写像ならば、f は単射である。

証明 f(1) = 1より、Ker f は F 自身と異なる F のイデアルである。したがって
Ker f = 0なので f は単射である。 証明終

定理 6.1.42 環Aの任意の真のイデアル aに対し、a ⊆ mとなるAの極大イデア
ルmが存在する。

証明 AがNoether環である場合には、Noether環の定義 (命題 6.4.1)より直ちに
このような極大イデアルの存在が言える。AがNoether環とは限らない場合には、
Zornの補題を適用する必要がある。
Σを aを含むAの真のイデアル全体の集合とし、包含関係による順序を導入す
る。このとき、a ∈ ΣであるのでΣ ̸= ∅である。そこで、

I = {ai | i ∈ I}

をΣの全順序部分集合とすると、 ∪
i∈I

ai
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はAのイデアルとなる。実際、x, y ∈ ∪aiを任意にとると、I が全順序集合であ
ることから、

x, y ∈ aj

となる j ∈ Iが存在する。したがって任意の a ∈ Aに対し

x− y, ax ∈ aj ⊆
∪
i∈I

ai

が成り立つ。
また、任意の i ∈ Iに対して 1 ̸∈ aiであることから 1 ̸∈ ∪ai、すなわち ∪ai ̸= Aで
あり ∪ai ∈ Σとなる。したがって、∪aiはI の上界となる。ゆえに、Σは帰納的
順序集合となるので Zornの補題を適用することができ、Σの極大元、すなわち a

を含むAの極大イデアルの存在が言える。 証明終

定義 6.1.43 極大イデアルを唯一つしか持たない環を局所環という。

系 6.1.44 Aを環とするとき、Aが局所環であることと、Aの非単元全体の集合
A \ A×がイデアルとなることは同値である。

証明 Aが局所環であるとし、mをその唯一の極大イデアルとすると、定理 6.1.42

より任意の非単元 xに対し xで生成された単項イデアル (定義 6.1.48参照)はmに
含まれるので、A \A× ⊆ mである。一方m $ Aよりm ⊆ A \A×は明らかに成り
立つ。したがって、A \ A× = mである。
逆に、A \A×がAのイデアルとなったとすると、Aの任意の真のイデアルは非
単元のみからなるのでA \ A×に含まれる。よって、A \ A×がAの唯一の極大イ
デアルとなる。 証明終

命題 6.1.45 f : A −→ Bを環準同型写像、pをBの素イデアルとするとき、f−1(p)

はAの素イデアルである。

証明 1 ̸∈ pより 1 ̸∈ f−1(p)なので f−1(p) ̸= Aである。
xy ∈ f−1(p)とすると f(x)f(y) = f(xy) ∈ pより f(x) ∈ p または f(y) ∈ pであ
る。すなわち

x ∈ f−1(p) または y ∈ f−1(p)

が成り立つ。 証明終

命題 6.1.46 a1, a2, · · · , anを環Aのイデアル、pをAの素イデアルとし
n∩

i=1

ai ⊆ p

とすると、ai ⊆ pとなる iが存在する。特に p = ∩aiならば、p = aiとなる iが存
在する。
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証明 対偶を示す。任意の iに対し ai $ pであると仮定すると、各 iに対してxi ∈ ai
かつ xi ̸∈ pとなる xiが存在する。したがって Πxi ∈ Πai ⊆ ∩aiが成り立つ。し
かし、pが素イデアルであるので、xi のとりかたから Πxi ̸∈ pである。ゆえに、
∩ai ̸⊆ pである。
p = ∩aiであるとき、任意の jに対して p ⊆ aj であることに注意すれば、主張は
明らかである。 証明終

定義 6.1.47 M をA-加群、LをM の部分集合とする。このとき

AL = {
∑
有限和

aixi | ai ∈ A, xi ∈ L}

とおくとALはM の部分A-加群である。この加群のことをA上 Lによって生成
された加群という。
特に、Lが有限集合 {x1, x2, · · · , xn}であるとき

AL = Ax1 + Ax2 + · · ·+ Axn

と書き、LはA上有限生成であるという。

定義 6.1.48 環A上で、x1, x2, · · · , xn ∈ Aで生成されるイデアルは (x1, x2, · · · , xn)
と表される。特に、唯一つの元 xで生成されるイデアル (x)のことを単項イデア
ルという。
また、任意のイデアルが単項イデアルであるような整域のことを、単項イデアル
整域あるいはPIDという。

注意 6.1.49 命題 6.1.12(3)において、環Aのイデアル aとA-加群M との積 aM

が定義されたが、aが単項イデアル (a)であるとき、(a)M を aM と表す。

定義 6.1.50 (Mi)i∈I をA-加群の族とするとき、(Mi)i∈I の群としての直和⊕
i∈I

Mi = {(xi)i∈I | xi ∈Mi ただし、有限個の iを除いて xi = 0}

に対し、成分ごとにAの作用を定める。すなわち、a ∈ Aに対し、

a(xi)i∈I = (axi)i∈I

と定めると、⊕Miは明らかにA-加群の構造を持つ。この加群を (Mi)i∈I の直和と
いう。

定義 6.1.51 環Aの (任意個の)直和

A⊕I

と同型なA-加群のことを自由A-加群という。特に、添字集合Iが有限集合{1, 2, · · · , n}
であるとき、A⊕I をAnと書く。
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命題 6.1.52 A加群M について、M が有限生成A-加群であることと、M がある
自由A-加群の剰余加群と同型となることは同値である。

証明 M = x1M + · · ·+ xnM とするとき、写像 ϕ : An → M を ϕ((a1, · · · , an)) =
a1x1 + · · · + anxnによって定めると、ϕは明らかにA-線形写像であり、かつ全射
である。よって、M はAn/Kerϕと同型である。
逆に、全射な A-線形写像 ϕ : An → M が存在したとする。このとき、ei =

(0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0))(第 i成分が 1で、それ以外の成分は 0)とおくと、An = e1A+

· · ·+ enAより、
M = ϕ(An) = ϕ(e1)A+ · · ·+ ϕ(en)A

を得る。 証明終

命題 6.1.53 M を有限生成A-加群、aをAのイデアルとする。このときM のA-

加群の自己準同型写像 ϕが ϕ(M) ⊆ aM を満たすとすると、

ϕn + a1ϕ
n−1 + · · ·+ an = 0

となるような n ∈ N, ai ∈ aが存在する。

証明 M = Ax1 + Ax2 + · · · + Axnとすると、各 xiに対し ϕ(xi) ∈ aM であるの
で、ϕ(xi) = Σn

j=1aijxjとなる aij ∈ aが存在する。すなわち

ϕ(xi)−
n∑

j=1

aijxj = 0

が成り立つ。
ここで、A上の一変数多項式環A[t]のM への作用を α ∈ M に対して (Σait

i)α =

Σaiϕ
i(α)と定めると、これは明らかにwell-difinedなA[t]からMへの作用となる。

すると、いま
n∑

j=1

(δijt− aij)xj = 0

が成り立っている。すなわち、P = (δijt− aij), x = t(x1, x2, · · · , xn)とおくと

Px = 0

であるから、P の余因子行列P (c)を左から掛けて (A[t]が可換環であることに注意)

P (c)Px = (detP )Ix = (detP )x = 0

が成り立つ。つまり各 iに対して (detP )xi = 0が成り立っているが、x1, x2, · · · , xn
はMを生成するので、detP ∈ A[t] は任意の x ∈M に対して (detP )x = 0をみた
すことがわかる。
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P の (i, j)-成分が δijt− aijであることに注意すれば、detP は tに関する n次の
monic多項式であり、n− 1次以下の係数がすべて aに属することもわかる。すな
わち、M からM へのA-線形写像として

ϕn + a1ϕ
n−1 + · · ·+ an = 0

が成り立つ。 証明終

命題 6.1.54 環 Aのベキ零根基NAは Aの素イデアル全体の共通部分と等しい。
したがってNAはAのイデアルである。

証明 N′ =
∩

p∈SpecA

pとおく。x ∈ NAをとると、xn = 0となる n ∈ Nが存在する

から、任意の素イデアル pに対して xn ∈ pとなる。すると pが素イデアルである
ことから

xn ∈ p⇐⇒ xn−1 ∈ p

⇐⇒ · · ·
⇐⇒ x ∈ p

となるので x ∈ N′が成り立つ。
逆に、x ̸∈ NAとし、Aのイデアルの集合Σを

Σ = {a | aはAのイデアルで ∀n ∈ N, xn ̸∈ a}

と定めると、(0) ∈ ΣよりΣ ̸= ∅であり、包含関係に関する帰納的順序集合となる
ことがわかる。したがって、Σに Zornの補題を適用することができる。そこで a

をΣの極大元のひとつとする。
a, b ∈ Aに対して a, b ̸∈ aと仮定すると

a $ a+ (a) かつ a $ a+ (b)

であるが、aの極大性から a+ (a), a+ (b) ̸∈ Σである。したがって

∃m,n ∈ N s.t. xm ∈ a+ (a), xn ∈ a+ (b)

が成り立つ。したがって xm+n ∈ a+ (ab)であるから、a+ (ab) ̸∈ Σとなる。
よって a ∈ Σなので ab ̸∈ aとなることがわかる。すなわち

a ̸∈ a かつ b ̸∈ a =⇒ ab ̸∈ a

が言えた。対偶をとれば aが素イデアルであることがわかる。
以上より、Σの定め方から x ̸∈ aであり、aが素イデアルであることから x ̸∈ N′が
成り立つ。 証明終
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命題 6.1.55 環Aのイデアル aに対して

r(a) = {x ∈ A | ∃n ∈ N s.t. xn ∈ a}

とおくと、r(a)はAのイデアルである。

証明 x, y ∈ r(a)をとると、xn, ym ∈ aとなる n,m ∈ Nが存在する。よって、
l = max{n,m}とおけば (x− y)2l ∈ a、すなわち x− y ∈ r(a)を得る。また、任意
の a ∈ Aに対して、(ax)nを考えれば、明らかに ax ∈ r(a)が成り立つ。 証明終

定義 6.1.56 命題 6.1.55で定義されたイデアル r(a)のことを、aの根基という。

命題 6.1.57 環Aのイデアル aの根基 r(a)は、aを含むような全てのAの素イデ
アルの共通部分と等しい。

証明 定理 6.1.30より、A/aのイデアルとAのイデアルで aを含むものの間には、
1対 1の対応が存在する。このとき

x ∈ r(a)⇐⇒ ∃n ∈ N s.t. xn ∈ a

⇐⇒ A/aにおいて ∃n ∈ N s.t. xn = 0

⇐⇒ x ∈ NA/a

であるから、定理 6.1.30において r(a)はNA/aに対応している。命題 6.1.54より

NA/a =
∩

P∈SpecA/a

P

であるから、定理 6.1.30および命題 6.1.45よりA/aの素イデアルと aを含むAの
素イデアルとの間に 1対 1の対応が存在することに注意すれば

r(a) = π−1(
∩

P∈SpecA/a

P) =
∩

P∈SpecA/a

π−1(P) =
∩

a⊆p∈SpecA

p

を得る。(ただし π : A −→ A/aは自然な写像) 証明終

命題 6.1.58 pがAの素イデアルならば r(p) = pが成立する。

証明 根基の定義より明らかに p ⊆ r(p)が成り立つ。
一方、x ∈ r(p)をとると xn ∈ pを満たす n ∈ Nが存在するが、pが素イデアルな
ので

xn ∈ p⇐⇒ xn−1 ∈ p

⇐⇒ xn−2 ∈ p

⇐⇒ · · ·
⇐⇒ x ∈ p

より r(p) ⊆ pを得る。 証明終
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命題 6.1.59 イデアルの根基をとる操作と有限個の共通部分をとる操作は、可換
である。すなわち、a, bを環Aのイデアルとするとき

r(a ∩ b) = r(a) ∩ r(b)

が成り立つ。

証明

x ∈ r(a ∩ b)⇐⇒ ∃n ∈ N s.t. xn ∈ a ∩ b

⇐⇒ ∃n ∈ N s.t. xn ∈ aかつ xn ∈ b

⇐⇒ x ∈ r(a)かつ x ∈ r(b)
⇐⇒ x ∈ r(a) ∩ r(b)

証明終

命題 6.1.60 a, bを環Aのイデアルとするとき

r(ab) = r(a) ∩ r(b)
r(a+ b) = r(r(a) + r(b))

が成り立つ。

証明

x ∈ r(ab)⇐⇒ ∃n ∈ N s.t. xn ∈ ab

⇐⇒ ∃n ∈ N,∃ai ∈ a, ∃bi ∈ b s.t. xn = Σaibi

⇐⇒ ∃n ∈ N s.t. xn ∈ a ∩ b

⇐⇒ x ∈ r(a ∩ b)

⇐⇒ x ∈ r(a) ∩ r(b)

x ∈ r(a+ b)⇐⇒ ∃n ∈ N s.t. xn ∈ a+ b

⇐⇒ ∃n ∈ N,∃a ∈ a, ∃b ∈ b s.t. xn = a+ b

⇐⇒ ∃n ∈ N s.t. xn ∈ r(a) + r(b)

⇐⇒ x ∈ r(r(a) + r(b))

命題 6.1.61 a, bを環Aのイデアルとするとき、

r(a) + r(b) = A =⇒ a+ b = A

が成立する。
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証明 命題 6.1.60より

r(a+ b) = r(r(a) + r(b)) = r(A) = A

であるから、1 ∈ a+ bが成り立つ。すなわち a+ b = Aである。 証明終

定義 6.1.62 環Aのイデアル a, bについて、a+ b = Aが成り立つとき、aと bは
互いに素であるという。

命題 6.1.63 環Aのイデアル a1, a2, · · · , anがどの二つのイデアルも互いに素であ
るとき、

n∏
i=1

ai =
n∩

i=1

ai

が成り立つ。

証明 nについての帰納法で証明する。
まず、n = 2とする。ab ⊆ a∩ bは明らかに成り立つ。一方 x ∈ a∩ bをとると、

a+ b = 1となる a ∈ a, b ∈ bが存在するので

x = x(a+ b) = xa+ xb ∈ ab

が成立する。
n ≥ 3とし、Πn−1

i=1 a1 = ∩n−1
i=1 a1が成り立っているとする。このとき b = Πn−1

i=1 a1 =

∩n−1
i=1 a1とおく。いま、任意の 1 ≤ i ≤ n − 1に対して ai + an = Aであるから、

xi + yi = 1となる xi ∈ aiおよび yi ∈ anが存在する。すると

n−1∏
i=1

xi =
n−1∏
i=1

(1− yi)

より、Πn−1
i=1 xi+Y = 1となるY ∈ anが存在することがわかる。したがってΠn−1

i=1 xi ∈
bより b+ an = Aが成り立ち、n = 2の場合を用いて

n∏
i=1

ai = ban = b ∩ an =
n∩

i=1

ai

となる。 証明終

定義 6.1.64 環Aのイデアル a, bに対し aと bのイデアル商(a : b)を

(a : b) = {x ∈ A | xb ⊆ a}

と定める。bが単項イデアル (x)である場合、(a : b)を (a : x)と表す。
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注意 6.1.65 イデアル商 (a : b)はAのイデアルである。実際 x, y ∈ (a : b)をとる
と、xb, yb ⊆ aが成り立つので、任意の a ∈ A, b ∈ bに対して

(x− y)b = xb− yb ∈ a

axb ∈ a

が成り立つことより、x− y, ax ∈ (a : b)である。

定義 6.1.66 A-加群M に対し、

Ann(M) = {a ∈ A | aM = 0}

とおくと、Ann(M)はAのイデアルとなる。このイデアルをMの零化イデアル(も
しくは、annihilator)という。
Ann(M) = 0となるとき、M はA-加群として忠実であるという。

定義 6.1.67 f : A→ Bを環準同型写像とする。Aのイデアル aに対し、aの f に
よる拡大aeを、f(a)によって生成されたBのイデアル、すなわち

ae = f(a)B = {
∑
有限和

xiyi | xi ∈ f(a), yi ∈ B}

と定める。また、Bのイデアル bに対して、bの fによる縮約(あるいは引き戻し)bc

を
bc = f−1(b)

と定める。(命題 6.1.45より bcはAのイデアルである)

命題 6.1.68 f : A → Bを環準同型写像、aをAのイデアル、bをBのイデアル
とするとき、次が成り立つ。

(1) a ⊆ aec

(2) b ⊇ bce

(3) r(a)e ⊆ r(ae)

証明 (1), (2)については定義から明らかである。
次に (3)を示す。 x ∈ r(a)eをとると x = Σm

i=1yibiとなる bi ∈ B, yi ∈ f(r(a))が存
在する。このとき、各 yiはある r(a)の元 aiを用いて yi = f(ai)と書けるから、各
iに対して ani

i ∈ aとなる ni ∈ Nが存在し、したがって yni
i = f(ani

i ) ∈ f(a) ⊆ ae

となる。したがって N ∈ Nを十分大きくとれば xN ∈ aeが成り立つ。(例えば、
n = max{n1, n2, · · · , nm}に対しN = mnとおけばよい) 証明終

命題 6.1.68(1), (2)より次が成り立つ。
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系 6.1.69 f : A→ Bを環準同型写像、aをAのイデアル、bをBのイデアルとす
るとき

aece = ae, bcec = bc

が成り立つ。

定義 6.1.70 環 Aのイデアル q(̸= A)が Aの準素イデアルであるとは、次の条件
を満たすこととする。

xy ∈ q =⇒ x ∈ q または ∃n ∈ N s.t. yn ∈ q

注意 6.1.71 定義 6.1.70の条件を言い換えると

qが準素イデアル⇐⇒ A/q ̸= 0かつA/qの零因子はベキ零元である

命題 6.1.72 qを環Aの準素イデアルとするとき、r(q)は qを含むような最小のA

の素イデアルである。

証明

xy ∈ r(q)⇐⇒ ∃m ∈ N s.t. xmym ∈ q

=⇒ ∃m ∈ N s.t.「xm ∈ qまたは ∃n ∈ N s.t. ymn ∈ q」

⇐⇒ x ∈ r(q)または y ∈ r(q)

であるから、r(q)はAの素イデアルである。すると、命題 6.1.57より r(q)は qを
含む最小のAの素イデアルであることがわかる。 証明終

命題 6.1.73 f : A→ Bを環準同型写像、qをBの準素イデアルとするとき、f−1(q)

はAの準素イデアルである。

証明 fと自然な写像 π : B → B/qとの合成 π ◦ fを考えると f−1(q) = f−1(Ker π)

であるから定理 6.1.31よりπ◦f = g◦ϕとなる単射な環準同型写像 g : A/f−1(q)→
B/qが誘導される (ただしϕ : A→ A/f−1(q)は自然な写像)。したがってA/f−1(q)

はB/qの部分環に同型であり、注意 6.1.71の条件を満たす。 証明終

定義 6.1.74 qを環Aの準素イデアルとするとき、素イデアル pを p = r(q)とお
き、qは p-準素イデアルであるという。

定義 6.1.75 環Aのイデアル aが有限個の準素イデアル q1, q2, · · · , qnによって

a =
n∩

i=1

qi

と表されるとき、この表記 a = ∩qiを aの準素分解と言い、aは分解可能であると
いう。
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定義 6.1.76 環 Aのイデアル aを分解可能なイデアルとする。aの準素分解 a =

∩n
i=1qiが以下の条件を満たすとき、準素分解 a = ∩n

i=1qiは最短であるという。

(1) i ̸= j =⇒ r(qi) ̸= r(qj)

(2) 任意の i = 1, 2, · · · , nに対して
∩
j ̸=i

qj ̸⊆ qi

命題 6.1.77 準素分解可能なイデアルは最短な準素分解を持つ。

証明 まず、(1)が成り立つことを示すために、p-準素イデアルの共通部分が再
び p-準素イデアルとなることを示す。q1, q2を p-準素イデアルとする。このとき
r(q1) = r(q2) = pが成り立つ。まず、命題 6.1.59より

r(q1 ∩ q2) = r(q1) ∩ r(q2) = p ∩ p = p

が成り立つことに注意する。xy ∈ q1∩q2とし、y ̸∈ q1∩q2とすると、ある i (i = 1ま
たは i = 2)に対し xy ∈ qiかつ y ̸∈ qiであるから xn ∈ qiを満たす n ∈ Nが存在す
る。すなわち

x ∈ r(qi) = p = r(q1 ∩ q2)

であるから、xm ∈ q1 ∩ q2を満たすm ∈ Nが存在し、q1 ∩ q2は p-準素イデアルで
あることがわかる。したがって、根基をとったときに等しくなる準素イデアルを
まとめることによって (1)が成り立つようにできる。
aを環Aの分解可能なイデアルとし、a = ∩n

i=1qiをその準素分解とする。このと
き、集合の一般論からA ∩B ⊆ CであればA ∩B ∩ C = A ∩Bである。よって、∩

j ̸=i

qj ⊆ qi

であれば、{q1, q2, · · · , qn}から qiを取り除いても aの準素分解

a = q1 ∩ · · · ∩ qi−1 ∩ qi+1 ∩ · · · ∩ qn

になる。このように、余分な準素イデアルを取り除くことによって定義 6.1.76(2)

が成り立つようにできる。 証明終

補題 6.1.78 xを環Aの元、qをAの p-準素イデアルとするとき、次が成り立つ。

(1) x ∈ qのとき、(q : x) = Aである。

(2) x ̸∈ qのとき、(q : x)は p-準素イデアルである。

(3) x ̸∈ pのとき、(q : x) = qである。
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証明 (1), (3)はイデアル商と準素イデアルの定義から直ちにわかる。
(2)を示す。 y ∈ (q : x)をとると、xy ∈ qより、x ̸∈ qであることから yn ∈ qとな
る n ∈ Nが存在する。すなわち y ∈ r(q) = pである。したがって q ⊆ (q : x) ⊆ p

が成り立つので、両辺の根基をとれば r((q : x)) = pを得る。
(q : x)が p-準素イデアルであることを示すために、yz ∈ (q : x)かつ y ̸∈ r(q) = p

とすると、xyz ∈ qより xz ∈ qとなるから、z ∈ (q : x)を得る。 証明終

命題 6.1.79 aを環Aの分解可能なイデアルとし、a = ∩n
i=1qiを aの最短準素分解

とする (各 qiは pi-準素イデアルであるものとする)。このとき {p1, p2, · · · , pn}は、
準素分解のとりかたに依らず一意的に定まる。

証明 x ∈ Aを任意にとると、

(a : x) = (∩n
i=1qi : x) = ∩n

i=1(qi : x)

が成立する。したがって、補題 6.1.78(1),(2)より

r((a : x)) = ∩n
i=1r((qi : x)) = ∩x̸∈qjpi

である。このとき r((a : x))が素イデアルであると仮定すると、命題 6.1.46より
r((a : x)) = pjとなる jが存在する。したがって、r((a : x))という形の素イデアル
は、p1, p2, · · · , pnのいずれかとなる。
逆に、準素分解 a = ∩n

i=1qiが最短であることから任意の iに対して xi ̸∈ qiかつ
xi ∈ ∩j ̸=iqiとなるものが存在するので、補題 6.1.78(2)より r((a : xi)) = piが成り
立つ。したがって、{p1, p2, · · · , pn}は r((a : x))という形の素イデアル全体の集合
と等しく、aの準素分解の仕方に依らないことがわかる。 証明終

定義 6.1.80 命題 6.1.79における素イデアル piは、aに付随する素イデアルとい
う。特に、{p1, p2, · · · , pn}の包含関係に関する極小元のことを極小素イデアルと
いい、極小素イデアルに対応する準素イデアルのことを孤立準素成分という。

6.2 局所化

定義 6.2.1 Aを環とするとき、次の性質を満たす部分集合 S ⊆ Aを Aの積閉集
合という。

(1) 1 ∈ S

(2) a, b ∈ S =⇒ ab ∈ S

命題 6.2.2 Aを環、aをAのイデアルとする。
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(1) Aが整域 ⇐⇒ A \ {0}が積閉集合

(2) A \ aが積閉集合 ⇐⇒ aがAの素イデアル

証明 (1)を示す。

Aが整域⇐⇒ ∀a, b ∈ A,「ab = 0 =⇒ a = 0 または b = 0」

⇐⇒ ∀a, b ∈ A \ {0}, ab ̸= 0

⇐⇒ A \ {0}が積閉集合

(2)を示す。

A \ aが積閉集合⇐⇒ ∀a, b ∈ A,「a, b ̸∈ a =⇒ ab ̸∈ a」

⇐⇒ ∀a, b ∈ A,「ab ∈ a =⇒ a ∈ a または b ∈ a」

⇐⇒ aがAの素イデアル

証明終

命題 6.2.3 Aを環、Sをその積閉集合とし、A× S上に

(a, s) ∼ (b, t)
def⇐⇒ある u ∈ Sに対して (at− bs)u = 0

により関係∼を定めると、∼はA× S上の同値関係である。

証明 as− as = 0より (a, s) ∼ (a, s)となる。
(a, s) ∼ (b, t)と仮定すると (at− bs)u = 0なる u ∈ Sが存在するが、(bs−at)u = 0

となるので (b, t) ∼ (a, s)となる。
(a, s) ∼ (b, t)かつ (b, t) ∼ (c, u)と仮定すると (at − bs)v = (bu − ct)w = 0なる
v, w ∈ Sが存在する。このとき

(at− bs)uvw = atuvw − bsuvw = 0

(bu− ct)svw = bsuvw − cstvw = 0

が成り立つので、辺々を加えて atuvw − cstvw = (au− cs)tvw = 0を得る。すな
わち (a, s) ∼ (c, u)となる。 証明終

命題 6.2.4 命題 6.2.3において定義された同値関係による商集合をS−1Aによって
表し、(a, s)によって代表される S−1Aの元を a/sによって表すことにする。この
とき、S−1A上に加法および乗法を

(a/s) + (b/t) = (at+ bs)/st

(a/s)(b/t) = ab/st

によって定めると、これらの演算はwell-definedであり、さらに S−1Aはこの演算
によって環をなす。
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証明 命題 6.2.6(1)に注意する。well-definedであることのみを示し、環をなすこ
との証明は省略する。
a/s = a′/s′, b/t = b′/t′とする。このとき (as′ − a′s)u = 0, (bt′ − b′t)v = 0となる
u, v ∈ Sが存在する。すなわち

as′u = a′su

bt′v = b′tv

が成立している。すると

(at+ bs)s′t′uv = (as′u)tt′v + (bt′v)ss′u

= (a′su)tt′v + (b′tv)ss′u

= (a′t′ + b′s′)stuv

となるので (at+ bs)/st = (a′t′ + b′s′)/s′t′が成立する。
同様に

(as′u)(bt′v) = (a′su)(b′tv)

であるから (abs′t′ − a′b′st)uv = 0、すなわち ab/st = a′b′/s′t′が成立する。
証明終

定義 6.2.5 S−1AをAの Sによる局所化という。

命題 6.2.6 Aの局所化 S−1Aについて次が成り立つ。a ∈ A, s, s′ ∈ S とする。

(1) s′a/ss′ = a/s

(2) 単位元は s/s

(3) 零元は 0/s

証明 (1)は、 s(s′a)− (ss′)a = 0が成り立つことから明らか。
(2)、(3)は、 演算の定義から明らか。 証明終

注意 6.2.7 a/s = 0であっても a = 0とは限らない。実際、at = 0をみたす t ∈ S
が存在するとき a/s = 0が成り立つ。

命題 6.2.8 Aを環、SをAの積閉集合とする。このとき、f : A→ S−1Aを

f(a) = a/1

と定めると、f は環の準同型写像である。
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証明 a, b ∈ Aを任意にとると

f(a+ b) = (a+ b)/1 = a/1 + b/1 = f(a) + f(b)

f(ab) = ab/1 = (a/1)(b/1) = f(a)f(b)

f(1) = 1/1 = 1

が成立するので、f は準同型写像である。 証明終

注意 6.2.9 命題 6.2.8の準同型写像 fを、局所化の自然な写像という。fは単射と
は限らない。実際

Ker(f) = {a ∈ A | ∃s ∈ S s.t. sa = 0}

が成り立つ。したがって、特に、Aが整域ならば f は単射である。

証明

a ∈ Ker(f)⇐⇒ a/1 = 0

⇐⇒ ∃s ∈ S s.t. sa = 0

より成り立つ。 証明終

系 6.2.10 命題 6.2.2と命題 6.2.6より次が成り立つ。

(1) Aが整域であるとき
S = A \ {0}

とおくと、S−1AはAを含む最小の体である。このとき S−1Aを FracAと書
き、Aの商体という。

(2) Aの素イデアル pに対して
S = A \ p

とおくと、SはAの積閉集合である。このとき、S−1AをApと書き、Aの p

による局所化という。

証明 (2)は明らかである。
(1)を示す。 0 ̸= a/s ∈ S−1Aを任意にとると、a ̸= 0なので a ∈ Sである。した
がって s/a ∈ S−1Aという元が存在するので a/sは S−1Aの単元である。
また、注意 6.2.9より局所化の自然な写像 f : A→ S−1Aは単射なのでA ⊆ S−1A

と見做すことができる。このとき、a/sは as−1と見做せるので、Aを含む体 F に
対し、as−1 ∈ F であることから S−1Aの最小性がわかる。 証明終

環の場合と同様に、A-加群M に対しても、次のように Aの積閉集合 Sによる
局所化を定義することができる。
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定義 6.2.11 Aを環、SをAの積閉集合、M をA-加群とする。このとき、M × S
上に関係∼を

(x, s) ∼ (y, t)
def⇐⇒ ∃u ∈ S s.t. u(sy − tx) = 0

によって定めると、これはM × S上の同値関係である。この同値関係による商集
合を S−1M と表し、(x, s)で代表される S−1M の元を x/sと書くことにする。
さらに、任意の x/s, y/t ∈ S−1M、任意の a/u ∈ S−1Aに対し

x/s+ y/t = (tx+ sy)/st

(a/u)(x/s) = ax/su

と定めることによって、S−1M は S−1A-加群の構造を持つ。

命題 6.2.12 f :M → NをA-線形写像とする。このとき、S−1f : S−1M → S−1N

を
S−1f(x/s) = f(x)/s

と定めると、S−1f は S−1A-線形写像である。

証明 まず、S−1f が写像としてwell-definedであることを示す。 x/s = x′/s′とす
ると、t(s′x− sx′) = 0となる t ∈ Sが存在する。よって、ts′x = tsx′であるから、
ts′f(x) = tsf(x′)である。すると

S−1f(x/s) = f(x)/s = ts′f(x)/tss′ = tsf(x′)/tss′ = f(x′)/s′ = S−1f(x′/s′)

が成り立ち、S−1f は代表元の取り方によらないことがわかる。
次に、S−1f が S−1A-線形であることを示す。 x/s, y/t ∈ S−1M、a/u ∈ S−1Aを
それぞれ任意にとると

S−1f(x/s+ y/t) = S−1f(tx+ sy/st) = f(tx+ sy)/st = f(x)/s+ f(y)/t

= S−1f(x) + S−1f(y)

S−1f((a/u)(x/s)) = S−1f(ax/su) = af(x)/su = (a/u)(f(x)/s)

= (a/u)S−1f(x/s)

となるので S−1f は S−1A-線形写像である。 証明終

命題 6.2.13 f : M → N を単射なA-線形写像とすると、S−1f : S−1M → S−1N

も単射である。

証明 x/s ∈ KerS−1f をとると、f(x)/s = 0より uf(x) = 0となる u ∈ Sが存在
する。ux ∈ Ker f より ux = 0、すなわち x/s = ux/us = 0である。 証明終
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系 6.2.14 Aを環、a, bをAのイデアル、SをAの積閉集合とするとき、a ⊆ bな
らば S−1aは S−1bの部分 S−1A-加群と見做すことができる。特に、S−1a, S−1bは
S−1Aのイデアルと見做すことができる。

系 6.2.14より、環Aのイデアル aの局所化の自然な写像 f : A → S−1Aによる
拡大 ae = S−1Af(a)と S−1A-加群 S−1aが同一視できることがわかる。
次の命題は、S−1Aのイデアルはこのような拡大イデアルのみであるということ
を主張している。

命題 6.2.15 f : A→ S−1Aを局所化の自然な写像とする。このとき S−1Aのイデ
アル Iに対して、I = S−1aとなるAのイデアル aが存在する。

証明 x/s ∈ I をとると s/1 ∈ S−1Aより x/1 ∈ I。したがって x ∈ Icであるか
ら、x/s ∈ Iceである。ゆえに I ⊆ Iceである。一方、Ice ⊆ Iは一般に成り立つ (命
題 6.1.68)ので、I = Iceである。したがって aとして Icをとればよい。 証明終

一般に、イデアル aに対して、aece = ae、acec = acが成り立つ (系 6.1.69)こと
に注意すれば、命題 6.2.15より次を得る。

系 6.2.16 Aのイデアル aで a = aecとなるものと、S−1Aのイデアルの間には包
含関係による順序を保つ 1対 1の対応

a←→ S−1a

が存在する。

命題 6.2.17 局所化は、有限個の共通部分をとる操作と可換である。すなわち S

を環Aの積閉集合、a, bをAのイデアルとするとき、

S−1a ∩ S−1b = S−1(a ∩ b)

が成り立つ。

証明 α ∈ S−1a∩S−1bをとると、あるa ∈ a, b ∈ b, s, t ∈ Sを用いてα = a/s = b/t

と表せるので、ある u ∈ Sに対して (ta − sb)u = 0と書ける。したがって tua =

sub ∈ a ∩ bである。このとき

a/s = tua/tus ∈ S−1(a ∩ b)

となるので S−1a ∩ S−1b ⊆ S−1(a ∩ b)である。
逆に、a/s ∈ S−1(a ∩ b)をとれば a ∈ a ∩ bととれるので a/s ∈ S−1a ∩ S−1bが
成り立つ。 証明終
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命題 6.2.18 局所化は根基をとる操作と可換である。すなわち Sを環Aの積閉集
合、aをAのイデアルとするとき

r(S−1a) = S−1r(a)

が成り立つ。

証明 命題 6.1.68(3)より一般に r(a)e ⊆ r(ae)すなわち S−1r(a) ⊆ r(S−1a)が成り
立つ。
一方で、x/s ∈ r(S−1a)をとると、(x/s)n ∈ S−1a をみたす自然数 nがあるから

u(txn − sna) = 0

となる t, u ∈ Sおよび a ∈ aが存在する。 すると

untnxn = untn−1sna ∈ a

であるから、utx ∈ r(a)である。したがって

x/s = utx/uts ∈ S−1r(a)

が成り立つ。 証明終

命題 6.2.19 f : A→ S−1Aを局所化の自然な写像、qをAの p-準素イデアルとす
るとき、次が成り立つ。

(1) S ∩ p ̸= ∅ならば S−1q = S−1A。

(2) S ∩ p = ∅ならば S−1qは S−1p-準素イデアルであり (S−1q)c = q。

証明

(1) x ∈ S ∩ pをとると、x ∈ p = r(q)より xn ∈ qをみたす nが存在する。する
とSが積閉集合であることから xn ∈ Sも成り立つので xn/1 ∈ S−1qはS−1A

の単元である。

(2) まず qec = qを示す。
q ⊆ qecは一般に成り立つ (命題 6.1.68)。一方 x ∈ qecをとると

f(x) = x/1 ∈ qe = S−1q

より x/1はあるS−1qの元 a/sを用いて x/1 = a/sと書ける。すなわち (sx−
a)t = 0となる s, t ∈ Sが存在する。すると tsx = at ∈ qであるが、S ∩ p = ∅
より ts ̸∈ pである。よって、x ∈ qであり、qec ⊆ qが成り立つ。したがって
(S−1q)c = qが成り立つ。
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次に S−1qが S−1p-準素イデアルであることを示す。(x/s)(y/t) ∈ S−1qかつ
y/t ̸∈ S−1qと仮定すると

(uxy − sta)v = 0

となる u, v ∈ Sおよび a ∈ qが存在する。すなわち uvxy ∈ qとなる u, v ∈ S
が存在する。ここで uv ̸∈ pに注意すれば、xy ∈ qがわかる。いま、仮定よ
り y ̸∈ qであるから、qが準素イデアルであることより xn ∈ qとなる n ∈ N
が存在する。したがって

(x/s)n = xn/sn ∈ S−1q

が成り立つ。また、命題 6.2.18より

r(S−1q) = S−1r(q) = S−1p

が成り立つので、S−1qは S−1p-準素イデアルである。
証明終

注意 6.2.20 命題 6.1.73より、準素イデアルの引き戻しは準素イデアルであるこ
とに注意する。すると、命題 6.2.19より系 6.2.16のAのイデアルと S−1Aのイデ
アルとの対応関係において、S−1Aの準素イデアルとAの準素イデアルで根基がS

と交わらないものが 1対 1に対応することがわかる。

命題 6.2.21 f : A→ S−1Aを局所化の自然な写像、aをAの分解可能なイデアルと
し、a = ∩n

i=1qiを aの最短準素分解とする (各 qiは pi-準素イデアルであるとする)。
さらに、添字を付け替えて、Sが p1, p2, · · · , pmと交わらず、pm+1, pm+2, · · · , pnと
交わっているものとする。このとき

S−1a =
m∩
i=1

S−1qi, (S
−1a)c =

m∩
i=1

qi

が成立する。さらに、これらは S−1aおよび (S−1a)cの最短準素分解である。

証明 命題 6.2.17より S−1a = S−1(∩n
i=1qi) = ∩n

i=1S
−1qi が成り立ち、また、命

題 6.2.19より ∩n
i=1S

−1qi = ∩m
i=1S

−1qiが成り立つ。
いまS−1qiはS−1pi-準素イデアルであり、p1, p2, · · · , pmが互いに相異なることから
S−1p1, S

−1p2, · · · , S−1pmも互いに相異なる。(もし、ある i ̸= jに対して S−1pi =

S−1pjが成り立ったとすると、注意 6.2.20に矛盾する。)このとき、∩j ̸=iS
−1qj ⊆

S−1qi(ただし、1 ≤ i, j ≤ m)となる iが存在したとすると、両辺を f で引き戻せ
ば、∩j ̸=iqj ⊆ qi(1 ≤ i, j ≤ m)となり、∩j ̸=iqj ̸⊆ qi(1 ≤ i, j ≤ n)に矛盾する。し
たがって S−1a = ∩m

i=1S
−1qiは最短準素分解である。
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また、これより

(S−1a)c =
m∩
i=1

(S−1qi)
c =

m∩
i=1

qi

を得る。これは、a = ∩n
i=1qiが最短準素分解であることから、明らかに最短準素

分解となっている。 証明終

命題 6.2.22 aを環Aの分解可能なイデアルとするとき、aの孤立準素成分は最短
準素分解のとりかたに依らず、aに依ってのみ定まる。

証明 pを aの極小素イデアルとするとき (qを対応する孤立準素成分とする)、

S = A \ p

とおくと SはAの積閉集合である。すると p′ ̸⊆ pであるようなAの任意の素イデ
アル p′に対して p′ ∩ S ̸= ∅であるから命題 6.2.21より

(S−1a)c = q

が成り立つ。Sは pから定まり、pは aから定まっていたので (命題 6.1.79)、qも
aのみに依ることがわかる。 証明終

6.3 整従属

定義 6.3.1 Aを環Bの部分環とする。このとき、α ∈ BがA係数のmonic多項式
の根となるとき、すなわち

αn + a1α
n−1 + · · ·+ an−1α + an = 0

となる n ∈ Nと ai ∈ Aが存在するとき、xはA上整であるという。

命題 6.3.2 Aを環Bの部分環、x ∈ Bとするとき、次は同値である。

(1) x ∈ BはA上整。

(2) A[x]は有限生成A-加群。

(3) Bの部分環かつ有限生成A-加群でもある環Cが存在して、A[x] ⊆ Cとなる。

(4) 有限生成A-加群であり、かつA[x]-加群として忠実な加群M が存在する。
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証明 (1)=⇒(2)を示す。xn+a1xn−1+· · ·+an = 0をみたすn ∈ Nとa1, a2, · · · , an ∈
Aが存在するので、

xn = −(a1xn−1 + · · ·+ an)

が成り立つ。よって xの n次以上のベキは、{xn−1, xn−2, · · · , x, 1}の A上の線形
結合で書けることがわかる。したがって

A[x] = Axn−1 + Axn−2 + · · ·+ A

が成り立つ。
(2)=⇒(3)は、 C = A[x]とおけば条件を満たす。
(3)=⇒(4)を示す。M = Cとおく。Cが環であることから、y ∈ A[x]が yC = 0

をみたせば y · 1 = y = 0となるので、M は忠実A[x]-加群となる。
(4)=⇒(1)を示す。 ϕ : M → M を ϕ(y) = xyとし a = AとおくとM が A[x]-

加群であることから、ϕ(M) = xM ⊆M が成り立つので命題 6.1.53の条件を満た
す。したがって ϕは

ϕn + a1ϕ
n−1 + · · ·+ an = 0

となる nおよび ai ∈ Aが存在する。このとき、上式の左辺は、M の元に xn +

a1x
n−1 + · · ·+ anを掛ける写像であるが、M が忠実であることから、

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0

が成り立つ。 証明終

系 6.3.3 x1, x2, · · · , xn ∈ BをA上整な元とすると、A[x1, x2, · · · , xn]は有限生成
A-加群である。

証明 nについての帰納法で証明する。
n = 1のときは命題 6.3.2より成り立つ。
n−1まで命題が成立すると仮定するとAn−1 = A[x1, x2, · · · , xn−1]は有限生成A-

加群である。すると xnがAn−1上整であるのでAn = A[x1, x2, · · · , xn] = An−1[xn]

は有限生成An−1-加群である。このとき、y1, y2, · · · , ymをA上のAn−1の生成元、
z1, z2, · · · , zlをAn−1上のAnの生成元とすれば、Anは {yizj|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ l}
によってA上生成されるので有限生成A-加群である。 証明終

定理 6.3.4 A上整であるようなBの元全体の集合 Cは、Aを含むBの部分環で
ある。

証明 x, y ∈ Cをとると、A[x, y]は系 6.3.3より有限生成A-加群である。したがっ
て、A[x − y], A[xy] ⊆ A[x, y]に注意すれば、命題 6.3.2(3)より x − y, xyは A上
整、すなわち x− y, xy ∈ Cが成り立つ。 証明終
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定義 6.3.5 A ⊆ B を環とするとき、B の元で A上整なもの全体の集合は、定
理 6.3.4より Bの部分環となる。この環のことを AのBにおける整閉包という。
A自身がBにおけるAの整閉包となっているとき、AはBで整閉であるという。
特に自身の商体において整閉であるような整域のことを整閉整域という。一方B

におけるAの整閉包がBと一致するとき、BはA上整であるという。

命題 6.3.6 Aを環 Bの部分環とし、C を Bにおける Aの整閉包とするとき、C
はBにおいて整閉である。

証明 x ∈ BがC上整であるとすると、

xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn = 0

となる n ∈ Nと c1, c2, · · · , cn ∈ Cが存在する。このとき、C ′ = A[c1, c2, · · · , cn]と
おくと、命題 6.3.2よりC ′は有限生成A-加群であり、また、xがC ′上整であるこ
とからC ′[x]は有限生成C ′-加群である。したがってC ′[x]は有限生成A-加群であ
るので、再び命題 6.3.2より xがA上整であることがわかる。すなわち x ∈ Cで
ある。 証明終

命題 6.3.7 Aを環Bの部分環とし、BはA上整であるとする。また、ι : A→ B

を包含写像、qをBの素イデアルとし、Aの素イデアル pを p = ι−1(q) = q∩Aと
おく。このとき、qがBの極大イデアルであることと、pがAの極大イデアルであ
ることは同値である。

証明
A/pが体⇐⇒ B/qが体

を示せばよい。
π : B → B/qを自然な写像とすると、Ker π ◦ ι = pであるから、A/pはB/qの
部分環と見做せる。すると、任意の x ∈ Bに対して、xn + a1x

n−1 + · · · + an = 0

となる n ∈ N, ai ∈ Aが存在することから、B/qの元 xに対して

xn + a1 · xn−1 + · · ·+ an = 0

が成り立つので、B/qはA/p上整であることに注意する。
まず、A/pが体であると仮定し、0 ̸= x ∈ B/qを任意にとる。このとき

xn + a1 · xn−1 + · · ·+ an = 0

となる n ∈ Nおよび ai ∈ A/pが存在する。このような nを最小にとると、

an = −(xn + a1 · xn−1 + · · ·+ an−1 · x)
= −x(xn−1 + a1 · xn−2 + · · ·+ an−1)
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となるが、B/qが整域であることから an ̸= 0である (an = 0とすると、xn−1 + a1 ·
xn−2 + · · ·+ an−1 = 0となって nの最小性に反する)。ゆえに、

x−1 = −an−1(xn−1 + a1 · xn−2 + · · ·+ an−1)

である。すると、仮定より an
−1 ∈ A/p ⊆ B/qであったので x−1 ∈ B/qとなる。し

たがって、B/qは体である。
逆に、B/qが体であるとし、0 ̸= y ∈ A/pを任意にとる。このとき、y−1 ∈ B/q
であるので、y−1はA/p上整であるから、

y−m + a′1 · y1−m + · · ·+ a′m = 0

となるm ∈ N, a′i ∈ A/pが存在する。両辺に ym−1を掛けて

y−1 = −(a′1 + a′2 · y · · ·+ a′m · ym−1) ∈ A/p

を得る。すなわち、A/pは体である。 証明終

命題 6.3.8 Aを環Bの部分環とし、BはA上整であるとする。このとき、q ⊆ q′

をそれぞれBの素イデアルとすると、

q ∩ A = q′ ∩ A =⇒ q = q′

が成り立つ。

証明 p = q ∩ A = q′ ∩ Aとおく。任意の x ∈ Bに対し、

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0

となる n ∈ N, ai ∈ Aが存在するので、x/s ∈ Bpに対し、

(x/s)n + (a1/s)(x/s)
n−1 + (a2/s

2)(x/s)n−2 + · · ·+ (an/s
n) = 0

が成り立つ。すなわち x/sはAp上整であり、したがって、BpはAp上整であるこ
とに注意する。
mを pのApへの拡大とすると、mはAの極大イデアルである。また、n, n′を
それぞれ q, q′のBpへの拡大とすると、n ⊆ n′であり、n ∩Ap = n′ ∩Ap = mが成
り立つ (n ∩ Ap = qp ∩ Ap = (q ∩ A)p = pp = mである。n′も同様)。したがって、
命題 6.3.7より n, n′はBpの極大イデアルとなるので、n ⊆ n′より、n = n′でなけ
ればならない。よって、系 6.2.16より、q = q′となる。 証明終

命題 6.3.9 Aを環Bの部分環とし、CをBにおけるAの整閉包とする。さらに
SをAの積閉集合とすると、S−1Cは S−1Bにおける S−1Aの整閉包である。
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証明 x/s ∈ S−1Cをとる。このとき、x ∈ C, s ∈ Sとして良い。x ∈ CがA上整
であることから、ある n ∈ Nと ai ∈ Aが存在して

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0

が成り立つ。よって

(x/s)n + (a1/s)(x/s)
n−1 + · · ·+ an/s

n = (xn + a1x
n−1 + · · ·+ an)/s

n = 0

が成り立つ。すなわち x/sは S−1A上整である。したがって S−1Cは S−1A上整で
ある。
逆に y/t ∈ S−1Bを S−1A上整な元とすれば

(y/t)m + (b1/t1)(y/t)
m−1 + · · ·+ bm/tm = 0

となる n ∈ N, bi ∈ A, ti ∈ Sが存在する。そこで u = t1t2 · · · tmとおいて上式の両
辺に (tu)mを掛ければ

((yu)m + b1t2t3 · · · tmt(yu)m−1 + · · ·+ bmt1t2 · · · tm−1t
mun−1)v = 0

となる v ∈ Sが存在することがわかる。このとき、yuvはA上整であり yuv ∈ C
となる。したがって y/t = yuv/tuv ∈ S−1Cとなる。 証明終

定義 6.3.10 A ⊆ Bを環、aをAのイデアルとする。このとき、Bの元 xが a上
整であるとは、xが最高次以下の係数が aに属するようなmonic多項式の根とな
ることである。a上整であるようなBの元全体の集合をBにおける aの整閉包と
いう。

命題 6.3.11 Aを環 Bの部分環とし、C を Bにおける Aの整閉包とする。aeを
包含写像によるAのイデアル aのCへの拡大とすると、Bにおける aの整閉包は
r(ae)である。

証明 x ∈ Bが a上整であるとすると

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0

となる n ∈ N, a1, a2, · · · , an ∈ aが存在する。したがって xはA上整であるので
x ∈ Cとなり、また

xn = −(a1xn−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an)

より xn ∈ aeとなるので、x ∈ r(ae)が成り立つ。
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逆に、x ∈ r(ae)をとると、ある n ∈ Nが存在して xn ∈ aeとなる。すなわち

xn =
m∑
i=1

aixi

となるm ∈ N, ai ∈ a, xi ∈ Cが存在する。このとき、各 xiはA上整であるから、
系 6.3.3より

M = A[x1, x2, · · · , xm]

は有限生成A-加群であり、また、

xnM ⊆
m∑
i=1

aixiM ⊆ aM

が成り立つ。そこでM 上の自己準同型 ϕを xnを掛ける写像とすれば命題 6.1.53

が適用でき、xnが a上整であることがわかる。したがって、xは a上整である。
証明終

命題 6.3.12 Aを整域Bの部分環で整閉整域であるとする。また、x ∈ BをAの
イデアル a上整な元とする。このとき、xはK = FracA上代数的な元であり、K
の xの最小多項式は最高次以外の係数が r(a)に属する。

証明 xは a上整なので、明らかに K 上代数的である。xのすべての共役元 x1,

x2,. . . , xnを含むKの拡大体 Lをとる。
すると各 xiが xとK上共役であるので、xの整従属の関係式がK[t]に属している
ことに注意すれば、xiは xと同じ整従属の関係式を満たすことがわかる。すなわ
ち、各 xiは a上整である。K上の xの最小多項式はΠ(t− xi)で与えられるので、
最小多項式の係数は x1, x2, · · · , xnの多項式となる。すると命題 6.3.11より a上整
な元は和、差、積で閉じていたので、最小多項式の係数は a上整なKの元である。
AがK内で整閉であることから命題 6.3.11において r(ae) = r(a)なので、これら
の係数は r(a)に属する。 証明終

命題 6.3.14を示すためには、体論および線形代数学から次の補題が必要となる。

補題 6.3.13 L/Kを体の拡大とするとき、任意の α ∈ Lに対して ϕα : L→ Lを、
v ∈ Lに対し ϕα(v) = αvと定めると ϕαはK-線形写像となる。このとき、Lの
適当なK上の基底に対する ϕαの行列表示Aαが得られるが、写像 T : L → Kを
v ∈ Lに対し T (v) = TrAαとおくと、T はLの基底の取り方に依らない。そこで、
この T を L/K のトレースといい、TrL/K によって表す。TrL/K(v)を vのトレー
スという。
また、写像 ψ : L× L → Kを ψ(x, y) = TrL/K(xy)とおくと、ψはK-双線形写
像となり、L/Kが分離拡大であるとき、ψは非退化である。すなわち
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• 任意の x ∈ Lに対して ψ(x, y) = 0ならば、y = 0である。

• 任意の y ∈ Lに対して ψ(x, y) = 0ならば、x = 0である。

が成り立つ。

命題 6.3.14 Aを整閉整域としK = FracA、LをKの有限次分離拡大体、BをL

におけるAの整閉包とすると、K上の Lの基底 {v1, v2, · · · , vn}で

B ⊆
n∑

i=1

Avi

となるものが存在する。

証明 補題 6.3.13の記号を用いる。
v ∈ Lを任意にとると、vはK上代数的なので

a0v
r + a1v

r−1 + · · ·+ ar = 0

となる r ∈ N, ai ∈ Kが存在する。このとき、Aの適当な元を両辺に掛けることに
よって、ai ∈ Aであるとしてよい。また、両辺にar−1

0 を掛けることにより、a0vはA

上整であることがわかる。したがって、LのK上の基底が与えられたとき、それら
にAの適当な元を掛けることによってすべてがBに属するLのK上の基底を得る
ことができる。そこで、u1, u2, · · · , unをLのK上の基底でui ∈ B (i = 1, 2, · · · , n)
であるものとする。
いま、L/Kが分離的であることから ψは非退化である。すなわち、任意の 0 ̸=

x ∈ Lに対して、ψ(x, ·) : L → K は全射な K-線形写像である。したがって、
ψ(ui, vj) = TrL/K(uivj) = δij となる LのK 上の基底 v1, v2, · · · , vn が存在する。
x ∈ Bを任意にとり、xが

x =
n∑

i=1

xivi (xi ∈ K)

と表されているとすると、ui ∈ Bより、xui ∈ Bである。このとき、任意の y ∈ L
に対して yのK上の最小多項式を

tm + a1t
m−1 + · · ·+ am

とすると、
TrL/K(y) = −[L : K(y)]a1

が成り立つことに注意すれば、命題 6.3.12より (a = Aとして)

TrL/K(xui) ∈ A
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となる。すると、このとき

TrL/K(xui) = TrL/K(
n∑

j=1

xjuivj) =
n∑

j=1

TrL/K(xjuivj) =
n∑

j=1

xjTrL/K(uivj) =
n∑

j=1

xjδij = xi

であるので、xi ∈ Aとなる。したがって x ∈
∑n

i=1Avi、すなわちB ⊆
∑n

i=1Avi
が成り立つ。 証明終

6.4 Noether環、Dedekind環

命題 6.4.1 Aを環とするとき、次の三条件は同値である。

(1) 任意の空でないAのイデアルの集合I は、包含関係に関する極大元を持つ。

(2) Aの任意のイデアルは有限生成である。

(3) Aの任意のイデアルの昇鎖 a1 ⊆ a2 ⊆ · · · に対し、自然数 nが存在し

a1 ⊆ a2 ⊆ · · · ⊆ an = an+1 = an+2 = · · ·

が成立する。

証明 (1)=⇒(2)を示す。Aのイデアル aを任意にとり、I を aに含まれるAの有限
生成イデアル全体の集合とすると、{0} ∈ I よりI ̸= ∅であるから、I は極大元
a0をもつ。このとき、a ̸= a0ならば x ∈ a \ a0が存在する。しかし、a1 = a0 + (x)

とおくと a1は有限生成かつ a0 $ a1であるから a0のとり方に反する。したがって
a = a0であり aは有限生成である。
(2)=⇒(3)を示す。Aのイデアルの昇鎖 (ai)i∈Nを任意にとる。すると、定理 6.1.42

の証明と同様に
a =

∪
i∈N

ai

はAのイデアルとなる。したがって、仮定より aは有限生成である。そこで、a =

(x1, x2, · · · , xr)とする。このとき、x1, x2, · · · , xr ∈ anとなる n ∈ Nが存在するの
で、a = anである。したがって an = an+1 = · · · が成り立つ。
(3)=⇒(1)を示す。対偶を示す。空でないAのイデアルの集合I が極大元を持
たないと仮定すると、任意の a ∈ I に対し、a $ bとなる b ∈ I が存在するので、
I の元から無限に続く真増大列を構成することができる。 証明終

定義 6.4.2 命題 6.4.1の同値な三条件を満たす環をNoether環という。

注意 6.4.3 定義 6.4.1(1)の条件を極大条件、(3)の条件を昇鎖条件という。
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命題 6.4.4 AをNoether環とする。このとき、Aの積閉集合Sでの局所化S−1Aは
Noether環である。また、Aのイデアル aによる剰余環A/aもNoether環である。

証明 系 6.2.16より S−1Aのイデアルの集合とAのイデアル aで aec = aとなるも
のの集合の間には、順序を保つ 1対 1の対応が存在するので、S−1Aは極大条件を
満たす。
同様に定理 6.1.30より A/aのイデアルの集合と Aのイデアルで aを含むものの
集合の間には、順序を保つ 1対 1の対応が存在するので、A/aは極大条件を満た
す。 証明終

特に命題 6.4.4より直ちに次が成り立つ。

系 6.4.5 Aを Noether環とする。このとき、Aの素イデアル pでの局所化 Apは
Noether環である。また、環Bに対して全射な環準同型 ϕ : A→ Bが存在すると
き、BもNoether環である。

証明 Apについては明らか。Bについては、ϕが全射であることからBはAのあ
る剰余環A/aと同型になることからしたがう。 証明終

命題 6.4.6 Aは Noether環で、環 B の部分環とする。このとき、Bが有限生成
A-加群であれば、BもNoether環である。

証明 A-加群 M に対して、M の任意の部分 A-加群の族が極大条件を満たすとき、
M は Noether A-加群であるということにする。
A, B は、条件を満たす環とする。環Bのイデアルは、B の A-部分加群になる。
よって、B がNoether A-加群になれば、B はNoether環になる。
故に、一般に、Notether 環 A 上の有限生成加群 M は、Noether 加群であるこ
とを証明すればよい。命題 6.1.52より、MはAの適当な直和Anの剰余加群と同型
になるので、AnがNoether A-加群であることを示せば十分である。次のことが証
明できれば、nに関する帰納法でAnがNoether A-加群であることが証明できる。
Aが環、π :M → N は A-加群の全射準同型で、N と kerπ は共に Noether A-

加群であるとする。このとき、M も、Noether A-加群である。
上のことを証明する。M の部分A-加群の増大列

M1 ⊂M2 ⊂ · · ·

をとる。このとき、増大列

π(M1) ⊂ π(M2) ⊂ · · ·

と
(M1 ∩ kerπ) ⊂ (M2 ∩ kerπ) ⊂ · · ·
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は無限真増大列にはならないので、

π(Mn) = π(Mn+1) = · · ·

かつ
(Mn ∩ kerπ) = (Mn+1 ∩ kerπ) = · · ·

を満たす n が存在する。すると、簡単に

Mn =Mn+1 = · · ·

であることがわかる。以上で、M が Noether A-加群であることがわかった。
証明終

定義 6.4.7 a,b,cをイデアルとする

a = b ∩ c =⇒ a = b または a = c

が成り立つとき、イデアル aは既約であるといい、そうでないとき可約であると
いう。

補題 6.4.8 Noether環Aの任意のイデアルは、有限個の既約イデアルの共通部分
として表すことができる。

証明 題意が成り立たないと仮定すると

Σ = {a | aはAのイデアルであって有限個の既約イデアルの共通部分としては表されない}

とおく。Σ ̸= ∅であるから、極大条件より Σには極大元 aが少なくともひとつ存
在する。すると aは可約であるので a = b∩ cとなるAのイデアル b, c(̸= a)が存在
する。 aの極大性から b, cは有限個の既約イデアルの共通部分として表されるが、
これは aがそうではないことに反する。 証明終

補題 6.4.9 Noether環Aの任意の既約イデアルは、準素イデアルである。

証明 aをAの既約イデアルとし、xy ∈ aかつ x ̸∈ aであるとする。任意の n ∈ N
に対して yn ̸∈ aと仮定する。このとき、昇鎖

(a : (y)) ⊆ (a : (y2)) ⊆ (a : (y3)) ⊆ · · ·

を考えると、昇鎖条件より (a : (yn)) = (a : (yn+1))となる n ∈ Nが存在する。
a ∈ (a+ (x)) ∩ (a+ (yn))をとると a = α+ sx = β + tynとなる α, β ∈ a, s, t ∈ A
が存在する。すると ay = yα+ sxy ∈ aであるから、ay = yβ + tyn+1より tyn+1 =
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ay − yβ ∈ aが成り立ち、t ∈ (a : (yn+1)) = (a : (yn))となる。ゆえに tyn ∈ aであ
るから a = β + tyn ∈ aとなり (a+ (x)) ∩ (a+ (yn)) ⊆ aが成り立つ。
逆に a ⊆ (a+ (x)) ∩ (a+ (yn))は明らかに成り立つので

a = (a+ (x)) ∩ (a+ (yn))

である。ところが x, yn ̸∈ aより a + (x), a + (yn)は aを真に含むので、これは a

が既約イデアルであることに反する。したがって、ある n ∈ Nに対して yn ∈ aと
ならなければならず、aはAの準素イデアルである。 証明終

命題 6.4.10 Noether環の任意のイデアル ̸= (1)は準素分解を持つ。

証明 補題 6.4.8および補題 6.4.9よりしたがう。 証明終

命題 6.4.11 Aを Noether環、aを Aのイデアルとするとき、r(a)n ⊆ aとなる
n ∈ Nが存在する。

証明 AはNoether環なので r(a)は有限生成であるから r(a) = (x1, x2, · · · , xm)と
おくことができる。このとき xi ∈ r(a)であるので、各 iに対して xkii ∈ aとなる
ki ∈ Nが存在する。n ∈ Nを十分大きくとれば (例えば、n = Σm

i=1(ki − 1) + 1と
すればよい)、Σli = nとなる任意の l1, l2, · · · , lm ∈ Nに対して xl11 x

l2
2 · · · xlmm ∈ aと

なるから、r(a)n = A{xl11 xl22 · · · xlmm |Σli = n} ⊆ aが成り立つ。 証明終

定義 6.4.12 環Aのイデアルの真増大列

a0 $ a1 $ · · · $ an

を長さ nのイデアルの鎖という。
Aの素イデアルの鎖の長さの上限をAの次元といい、dimAと書く。

補題 6.4.13 1次元のNoether局所整閉整域Aにおいて、0でもAでもない任意の
イデアルは極大イデアルのベキである。すなわち、0 ̸= a $ AをAのイデアル、m

をAの極大イデアルとするとき
a = mn

となる n ∈ Nが存在する。

証明 Aは次元 1の局所整域なのでmはAの唯一つの 0でない素イデアルである。
したがって命題 6.1.57より aがm-準素イデアルであることがわかる。すると、A
がNoether環であることから、命題 6.4.11より r(a)n = mn ⊆ aとなる n ∈ Nが存
在する。この nを最小にとる。すなわち、mn ⊆ aかつmn−1 ̸⊆ aが成り立ってい
るとする。
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まずmが単項イデアルであることを示す。0 ̸= a ∈ mをとると、r((a)) = mである
ので、mn ⊆ (a)かつmn−1 ̸⊆ (a)となるn ∈ Nが存在する。このときmn−1\(a) ̸= ∅
であるから b ∈ mn−1 \ (a)をとることができるので、x = a/b ∈ FracAとおく。こ
のとき x−1 ∈ Aとすると

x−1 = b/a ∈ A =⇒ b = b/1 = (b/a)(a/1) = x−1a ∈ (a)

となるので bの取り方に反する。したがって x−1 ̸∈ Aであり、Aが整閉である
ことから x−1は A上整ではない。よって命題 6.3.2より x−1m ̸⊆ mが成り立つ。
(x−1m ⊆ mとすると、mはA[x−1]-加群の構造を持ち、また、FracAが体であるこ
とからmは忠実なA[x−1]-加群となる。さらに、AがNoether環であるのでmは有
限生成A-加群である。故に x−1はA上整となる。)

一方で、x−1 = b/aより任意の y ∈ mに対して by ∈ mn ⊆ (a)であるので、by = az

となる z ∈ Aが存在するから

x−1y = by/a = az/a = z ∈ A

すなわち x−1m ⊆ Aが成り立つ。したがって x−1mはAのイデアルであり、mの
極大性から x−1m = Aが成り立つ。ゆえにm = Ax = (x)となる。(x−1m = Aよ
り x ∈ mが成り立つことに注意)

いま、mn ⊆ aであったので、xn ∈ aである。Aが局所環であることから、系 6.1.44

より、m = (x)の任意の元はある c ∈ A×と k ∈ Nが存在して cxkと書けることに
注意する。a \mn ̸= ∅と仮定する (すなわち、aの元で xnで割れないものが存在す
るとする)と、a \ mnの元は dxl(ただし、d ∈ A×, l < n)と書けることがわかる。
すると xl ∈ aであることから (xn−1) = mn−1 ⊆ aとなり、nの取り方に反する。し
たがって a \mn = ∅である。すなわち、

a = (xn) = mn

が成り立つ。 証明終

定義 6.4.14 次元 1のNoether整閉整域をDedekind環という。

補題 6.4.15 Dedekind環において、0でない準素イデアルは極大イデアルのベキ
である。すなわち、0 ̸= qをDedekind環Aの準素イデアルとするとき

q = mn

となる極大イデアルmと n ∈ Nが存在する。

証明 Dedekind環は 1次元の整域なので、任意の 0でない素イデアルは極大イデ
アルであるから、任意の準素イデアル q( ̸= 0)に対して r(q)は極大イデアルとなる
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ことに注意する。そこで、qをm-準素イデアルとすると、m ̸= 0なので命題 6.3.9

よりAのmによる局所化Amは再びDedekind環となり、また局所環でもある。す
ると注意 6.2.20より qは S−1qと対応しており、補題 6.4.13より、S−1qはAmの
極大イデアル S−1mを用いて

S−1q = (S−1m)n = S−1mn

と書ける。mnを含む素イデアルはmのみであるので、mnはm-準素イデアルであ
り、q = mnが成り立つ。 証明終

定理 6.4.16 AをDedekind環、0 ̸= a ⊆ Aを任意のイデアルとするとき、aはA

の極大イデアルm1, m2,. . . ,ms (重複はありうる)を用いて

a = m1m2 · · ·ms

という形に (積の順序を除いて)一意的に表すことができる。

証明 補題 6.4.15より aが互いに根基が相異なる準素イデアルの積として一意的
に表されることを示せば良い。
AがNoether環であることから命題 6.4.10より aは準素分解を持つ。a = ∩n

i=1qi
を aの最短準素分解とする (ただし qiは ni-準素イデアルとする)。Aは次元が 1の
整域であるから、Aの 0でない素イデアルは極大イデアルである。したがって n1,

n2,. . . , nnは互いに相異なる極大イデアルであり、命題 6.1.61よりq1, q2,. . . ,qnは互
いに素である。すると命題 6.1.63より∩n

i=1qi = Πn
i=1qiが成り立つので、a = Πn

i=1qi
を得る。
逆に aが根基が互いに相異なる準素イデアル qiの積Πn

i=1qiとして表されたとす
ると、上記と同様に各 qiは互いに素なので∩ni=1qi = Πn

i=1qiが成り立つ。また、各
ni = r(qi)が互いに相異なる極大イデアルであるので、各 niは aの極小素イデアル
であり、したがって各 qiは aの孤立準素成分であるから命題 6.2.22より qiは aに
対して一意的に定まる。このとき a = ∩n

i=1qi = Πn
i=1qiは aの最短準素分解となっ

ている。 証明終

定理 6.4.17 代数体Kの整数環OK はDedekind環である。

証明 K を n次代数体とする。Qは完全体なのでK/Qは分離拡大である。した
がって、命題 6.3.14より、

OK ⊆
n∑

i=1

Zvi

となるKのQ上の基底 {v1, v2, · · · , vn}が存在する。ゆえに、OKは有限生成Z-加
群の部分加群となる。ZはPIDであるのでNoether環であるから、命題 6.4.6より
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OK は Noether環である。さらに命題 6.3.6より OK は整閉である。したがって、
OK の次元が 1であることを示せばよい。
OK の 0でない素イデアル pを任意にとる。このとき、OK は整域であるので、

(0)はOK の素イデアルであることに注意すると、(0) ∩ Z = (0)であることから、
命題 6.3.8より、p∩Z ̸= (0)であることがわかる。したがって、p∩ZはZの極大
イデアルであり、命題 6.3.7より pはOK の極大イデアルとなる。 証明終
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