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0 序
位数が 30 以下の群の分類を行う．群論の専門書を見れば，もっとエレガントな
証明法が書いてあるに違いないと思う．しかし，ここでは，基本的には学部の授
業で習ったことのみを使い，自分達で考えた証明を書くことにする．
この報告を通して使われる記号を以下に定める．
特に断らない限り，n は自然数を，p は素数を表す．
e は，群の単位元を表すものとする．
Cn は，位数 n の巡回群とする．Sn は n 次対称群，An は n 次交代群を表す．

k が体であるとき，

GL(n, k) = {A | A は k-係数の n 次正則行列 }

とおく．GL(n, k) は，掛け算で群になる．
H が群 G の部分群であるとき，H < G または G > H と書く．N が群 G の正
規部分群であるとき，N / G または G . N と書く．N , H が群，σ : H → Aut(N)

を準同型としたとき，これらによって定まる半直積を N o
σ

H あるいは単に NoH

と書く．半直積に関しては第 3 節を参照．
群 G の元 a に対して，CG(a) := {x ∈ G | ax = xa} とおく．Z(G) := {x ∈

G |任意の y ∈ G に対して，xy = yx が成立 } を，群 G の中心という．CG(a) や
Z(G) は，G の部分群である．
群 G の元 f1, . . . , fr に対して，<f1, . . . , fr > は f1, . . . , fr で生成された G の

部分群であるとする．
集合 S に属する元の個数を #S と表す．群の元 a に対して，o(a) は，a の位

数を表す．群 G に対して，G(n) は，G の位数 n の元全体からなる集合を表すと
する．
群の準同型 f : G → H において，すべての g ∈ G に対して，f(g) = e が成立

するとき，f は自明な準同型であるという．
以下の表は，位数 30 以下の群のリストである．
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位数 群の個数 群の同型類
1 1 C1

2 1 C2

3 1 C3

4 2 C4, C2 × C2

5 1 C5

6 2 C2 × C3, D6

7 1 C7

8 5 C8, C4 × C2, C2 × C2 × C2, D8, Q8

9 2 C9, C3 × C3

10 2 C2 × C5, D10

11 1 C11

12 5 C4 × C3, C2 × C2 × C3, Q12, D12, A4

13 1 C13

14 2 C2 × C7, D14

15 1 C3 × C5

16 14 C16, C8 × C2, C4 × C4, C4 × C2 × C2, C2 × C2 × C2 × C2,

C8 o
σ

C2, C8 o
τ

C2, D16, Q16, C4 o C4, Q8 × C2, (C4 × C2) o
σ

C2,

(C4 × C2) o
τ

C2, D8 × C2

17 1 C17

18 5 C2 × C9, C2 × C3 × C3, D18, (C3 × C3)o C2, C3 ×D6

19 1 C19

20 5 C4 × C5, C2 × C2 × C5, C5 o C4, Q20, D20

21 2 C3 × C7, C7 o C3

22 2 C2 × C11, D22

23 1 C23

24 15 C8 × C3, C4 × C2 × C3, C2 × C2 × C2 × C3, D8 × C3, Q8 × C3,

(C2 × C2 × C2)o C3, Q8 o C3, C3 o C8, D24, Q24,

C3 o (C2 × C2 × C2), C3 o
σ

D8, C3 o
τ

D8, C3 oQ8, S4

25 2 C25, C5 × C5

26 2 C2 × C13, D26

27 5 C27, C9 × C3, C3 × C3 × C3, (C3 × C3)o C3, C9 o C3

28 4 C4 × C7, C2 × C2 × C7, Q28, D28

29 1 C29

30 4 C2 × C3 × C5, C5 ×D6, C3 ×D10, D30
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1 アーベル群の基本定理
定理 1.1 (アーベル群の基本定理) 有限生成アーベル群は，有限個の巡回群の直積
と同型である．

アーベル群の基本定理より有限アーベル群 G は，

G ' Cn1 × · · · × Cnk

とできる．このとき #G = n1 · · ·nk であることに注意する．直積の順番を入れ替
えても，C1を直積しても群は同型である．
また，n,m ∈ N とすると，「(n,m) = 1 ⇐⇒ Cnm ' Cn × Cm」であることが証
明できる．
以上より有限アーベル群 G は，

G ' Cp1
a1 × · · · × Cps

as

としてよい．ただし，




p1 ≤ · · · ≤ ps は素数
a1, . . . , as は自然数
i = 1, . . . , s− 1 に対して，pi = pi+1 であれば，ai ≥ ai+1

(1)

とする．

定理 1.2 pi, ai (i = 1, . . . , s) と qj, bj (j = 1, . . . , t) は，(1) の条件を満たすもの
とする．
ここで，

Cp1
a1 × · · · × Cps

as ' Cq1
b1 × · · · × Cqt

bt

と仮定する．このとき， 



t = s

p1 = q1, · · · , ps = pt

a1 = b1, · · · , as = bt

が成立する．

したがって，「位数 n のアーベル群の数は，p(m1) · · · p(ms) 個存在する．」ただ
し，n = pm1

1 · · · pms
s は素因数分解，p(m) は m の分割数を表すとする．

例 1.3 位数 24の可換な群は，24 = 23×3なので，p(3)p(1) = 3個であり，C8×C3,

C4 × C2 × C3, C2 × C2 × C2 × C3 である．
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2 代表的な非アーベル群
定義 2.1 n を自然数とし,

An :=

(
cos 2π

n
− sin 2π

n

sin 2π
n

cos 2π
n

)
, B :=

(
1 0

0 −1

)

とおく．このとき, An と B で生成された GL(2,R) の部分群を二面体群といい，
D2n と表す．(ただし，R は実数体とする．)

注意 2.2 D2nでは, (An)n = B2 = E, AnB = B(An)n−1 が成り立つ. (ただし，E

は 2 次の単位行列とする．)

よって，

D2n = {E, An, (An)2, . . . , (An)n−1, B,BAn, B(An)2, . . . , B(An)n−1}
とあらわせる.

特に，D2n の位数は 2n である．n ≥ 3 のときは，D2n は非アーベル群である．

定義 2.3 n を自然数とし,

H2n :=

(
e

πi
n 0

0 e−
πi
n

)
, F :=

(
0 1

−1 0

)

とおく. このとき, H2n と F で生成された GL(2,C) の部分群を四元数型の群とい
い，Q4n と表す．(ただし，C は複素数体とする．)

注意 2.4 Q4n において, (H2n)n = F 2 = −E, H2nF = F (H2n)2n−1 が成り立つ.

よって，

Q4n = {E, H2n, (H2n)2, . . . , (H2n)2n−1, F, FH2n, F (H2n)2, . . . , F (H2n)2n−1}
とあらわせる.

特に，Q4n の位数は 4n である．n ≥ 2 のときは，Q4n は非アーベル群である．

3 半直積
命題 3.1 N , H が群，σ : H → Aut(N) を準同型とする．(記号の簡略化のため，
σ(b) を，σb と表すことが多い．)

このとき，直積集合N×H に次のように演算を導入する．a1, a2 ∈ N と b1, b2 ∈ H

に対して，

(a1, b1) · (a2, b2) := (a1 · σb1(a2), b1 · b2)

と定義する．このとき，この演算により，直積集合 N ×H は群になる．
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証明 任意の 3 元 (a1, b1), (a2, b2), (a3, b3) ∈ N ×H に対して，

{(a1, b1)(a2, b2)}(a3, b3) = (a1σb1(a2), b1b2)(a3, b3)

= (a1σb1(a2)σb1b2(a3), (b1b2)b3)

(a1, b1){(a2, b2)(a3, b3)} = (a1, b1)(a2σb2(a3), b2b3)

= (a1σb1(a2σb2(a3)), b1(b2b3))

= (a1σb1(a2)σb1σb2(a3), (b1b2)b3)

となり，σb1b2 = σb1σb2なので結合法則を充たす．
eN ∈ N, eH ∈ H でそれぞれの単位元を表すことにすると，この群の単位元は

(eN , eN) となる．
(a, b) ∈ N ×H に対して，(a−1, b−1) ∈ N ×H が (a, b) の逆元となることが，簡

単な計算によって確かめられる．
よって，この演算によって，N ×H は群になる． 証明終

命題 3.1 によって定まる群を H と N の (σ によって定まる) 半直積といい，
N o

σ
H あるいは単に N oH と書く．

注意 3.2 群が与えられたとき，その群は，もっと小さい二つの群の半直積になる
ことがある．
例えば，G は群，G . N , G > H としよう．i : H → G, j : N → G を包含写像，

π : G → G/N を射影とする．b ∈ H に対して，

τb : N −→ N

を τb(a) = bab−1 によって定義する．このとき，τb ∈ Aut(N) であることがわかる．
ここで，

τ : H −→ Aut(N)

を，τ(b) := τb によって定義する．すると，τ は準同型であることが確かめられる．
よって，半直積 N o

τ
H が定義できる．

ここで，

φ : N o
τ

H −→ G

を，φ((a, b)) := j(a) · i(b) によって定義する．このとき，次のことが成立する．
1. φ は準同型である．
2.合成写像 πi が同型であると仮定すると，φ は同型である．
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よって，合成写像 πi が同型であると仮定すると，G はもっと小さな群の半直積で
表せる．
実際，

φ((a1, b1)(a2, b2)) = φ((a1τb1(a2), b1b2))

= j(a1b1a2b1
−1)i(b1b2) = a1b1a2b2

φ((a1, b1))φ((a2, b2)) = j(a1)i(b1)j(a2)i(b2) = a1b1a2b2

となり φ は準同型である．
ここで，合成写像 πi が同型であると仮定する．k := (πi)−1とし，g ∈ G に対
して a = g · ik(π(g−1)) とおくと，

π(a)＝π(g)π(ik(π(g−1)))＝π(g)π(g−1)＝ e

なので
a ∈ Ker π = N

である．ここで，k(π(g−1)) ∈ H の逆元を b ∈ H とすると，

g = ab = φ((a, b))

となり φ は全射である．
また，ab = a′b′ (a，a′ ∈ N，b，b′ ∈ H) を満たすと仮定する．

b = eb = ikπ(a)ik(πi)(b) = ikπ(ab) = ikπ(a′b′) = ikπ(a′)ik(πi)(b′) = eb′ = b′

であり，よって
a = a′

となる．したがって φ は単射である．故に同型写像となる．

注意 3.3 G を群とする．ここで，

N ∩H = {e} かつ #H · #N = #G を満たす N / G と H < G が存在する

と仮定する．すると，注意 3.2より G = N oH となることがわかる．

例 3.4 二面体群 D2n が小さい二つの群の半直積で表現できることを示す．
第 2 節の定義より<An >/D2n となっていて，<B >∩<An > = {e} であり，
さらに # <An > ·# <B > = #G なので，G = <An > o

σ
<B > となる．

ここで，σ : <B > → Aut(<An >) = (Z/nZ)× は，σ(B) = −1 で決まるもので
ある．
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定理 3.5 N , H を群，σ, τ : H → Aut(N)を，f ∈ Aut(N), g ∈ Aut(H)とする．こ
のとき，任意の b ∈ H に対して，τg(b)f = fσbが成立するならば，N o

σ
H ' N o

τ
H

が成立する．

証明 まず，

φ : N o
σ

H −→ N o
τ

H

(a, b) 7−→ (f(a), g(b))

とおくと φ は全単射となることに注意する．後は，φ が準同型であることを証明
すればよい．

(a1, b1), (a2, b2) ∈ N o
σ

H ととると，

φ((a1, b1)(a2, b2)) = φ((a1σb1(a2), b1b2))

= (f(a1σb1(a2)), g(b1b2))

= (f(a1)(f(σb1(a2))), g(b1)g(b2))

φ((a1, b1))φ((a2, b2)) = (f(a1), g(b1))(f(a2), g(b2))

= (f(a1)τg(b1)(f(a2)), g(b1)g(b2))

となり，仮定の式から上の二式は一致する． 証明終

4 群の自己同型
群を決定するには，半直積が非常に有効であり，半直積を使うためには群 N の
自己同型群

Aut(N) = {f : N → N | f は同型写像 }

を調べる必要がある．この節では，代表的な群に対してその自己同型群を決定する．
Aut(N) は，写像の合成により群になることに注意する．

定理 4.1

Aut(Cn) = (Z/nZ)×

証明 Cn = <a > とする．
f, g ∈ Aut(Cn) が f(a) = g(a) をみたしたとしよう．すると，任意の整数 s に

対して，

f(as) = f(a)s = g(a)s = g(as)
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が成立する．したがって，

f = g ⇐⇒ f(a) = g(a) (2)

であることに注意する．
以下， fs は fs(a) = as となる写像を表すことにする．このとき，

Aut(Cn) = {fs | s = 0, . . . , n− 1 ただし (s, n) = 1}

であることに注意する．ここで，

φ : Aut(Cn) −→ (Z/nZ)×

を，φ(fs) := s̄ によって定義する．
φ が同型写像であることを示す．
(2) より φ は単射である．Aut(Cn) も (Z/nZ)× も位数は ϕ(n) なので，φ は全

射である．(ただし，ϕ はオイラー関数とする．) よって，φ は全単射である．
∀fs, ft ∈ Aut(Cn) に対して，(fsft)(a) = fs(a

t) = ast より， fsft = fst が成立す
る．したがって， φ は準同型写像である． 証明終

定理 4.2

Aut(

n︷ ︸︸ ︷
Cp × · · · × Cp) = GL(n,Fp)

が成立する．

証明 Cp = <a > とおく．f ∈ Aut(

n︷ ︸︸ ︷
Cp × · · · × Cp) に対して，

f((e, . . . , e,
i 番目
a , e, . . . , e)) = (af1i , af2i , . . . , afni)

であるとき，

φ : Aut(

n︷ ︸︸ ︷
Cp × · · · × Cp) −→ GL(n,Fp)

を φ(f) = (fij) によって定義する．このとき，この写像が群の同型写像であるこ
とが，確かめられる． 証明終
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5 位数が p または p2 の群
この節で，位数 p または p2 の群を決定する．

位数 p の群
G は，位数 p の群であるとする．e 6= a ∈ G に対し，

<a > < G

であるので，2 ≤ # < a> ≤ #G = p である．ラグランジュの定理により，# <a >

は #G の約数であるので，# <a> = p であり，したがって

<a > = G

となる．よって，G は Cp と同型である．

位数 p2 の群
群 G の中心を Z(G) とする．このとき，次が成立する．

定理 5.1 群 G の位数は pn とする．ただし，p は素数で，n は自然数とする．こ
のとき，Z(G) 6= {e} である．

証明 G の共役類を G1, . . . , Gt とおく．すると，#G = #G1 + #G2 + · · · + #Gt

が，成立する．ここで，#Gi は，#G の約数であるので，p の冪である．
また，#Gi = 1 を満たす共役類の個数は，#Z(G) と一致する．よって，#G −

#Z(G) は p の倍数であり，したがって Z(G) 6= {e} となる． 証明終

以下，G は位数 p2 の群であるとする．
ラグランジュの定理と定理 5.1 により，Z(G) の位数は p または p2 である．

G . Z(G) であることに注意する．このとき，G/Z(G) = 1 または p である．
G/Z(G) = p と仮定すると，G/Z(G) は巡回群．よって，<aZ(G) > = G/Z(G)

をみたす a ∈ G が存在する．すると，G の元はいつも anz の形に書ける (n ∈ N ,

z ∈ Z(G))．よって，このとき， G はアーベル群となる．
G/Z(G) = 1 とすると， G = Z(G) より，G はアーベル群である．
よって，位数 p2 の群はアーベル群であることがわかった．
アーベル群の基本定理 (第 1 節参照) により，G は，Cp2 または Cp × Cp と同
型である．

6 位数が 2p の群の分類 (p は奇素数)

この節で，位数 2p (p は奇素数) の群の分類を行う．
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#G = 2p と仮定する．S2, Sp は，それぞれ G の 2-シロー部分群，p-シロー部分
群であるとする．すると，#S2 = 2, #Sp = p である．シローの定理より，G は唯
一つの p-シロー部分群をもっているので，Sp / G である．
また，

S2 ∩ Sp = {e}

であり，#S2 · #Sp = #G である．よって，注意 3.3 により，G は S2 と Sp の半直
積となる．つまり，G ' Sp o

σ
S2 と書ける．ただし，

σ : S2 → Aut(Sp) (3)

は準同型とする．S2 = {e, a} としよう．
このとき，定理 4.1 により Aut(Sp) = (Z/pZ)× = {1, 2, . . . , p − 1} である．

(Z/pZ)× の中の二乗して 1 になる元は ±1 のみである．よって，(3) の準同型は，
「σ(e) = σ(a) = 1」と「τ(e) = 1, τ(a) = −1」の二通りが考えられる．

σ の場合は，G は S2 と Sp の直積と同型になり，特にアーベル群になる．
τ の場合を考える．Sp = <b > とする．すると，a2 = bp = e, aba−1 = bp−1 で

あり，この群は位数 2p の二面体群 D2p と同型である．(二面体群に関しては，第
2 節参照．)

以上により，位数が 2p の群 (p が奇素数) は，C2 × Cp と D2p の二通り存在す
る．(D2p はアーベル群ではないので，この二つの群は，同型ではありえない．)

7 シロー部分群が全て正規部分群である群
定理 7.1 G を群，#G = pr1

1 · · · prn
n としよう．ただし，p1, . . . , pn は，互いに異

なる素数とする．Spi
を G の pi-シロー部分群とする．全ての i に対して，Spi

/ G

と仮定する．このとき，

G ' Sp1 × Sp2 × · · · × Spn

である．

証明 i 6= jとし，a ∈ Spi
, b ∈ Spj

とする．このとき，aba−1 ∈ Spj
，ba−1b−1 ∈ Spi

が成立する．よって，aba−1b−1 ∈ Spi
∩ Spj

= {e} となる．つまり，ab = ba が成
立する．よって，異なるシロー部分群の元どうしは可換であることがわかる．
次に，写像

φ : Sp1 × Sp2 × · · · × Spn −→ G

(x1, x2, . . . , xn) 7−→ x1x2 · · · xn
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を見てみる．すると，(x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn) ∈ Sp1 × Sp2 × · · · × Spn に対
して，

φ((x1, x2, . . . , xn)(y1, y2, . . . , yn)) = φ((x1y1, x2y2, . . . , xnyn))

= x1y1x2y2 · · ·xnyn

= x1x2 · · · xny1y2 · · · yn

= φ((x1, x2, . . . , xn))φ((y1, y2, . . . , yn))

となり，φ は準同型写像であることがわかる．
Spi

⊂ Im φ ⊂ G であるので，pi
ri |# Im φ となる．よって，

p1
r1p2

r2 · · · pn
rn |# Im φ

が成立する．だから，# Im φ =# G となる．故に，Im φ = G となり，したがって
φは全射である．更に #(Sp1 × S2 × · · · × Spn) = #G より，φ は全単射である．
よって，

G ' Sp1 × Sp2 × · · · × Spn

がわかった． 証明終

例 7.2 位数 15 の群Gを分類する．
15 = 3× 5 より，Gは，3-シロー部分群 S3(' C3) と 5-シロー部分群 S5(' C5)

を持つ．n3 は G の 3-シロー部分群の個数，n5 は G の 5-シロー部分群の個数と
する．シローの定理より，

n3 ≡ 1 (mod 3) かつ n3 | 5

n5 ≡ 1 (mod 5) かつ n5 | 3

が成立する．よって，
n3 = n5 = 1

となる．したがって，S3 / G, S5 / G となり，定理 7.1より

G ' S3 × S5 ' C3 × C5

となる．
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8 位数 8 の群の分類
この節では，次の命題を証明する．

命題 8.1 位数 8 の群は，(同型を除いて) C8, C4 ×C2, C2 ×C2 ×C2, D8, Q8 の 5

個のみである．

証明 G は位数 8 の群であるとする．
G が可換であるとき，アーベル群の基本定理 (第 1 節参照) より

C8, C4 × C2, C2 × C2 × C2

のどれかと同型である．
G は非可換としよう．G の元の位数は 8 の約数の 1, 2, 4, 8 のいずれかである．
また，G は非可換なので位数 8 の元を持たない．一般に位数 1 の元は単位元のみ
なので，#G(2) + #G(4) = 7 である．

#G(2) によって，次の三通りに場合分けして考える．

1. #G(2) = 7 のとき．このとき，∀x ∈ G に対して x2 = e である．すると，次
の補題により，G はアーベル群となる．

補題 8.2 Gは群であるとする (位数が 8であるとは仮定しない)．任意の x ∈ G

が x2 = e をみたせば，G はアーベル群である．

証明 ∀x, y ∈ G に対して，(xy)2 = e より (xy)−1 = xy とわかる．また，
(xy)−1 = y−1x−1 = yx なので xy = yx が成立．したがって G はアーベル群
となる． 証明終

2. 2 ≤ #G(2) ≤ 6 のとき．このとき，位数 4 の元 a がある．
# <a >(2) = 1 より，o(b) = 2 をみたす元 b ∈ G \ <a > がある．また，
G . < a > であり，<b >∩<a > = {e}, # <b > ·# <a > = 8 = #G であるの
で，注意 3.3 により

G ' <a > o
σ

<b >

とできる．ただし，σ : <b > → Aut <a > は非自明な準同型である．第 4 節
の結果により，

Aut <a > = (Z/4Z)× = {±1}
であるので，σ(b) = −1 としてよい．これによって，非自明な準同型 σ :

<b > → Aut <a> はただ一通り定まる．このとき，例 3.4 より D8 と同型で
ある．
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3. #G(2) = 1 のとき．このとき，

o(a) = o(b) = 4, a 6∈ <b > (4)

を満たす a, b ∈ G が存在する．
4 < # <a, b > ≤ 8より，<a, b > = Gである．位数 2の元は 1つのみなので，

a2 = b2 (5)

である．
また，G . < a > であり，a の位数を考えると bab−1 = a または a3 である．
もし bab−1 = a ならば， ba = ab となり G の生成元が交換可能となり G が
アーベル群になってしまう．よって，

bab−1 = a3 (6)

としてよい．
(4), (5), (6) により G の演算は一通りに決まり，G ' Q8 とわかる (Q8 に関
しては，第 2 節参照)．

証明終

9 位数 12 の群の分類
命題 9.1 位数 12 の群は，同型を除いて 5 個存在する．

証明 G を位数 12 の群とする．12 = 22 × 3 より，G は 2-シロー部分群 (C4 また
は C2 × C2 に同型) と 3-シロー部分群 (C3 に同型) を持つ．

Gがアーベル群のとき．アーベル群の基本定理 (第 1 節参照) より，G は

C4 × C3, C2 × C2 × C3

のどちらかに同型である．
G が非アーベル群のとき．G の 2-シロー部分群の個数を n2，G の 3-シロー部
分群の個数を n3 とする．シローの定理より，

n2 ≡ 1 (mod 2) かつ n2 | 3

n3 ≡ 1 (mod 3) かつ n3 | 4
である．よって，

n2 = 1 または 3

n3 = 1 または 4

である．ここで，3-シロー部分群の個数 n3 によって場合分けをする．
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(1) n3 = 1 のとき．S3 / G かつ，S3 ∩ S2 = {e}, #S3 · #S2 = 12 であるので，注
意 3.3より，G = S3 o

σ
S2 としてよい．次に S2 の構造によって場合分けを

行う．

(1-1) S2 ' C2 × C2 のとき．このとき，G = C3 o
σ

(C2 × C2) である．ただ

し，σ : C2 × C2 → Aut C3 である．C2 × C2 の生成元 (b1, e), (e, b2)

に対して，(σ(b1,e))
2 = (σ(e,b2))

2 = id である．さらに，定理 4.1より，
Aut C3 = (Z/3Z)× = {±1} である．このとき，σ は非自明な準同型で
あるとすれば，C2×C2の生成元を取り替えれば，σ(b1,e) = 1, σ(e,b2) = −1

としてよい．このとき，群が一つ定まるが，この群は D12 と同型である．

(1-2) S2 ' C4 のとき．このとき，G = C3 o
σ

C4 である．ただし，σ : C4 →
Aut C3 である．C4 の生成元 b に対して，(σb)

4 = id である．また，定
理 4.1 より，Aut C3 = (Z/3Z)× ' {±1} であるから，

σb = 1 または − 1

である．σb = 1のときは Gがアーベル群になってしまうため不適．よっ
て，σb = −1 としてよい．このとき，

G ' C3 o
σ

C4 ' Q12

となる．

(2) n3 = 4 のとき．3-シロー部分群を A1, A2, A3, A4 とおく．

φ : G −→ S4

g 7−→
(

A1 A2 A3 A4

gA1g
−1 gA2g

−1 gA3g
−1 gA4g

−1

)

という写像を考えると，これは準同型になる．3-シロー部分群はすべて互い
に共役なので，Im φは可移である．よって，# Im φは 4の倍数である．した
がって，# ker φは，1または 3となる．しかし，Gの位数 3の部分群は正規
部分群ではないので，したがって ker φ = {e} である．よって，G ' Im φ で
ある．S4 の位数 12の部分群は A4 のみであるので，このケースでは G ' A4

である．
証明終

10 位数 18 の群の分類
命題 10.1 位数 18 の群は，同型を除いて 5 個存在する．
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証明 位数 18 のアーベル群は，C2 × C9 と C2 × C3 × C3 の二種類ある．
G を位数 18 の非アーベル群とする．シローの定理より 3-シロー部分群は一つ
のみ．注意 3.3 より，G = S3 o

σ
S2 とあらわせる．ただし， σ : S2 → Aut S3 は

非自明な準同型写像である．
S3 の構造によって，次の二つに場合分けして考える．

(1) S3 ' C9 のとき．第 4 節の結果により，Aut C9 = (Z/9Z)× = {1, 2, 4, 5, 7, 8}
である．この中の位数 2 の元は，8 のみ．これにより一つの群が決まる．こ
れは，D18 である．

(2) S3 ' C3 × C3 のとき．定理 4.2 より，Aut (C3 × C3) = GL(2,F3)．また，
S2 = C2 := <a >．(σa)

2 = E より，σa の最小多項式は x2 − 1 を割り切る．
よって，x− 1, x + 1, x2 − 1 のいずれかである．

(2-1) x− 1 なら σa = E よりアーベル群となる．

(2-2) x + 1 なら σa = −E ．この写像で一つ半直積の群 (C3 × C3)o C2 が定
まる．

(2-2) x2− 1 なら，2 次式なのでこれが固有多項式となり，固有値は 1,−1 で
ある．基底を取り替えることにより，

σa =

(
1 0

0 −1

)
(7)

としてもよい．これから一つ半直積の群が定まる．これは，C3 ×D6 と
同型である．

前者の群の中心には位数 3 の元はないが，後者には群の中心に位数 3 の元
があるので二つは同型でない．

証明終

11 位数 20 の群の分類
命題 11.1 位数 20 の群は，同型を除いて 5 個存在する．

証明 アーベル群の基本定理により，位数 20のアーベル群は C4 × C5, C2 × C2 × C5

の二つである．
G を位数 20 の非アーベル群とする．G の 5-シロー部分群の数 n5 は，シロー
の定理より

n5|20 かつ n5 ≡ 1(mod5)
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をみたす．したがって，n5 = 1 なので，G の 5-シロー部分群 S5 は正規部分群で
ある．
すると，注意 3.3 より，G は S2 と S5 の半直積であらわせる．

σ : S2 −→ Aut S5 = (Z/5Z)× = {1, 2, 3, 4}

を，半直積を定める非自明な準同型としよう．
S2 の構造によって，次の二つに場合分けして考える．

1. S2 ' C4 であると仮定する．
S2 = <b > としよう．σ(b) = 2, 22, 23 のいずれかである．それぞれの写像を
σ, τ , ν とおく．
σ と ν が作る半直積を見てみる．f := IdC5 , g : C4 → C4 を g(b) = b−1 で定
まるものとすれば，任意の c ∈ S2 に対して，

fσc = νg(c)f

が成立する．よって，定理 3.5 によって，C5 o
σ

C4 と C5 o
ν

C4 は同型である．

また，C5 o
τ

C4 の中心には位数 2 の元があるが，C5 o
σ

C4 にはないのでこ

の二つは同型ではないことに注意．(中心に位数 2 の元があれば，シローの
定理により，その元は任意の 2-シロー部分群に含まれることに注意．) また，
C5 o

τ
C4 ' Q20 に注意する．

2. S2 ' C2 × C2 のとき．
# Ker σ = 1, 2, 4 のいずれかである．# Ker σ = 1 なら σ が同型写像となり矛
盾する．また，# Ker σ = 4 なら σ は自明な写像となる．よって，# Ker σ = 2

である．
基底を取り替えることにより，σ は

σ : C2 × C2 −→ (Z/5Z)×

(c, e) 7−→ 22

(e, d) 7−→ 1

(8)

としてよい (定理 3.5 を使う)．ただし，C2×C2 において，左の C2 は {e, c}，
右の C2 は {e, d} とした．このとき G はただ一つ定まる．それは，D20 であ
る． 証明終

12 位数 21 の群の分類
定理 12.1 位数 21の群は，同型を除いて 2個存在する．
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証明 G を位数 21 の群とする．21 = 3× 7 より，G は，3-シロー部分群 S3(' C3)

と 7-シロー部分群 S7(' C7) を持つ．
Gがアーベル群のとき．アーベル群の基本定理 (第 1節参照)より，G ' C3 × C7

となる．
G が非アーベル群のとき．G の 3-シロー部分群の個数を n3，G の 7-シロー部
分群の個数を n7 としよう．このとき，シローの定理より，

n3 ≡ 1 (mod 3) かつ n3 | 7

n7 ≡ 1 (mod 7) かつ n7 | 3

である．よって，
n3 = 1 または 7, n7 = 1

となる．したがって，S7 / G かつ，S3 ∩ S7 = {e}, #S3 · #S7 = #G だから，注
意 3.3 より，準同型写像 σ : C3 −→ Aut C7が存在して

G ' C7 o
σ

C3

となる．
σ を具体的に定める．C3の生成元 aに対し (σa)

3 = e となることに注意．更に定
理 4.1 より，Aut C7 = (Z/7Z)× ' C6 である．σa ∈ Aut C7 = (Z/7Z)× と考える．

• σa = 1のとき．C7 の生成元 b に対し aba−1 = σa(b) = b となり，G がアー
ベル群になってしまう．

• σa = 2のとき．このときは，一つの群が定まる．ここでの半直積で用いる準
同型を τ : C3 → Aut C7 = (Z/7Z)× としよう．

• σa = 4 のとき．このときは，一つの群が定まる．ここでの半直積で用いる準
同型を ν : C3 → Aut C7 = (Z/7Z)× としよう．

ここで，g ∈ Aut C3 を g(α) = α−1 (α ∈ C3) で定めると，νg(a) = τa であるので，
定理 3.5 により

C7 o
τ

C3 ' C7 o
ν

C3

となり，非アーベル群 C7 o C3 が一つだけ定まる． 証明終

13 位数 27 の群の分類
命題 13.1 位数 27の群は，同型を除いて 5個存在する．
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証明 Gを位数 27の群とする．
Gがアーベル群のとき．アーベル群の基本定理 (第 1節参照) より，

C27, C3 × C9, C3 × C3 × C3

の三通りの群が定まる．
Gが非アーベル群のとき．G(9)について場合分けする．g ∈ G(9)とすると，

<g > \{e, g3, g6} ⊂ G(9) だから，

6 |# G(9)

であることに注意する．

(1) #G(9) ≤ 12 と仮定する．このとき，#G(3) ≥ 14 となる．

Z(G) 6= {e} だから，ある a ∈ Z(G) が o(a) = 3 を満たす．<a > / G よ
り，#G/< a> = 9 であり，第 5節より，G/< a >はアーベル群である．し
たがって b ∈ G(3) \<a > ととると，

<a, b > / G

となる．ここで，< a, b > はアーベル群であるので <a, b > 6= G である．
よって，# <a, b > = 9 に注意する．仮定より c ∈ G(3) \ <a, b >が存在す
る．< a, b >∩<c> = {e} かつ # <c> ·# <a, b> = #G なので，注意 3.3

より，準同型写像 σ : <c > −→ Aut <a, b > が存在して，

G = <a, b > o
σ

<c >

となる．ここで<a, b >はアーベル群で，位数 9の元を含まないので<a, b > '
C3×C3 である．また，<c> ' C3より，準同型写像σ : C3 −→ Aut(C3×C3)

とおきなおすと，
G ' (C3 × C3) o

σ
C3

となる．

σ を具体的に定める．定理 4.2 より，Aut (C3 × C3) = GL(2,F3) である．
σc ∈ Aut (C3 × C3) = GL(2,F3) とみなすと，σ3

c = E である．よって，

σc の最小多項式 | X3 − 1

となる．ここで，F3においてX3 − 1 = (X − 1)3 なので，σc の固有値は 1

のみである．このとき，C3 × C3 の生成元を取替えると σc は互いに相似な
行列となる．

σc のジョルダン標準形 =

(
1 0

0 1

)
または

(
1 1

0 1

)

19



である．よって，定理 3.5 により，σc は，上の二つの行列のどちらかである
としてよい．

σc =

(
1 0

0 1

)
のとき．このときは，G がアーベル群になってしまうため

矛盾．

σc =

(
1 1

0 1

)
のとき．このときは，(C3 × C3)o C3 が定まる．

(2) #G(9) = 18 のとき．このとき，#G(3) = 8 となる．

Z(G) 6= {e} だから，ある a ∈ Z(G) が o(a) = 3 を満たす．<a > / G より，
#G/< a > = 9 だから第 5節より，G/< a > はアーベル群である．したがっ
て b ∈ G(9) ととると，

<a, b > / G

となる．ここで <a, b>はアーベル群であるので，G 6= <a, b > である．b

の位数は 9 なので，
<a, b > = <b>

となる．仮定より c ∈ G(3) \ <b > が存在する．<b >∩<c > = {e} かつ
# <c > ·# <b> = #G なので，注意 3.3 より，準同型写像 σ : <c > −→
Aut <b> が存在して，

G ' <b > o
σ

<c >

となる．

σ を具体的に定める．σc
3 = id< b >より，

σc(b) = b, b4, または b7

である．

(2-1) σc(b) = b のとき．このときは，G がアーベル群になってしまうため
矛盾．

(2-2) σc(b) = b4 のとき．記号を代え，この σ を τ と書く．このとき，

<b > o
τ

<c >

が決まる．

(2-3) σc(b) = b7 のとき．記号を代え，この σ を ν と書く．このとき，

<b > o
ν

<c >

が決まる．
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ここで，g ∈ Aut C3 を g(α) = α2 (α ∈ C3) としたとき，νg(a) = τa が成立す
るので，定理 3.5 より，

<b > o
τ

<c > ' <b > o
ν

<c >

となり，C9 o C3 が一つに定まる．

(3) G(9) = 24 のとき．このとき，G(3) = 2 となる．

すると，Z(G) ⊃ G(3) だから，ある a ∈ Z(G) が o(a) = 3 を満たす．
<a > / G より，#G/<a > = 9 だから第 5節より，G/< a> はアーベ
ル群である．したがって b ∈ G(9) \ Z(G) ととると，

<a, b > / G

となる．ここで<a, b>はアーベル群であるので，

<a, b > = <b>

となる．仮定より，c ∈ G(9) \ <b > が存在する．更に cbc−1 = bn とおけ，
c3 ∈ Z(G)，b = c3bc−3 = bn3

なので，n3 ≡ 1 (mod 9) となる．よって，

cbc−1 = b4 または b7

となる．また，<b3 > = <c3 > だから，

b3 = c3 または c6

が成立する．次の 4 つに場合わけする．

(3-1) cbc−1 = b4 かつ b3 = c3 のとき．このとき，(cb2)3 = e なので

cb2 = e, b3, または b6

である．

(3-1-1) cb2 = eのとき．c = b−2となり矛盾する．

(3-1-2) cb2 = b3のとき．c = bとなり矛盾する．

(3-1-3) cb2 = b6のとき．c = b4となり矛盾する．

(3-2) cbc−1 = b4かつ b3 = c6のとき．このとき，(cb)3 = eなので

cb = e, b3, または b6

である．

(3-2-1) cb = eのとき．c = b−1となり矛盾する．
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(3-2-2) cb = b3のとき．c = b2となり矛盾する．

(3-2-3) cb = b6のとき．c = b5となり矛盾する．

(3-3) cbc−1 = b7かつ b3 = c3のとき．このとき，(cb2)3 = eなので

cb2 = e, b3, または b6

である．

(3-3-1) cb2 = eのとき．c = b−2となり矛盾する．

(3-3-2) cb2 = b3のとき．c = bとなり矛盾する．

(3-3-3) cb2 = b6のとき．c = b4となり矛盾する．

(3-4) cbc−1 = b7かつ b3 = c6のとき．このとき，(cb)3 = eなので

cb = e, b3, または b6

である．

(3-4-1) cb = eのとき．c = b−1となり矛盾する．

(3-4-2) cb = b3のとき．c = b2となり矛盾する．

(3-4-3) cb = b6のとき．c = b5となり矛盾する．

したがって，このような場合は起こらない．
証明終

14 位数 28 の群の分類
位数 28 のアーベル群は，C4 × C7 か C2 × C2 × C7 のどちらかである．
G は位数 28 の非アーベル群と仮定する．7-シロー部分群を S7 とすると，シ
ローの定理により，G は唯一つの 7-シロー部分群をもつ．よって，S7 / G である．

S2 は，G の 2-シロー部分群としよう．すると，注意 3.3 によって，G ' S7oS2

である．
S2 の位数は 4 であるので，S2 は C4 か C2×C2 のどちらかと同型である．よっ

て，G は，C7 o
σ

C4 かまたは C7 o
τ

(C2 × C2) と同型になる．

ただし，σ : C4 → Aut(C7)，τ : C2 × C2 → Aut(C7) は準同型である．
まず，S2 ' C4 と仮定しよう．C4 =< a > とする．定理 4.1より，Aut(C7) =

(Z/7Z)× である．σ(a) = 1 または −1 である．σ1(a) = 1 の場合は，G は C4 と
C7 との直積と同型になり，特にアーベル群になる．σ(a) = −1 の場合は，非アー
ベル群 C7 o

σ
C4 が一つ決まる．この群は，Q28 と同型である．

次に，S2 ' C2×C2 と仮定しよう．C6 =< b >, C2×C2 = {(e，e)，(e，a)，(a，e)，(a
，a)} とする．すると，定理 3.5 により，τ((e，e)) = τ((e，a)) = 1，τ((a，e)) = τ((a，
a)) = −1 であるとしてよい．これによって，一つの群ができるが，これは D28 と
同型である．
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15 位数 30 の群の分類
位数 30 のアーベル群は，C2 × C3 × C5 である．
以下，G は位数 30 の非アーベル群であるとする．
まず，G は位数 15 の部分群を持つことを証明する．
G の 5-シロー部分群または 3-シロー部分群は，正規部分群であることに注意．

(5-シロー部分群が正規部分群でないなら，5-シロー部分群は 6 個あり，したがっ
て位数 5 の元は 24 個あることになる．3-シロー部分群が正規部分群でないなら，
3-シロー部分群は 10 個あり，したがって位数 3 の元は 20 個あることになる．今，
群の位数は 30 であるので，5-シロー部分群または 3-シロー部分群は，正規部分群
である．)

5-シロー部分群 (以下 S5) が正規部分群としよう．f : G → G/S5 を全射準同型
とすると，

G/S5 . C3

である．(第 7 節により，位数 15 の群はアーベル群であることに注意．) このと
き，f−1(C3) / G で， #f−1(C3) = 15 である．つまり，G は，位数 15 の部分群を
もつ．

3-シロー部分群 (以下 S3) が正規部分群と仮定しよう．g : G → G/S3 を全射準
同型とすると，

G/S3 . C5

である．(第 6 節により，位数 10 の群は巡回群 C10 か二面体群 D10 であり，両方
とも位数 5 の部分群を持つ．) すると，g−1(C5) / G で，#g−1(C5) = 15 である．
よって，G 内に位数 15 の正規部分群が存在することがわかった．
したがって，注意 3.3 により，G は C15 と C2 の半直積になることがわかる．つ
まり，G ' C15 o

σ
C2 とできる．ただし，σ : C2 → Aut(C15) は準同型である．

ここで，定理 4.1 により，Aut(C15) ' (Z/15Z)× に注意．
中国剰余定理より，

(Z/15Z)× = (Z/5Z× Z/3Z)× = (Z/5Z)× × (Z/3Z)× ' C4 × C2

である．よって，σ : C2 → C4 × C2 と考えてよい．
C2 = <a >，C4 × C2 = {(e，e)，(b，e)，(b2，e)，(b3，e)，(e，c)，(b，c)，(b2，c)，(b3，c)} とす
る．C4 × C2 の中で位数 2 の元は，(e, e), (b2, e)，(e, c)，(b2, c)の 4 つである．

σa = (e, e) のとき．このときは，アーベル群である．
σa = (e, c) のとき．このときは，

G ' (C5 × C3) o
σ

C2 ' C5 ×D6
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である．
σa = (b2, e) のとき．このときは，

G ' (C5 × C3) o
σ

C2 ' C3 ×D10

である．
σa = (b2, c) のとき．このとき，

G ' C15 o
σ

C2 ' D30

である．
C5 ×D6，C3 ×D10, D30 が互いに同型ではないことを示そう．シローの定理に
より，次のことがわかる．C5 ×D6 では，中心に位数 5 の元があるが，位数 3 の
元はない．C3 ×D10 では，中心に位数 3 の元があるが，位数 5 の元はない．D30

では，中心に位数 3 の元も位数 5 の元もない．
以上によって，どれも同型ではない．

16 位数 16 の群の分類
次を証明する．

命題 16.1 位数 16 の群は，同型を除いて 14 個存在する．

G を位数 16 の群とする．
Gがアーベル群のとき．アーベル群の基本定理 (第 1 節参照) より，G は，

C16, C8 × C2, C4 × C4, C4 × C2 × C2, C2 × C2 × C2 × C2

のどれかと同型である．
G が非アーベル群としよう．G(8)について場合分けする．g ∈ G(8)とすると，

<g > \{e, g2, g4, g6} ⊂ G(8) だから，

4 | #G(8)

であることに注意する．

(1) #G(8) > 0 のとき．G(2) について再び場合分けをする．

(1-1) G(2) ≥ 2のとき．a ∈ G(8) をとると仮定より b ∈ G(2) \<a > が存在
する．<a >oG, < a>∩<b > = {e} かつ # <b > ·# <a > = #G なの
で，注意 3.3 より，準同型写像 σ : <b > → Aut <a > が存在して，

G ' <a > o
σ

<b >
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となる．

σを具体的に定める．σb
2 = id< a > だから，

σb(a) = bab−1 = a, a3, a5,または a7

である．

(1-1-1) σb(a) = a のとき．G がアーベル群になってしまうため不適．

(1-1-2) σb(a) = a3 のとき．
G = C8 o

σ
C2

が一つ定まる．

(1-1-3) σb(a) = a5 のとき．τ := σ とおきかえると，

G = C8 o
τ

C2

が一つ定まる．

(1-1-4) σb(a) = a7 のとき．ν := σ とおきかえると，

G = C8 o
ν

C2 ' D16

となる．

(1-1-2), (1-1-3), (1-1-4)のどのケースでもG = {e, a, . . . , a7, b, ab, . . . , a7b}
である．Z(C8 o

σ
C2) = <a4 >, Z(C8 o

τ
C2) = <a2 >, Z(D16) = <a4 >

に注意する．また，#(C8 o
σ

C2)(2) = 5, #D16 = 9であるので，C8 o
σ

C2,

C8 o
τ

C2, D16 は，互いに同型ではない．

(1-2) G(2) = 1 のとき．g ∈ G(4) とすると，<g > \{e, g2} ⊂ G(4) だから，

2 |# G(4)

に注意する．

(1-2-1) G(4) = 2のとき．G(8) = 12となる．a, b ∈ G(8)が b 6∈ <a >を満
たすとする．このとき，< a> / Gとなる．<a >∪<b> ⊂ <a, b >

なので，<a, b > = G である．<a2 > = <b2 > であるので，必要
ならば b を b−1 で取り替えて，a2 = b2 としてよい．ここで，G は
アーベル群ではないので，

bab−1 = a3, a5 または a7

である．G は位数 4 の部分群 <a2 > を唯一つ含み，それは <a >

にも < b> にも含まれる．よって，a2 ∈ Z(G) である．このことよ
り，bab−1 = a5 でないといけない．しかし，このとき (ab)2 = e で
あるので o(ab) = 2 であり，ab ∈ <a > となり，b ∈ < a> となっ
て矛盾する．
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(1-2-2) #G(4) ≥ 4 のとき．a ∈ G(8), b ∈ G(4) が b 6∈ <a > を満たすとす
ると <a > / G かつ <a, b> = G である．ここで，G はアーベル
群ではないので，

bab−1 = a3, a5 または a7

である．このとき，G = {e, a, . . . , a7, b, ab, . . . , a7b} に注意する．
· bab−1 = a3 のとき．(ab)2 = e となり #G(2) = 2 に矛盾する．

· bab−1 = a5 のとき．(a2b)2 = e となり #G(2) = 2 に矛盾する．

· bab−1 = a7 のとき．ba = a7b である．a4 = b2 に注意する．こ
のとき，

G = <a, b > ' Q16

となる．

(2) G(8) = 0 と仮定する．もし任意の g ∈ G が o(g) = 2 となれば，G がアー
ベル群である (補題 8.2 参照)．よって，

G(4) > 0

としてよい．#G(2) + #G(4) = 15 であり，#G(4) は偶数であることに注意．
#G(2) が 1, 3, ≥ 5 の三つに場合分けする．

(2-1) G(2) = 1 のとき．G(4) = 14 である．a ∈ G(4) ととる．

ここで，a ∈ Z(G) と仮定する．b 6∈ <a > を満たす b ∈ G(4) に対して
< a, b > はアーベル群であり C4 × C2 と同型である．しかし，C4 × C2

は位数 2 の元を三つ含むので矛盾．

よって，
G(4) ∩ Z(G) = φ

である．a ∈ G(4)ととると <a > ⊂ CG(a) 6= Gである．#CG(a) = 4と
すると，aと共役な元の数は #G/#CG(a) = 4である．Z(G) = <a2 > ⊂
< a> かつ G/Z(G) がアーベル群なので <a> / G となる．ここで，
∀g ∈ G に対して gag−1 ∈ <a > なので，gag−1 = a または a−3 とな
りこれは矛盾である．したがって，a ∈ G(4) は #CG(a) = 8 を満たす．
このとき，CG(a) はアーベル群になることに注意．すると，アーベル群
の基本定理より，

CG(a) ' C4 × C2

となり，位数 2 の元が三つあることになり矛盾する．

(2-2) G(2) = 3 のとき．このとき，G(4) = 12 である．まず，次を示す．

主張 16.2 ある元 a0 ∈ G(4) が <a0 > / G を満たす．
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証明 CG(a) ⊃ <a > より，a ∈ G(4) ならば #CG(a) ≥ 4 となる．
#CG(a) について場合分けする．

(A) ∀a ∈ G(4) に対して #CG(a) = 4 のとき．a と共役な元の数は
#G/#CG(a) = 4 である．
CG(a) ⊃ Z(G) 6= {e} より，#Z(G) = 2 であり Z(G) = <a2 > と
なる．G/Z(G) では，任意の元の二乗が e なので，これはアーベ
ル群である．よって，<a > /G となる．

(B) ∃a ∈ G(4) に対して #CG(a) = 8 のとき．CG(a) /Gである．CG(a)

はアーベル群で，位数 4 の元を含むから CG(a) ' C4×C2 である．
だから，∃b ∈ G(2) が，CG(a) = <a, b > を満たす．c ∈ G \ CG(a)

をとると，G = <a, b, c> となる．
<a > 6 G と仮定すると cac−1 = ab または a3b である．必要
なら b と a2b とを取り替えることにより，cac−1 = ab とできる．
c2 ∈ CG(a) であるので cabc−1 = a である．よって cbc−1 = b とな
るから b ∈ Z(G) である．ここで，c2 = a2, b または a2b である．

· c2 = a2 のとき．このとき，(ab)2 = e となる．G/< b > はアー
ベル群なので，<ab > が正規部分群になり，a0 = ac が求める
ものである．

· c2 = b のとき．a−1ca = cb だから，< c> /G となり，a0 = c と
すればよい．

· c2 = a2b のとき．Z(G) ≥ 4 かつ (ac)2 = e である．G(2) =

{a2, b, a2b} なので，ac は，a2, b または a2b となり，どの場合
も c ∈ CG(a) となり不適．

(C) ∃a ∈ G(4) に対して #CG(a) = 16 のとき．a ∈ Z(G) なので，
a0 := a とすればよい．

証明終

上の主張により，o(a) = 4, <a > / G をみたす a があるとしてよい．
G/ <a > は C4 または C2 × C2 に同型である．

(2-2-1) G/< a> ' C4 のとき．ある元 b ∈ G(4) が <a >∩<b > = {e} を
満たすので

G = <a > o
σ

< b>

となる．σ を具体的に求める．Aut C4 = (Z/4Z)× = {±1} だから，
σ(b) = −1 となり，群 C4 o C4 が一つ定まる．

(2-2-2) G/< a0 > ' C2 × C2 のとき．#G(2) = 3 であるので，G の位
数 8 の部分群 N と，N に含まれていない位数 2 の元があって，
G は N と <c > の半直積となる．N(2) の個数は 2 以下である
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ので，N ' Q8 である．N = <a, b >, a4 = b4 = e, a2 = b2.

bab−1 = a3 とする．G = <a, b > o
σ

<c > とおく．σ を具体的に求

める．σ : <c > −→ Aut N かつ (σc)
2 = id だから，σc(a) = a また

は a3 である．

(2-2-2-1) σc(a) = a のとき．σc(b) = b, ab, a2b または a3b である．
σc(b) = b のとき．このとき，σc = idQ8 であるので，

G ' Q8 × C2

となる．
σc(b) = ab のとき．このときは，σ2

c (b) = a2b となり矛盾する．
σc(b) = a2b のとき．(atbc)2 = e より，位数 2 の元が 4 つ以上
になり矛盾する．
σc(b) = a3b のとき．σ2

c (b) = a2b となり矛盾する．

(2-2-2-2) σc(a) = a3 のとき．aの共役類は {a, a3}なので #CG(a) = 8で
ある．C(a)はアーベル群であり，CG(a) ' C4×C2 である．dを
CG(a)\<a >に入る位数 2の元とする．すると，d 6∈ N である
ので，c の代わりに d を用いれば σd(a) = a となり，(2-2-2-1)

のケースになる．

(2-3) 4 ≤ G(2) < 15のとき．このとき，0 < G(4) ≤ 11 である．まず，次を示す．

主張 16.3 あるH < GがH ' C4 × C2を満たす．

証明 次のように場合分けして考える．

(A) ∀a ∈ G(4) に対して CG(a) = 4 のとき．つまり，CG(a) = <a> であ
る．Z(G) 6= {e}よりZ(G) = <a2 > である．よって，∀α ∈ G/< a2 >

に対して o(α) = 2 となる．したがって，G/< a2 > はアーベル群とな
り <a> /G となる．ここで，a と共役な元の数は #G/#CG(a) = 4 で
ある．しかし実際は {a, a3} のため矛盾．

(B) ∃a ∈ G(4) に対して CG(a) = 8 のとき．CG(a) は，アーベル群で位数
4 の元を含むから CG(a) ' C4 × C2である．

(C) ∃a ∈ G(4) に対して CG(a) = 16 のとき．ある b ∈ G(2) が <a > には
含まれていないので，<a, b> ' C4 × C2 である．

証明終

主張 16.3 の H をとる．このとき，a ∈ G(4), b ∈ G(2) で H = <a, b> を
満たすものがある．また，H / G であり，c ∈ G(2) \H で H ∩<c > = {e}
と #H · # <c > = #G を満すものがあるので，

G ' <a, b> o
σ

<c>
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となる．σを具体的に定める．(σc)
2 = id なので，以下の 6 通りに場合分け

する．

(2-3-1) σc(a) = a かつ σc(b) = b のとき．

G ' <a, b>×<c > ' C4 × C2 × C2

となり，アーベル群になる．

(2-3-2) σc(a) = a かつ σc(b) = a2b のとき．このとき，

(C4 × C2) o
σ

C2

が一つ定まる．

(2-3-3) σc(a) = a3 かつ σc(b) = a2b のとき．a と ab とを取り替えれば，この
群は，(2-3-2) と同型な群となる．

(2-3-4) σc(a) = a3 かつ σc(b) = b のとき．このときは，

G ' C2 ×D8

となる．

(2-3-6) σc(a) = abかつ σc(b) = bのとき．このときは，記号を代え τ をすると，

G ' (C4 × C2) o
τ

C2

ができる．

(2-3-6) σc(a) = a3b かつ σc(b) = b のとき．b と a2b とを取り替えれば，この群
は，(2-3-5) のものと同型となる．

(C4 × C2) o
σ

C2, C2 × D8, (C4 × C2) o
τ

C2 の三つの群が同型ではないこと

を示そう．Z((C4 × C2) o
σ

C2) は，位数 4 の元を含む．しかし，C2 × D8,

(C4 × C2) o
τ

C2 の中心には位数 4 の元はない．C2 ×D8 には，位数 4 の元

が四つある．しかし，(C4 × C2) o
τ

C2 には (ac)2 = a2b であるので，位数 4

の元は五つ以上ある．よって，この三つの群は，同型ではない．

17 位数 24 の群の分類
この節の目的は，次を証明することである．

命題 17.1 位数 24 の群は，同型を除いて 15 個存在する．

29



証明 24 = 23 × 3 であるので，位数 24 のアーベル群は，C8 × C3, C4 × C2 × C3,

C2 × C2 × C2 × C3 の三通りである．
以下，G は位数 24 の非アーベル群とする．
S2, S3 が正規部分群かどうかにより，次の四通りに場合分けして考える．

(1) S2, S3 / G のとき．第 7 節より， G は直積 S2 × S3 と同型になる．よって，
このとき，D8 × C3, Q8 × C3 が出てくる．

(2) S2 / G, S3 6 G のとき．このとき，注意 3.3 により G ' S2 o
σ

S3 と書

ける．ただし，σ : S3 → Aut S2 は非自明な準同型写像である．よって，
S3 := <a >(' C3) としたとき，

o(σa) = 3 (9)

である．

ここで，S2 の構造によって，次の五通りに場合分けする．

(2-1) S2 ' C8 のとき．第 4 節の結果により，Aut C8 = (Z/8Z)× ' C2 × C2

である．これには位数 3 の元がないので，(9) に矛盾．

(2-2) S2 ' C4 × C2 のとき．C4 × C2 := <b >×<c > とし，σa を考える．

位数を考慮すると

σa((b, e)) = (b, e), (b3, e), (b, c) または (b3, c)

σa((e, c)) = (e, c), (b2, e) または (b2, c)

である．

もし σa((e, c)) = (b2, e)なら，(e, c) = σ−1
a ((b2, e)) = {σ−1

a ((b, e))}2だが，
この式を満たす元はないので矛盾．(この議論から，σa((b

2, e)) = (b2, e)

がわかる．)

もし σa((e, c)) = (b2, c) なら，σ2
a((e, c)) = (e, c) より (9) に矛盾．

したがって，σa((e, c)) = (e, c) となる．

σa((b, e)) = (b3, e), (b, c) または (b3, c) とすると，σ2
a((b, e)) = (b, e) よ

り (9) に矛盾．

したがって， σ は自明なものとなり矛盾．

(2-3) S2 ' C2 × C2 × C2 のとき．定理 4.2 より，Aut (C2 × C2 × C2) =

GL(3,F2) である．群 GL(3,F2) の位数は 7 · 6 · 4 = 168 であるので，3-

シロー部分群の位数は 3 である．よって，GL(3,F2) の位数 3 の元は，



0 1 0

1 1 0

0 0 1


 または




0 1 0

1 1 0

0 0 1




2
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に共役である．よって，

P−1σaP =




0 1 0

1 1 0

0 0 1


 または




0 1 0

1 1 0

0 0 1




2

を満たすような P ∈ GL(3,F2) がある．すると，f := P , g : C3 → C3

を g(a) = aまたは a−1 で定まるものとすると，定理 3.5によって，すべ
て同型となるので，この場合は群 (C2 × C2 × C2)o C3 が一つ定まる．

(2-4) S2 ' D8 のとき． D8 = <A, B >, A4 = B2 = E, BAB−1 = A−1 とお
く．位数を考えると，σa(A) = A または A3 だが，もし σa(A) = A3 な
ら σ2

a(A) = A となるので (9) に矛盾．よって，σa(A) = A である．

また σa(B) = B, A2, AB,A2B,A3B のいずれかとわかる．

σa(B) = A2 なら σa(B) = σa(A)2 で矛盾．σa(B) = AB, A2B, A3B な
ら (9) に矛盾．よって，σa(B) = B である．

したがって，σ が自明なものになり矛盾する．

(2-5) S2 ' Q8 のとき． Q8 = < A,B >, A4 = B4 = E, BAB−1 = A−1 とお
く．位数を考えると，σa(A) の候補は，A, A3, B, AB, A2B, A3B のい
ずれかであり，σa(B) の候補としては上の 6 個から σa(A) と σa(A)−1

を除いた 4 個．よって，# Aut Q8 ≤ 24 とわかる．

逆に上の 24個の候補は，σa(A)4 = σa(B)4 = E, σa(B)σa(A)σa(B)−1 =

σa(A)−1 を満たすので，すべて Q8 から Q8 への準同型写像になる．よっ
て，# Aut Q8 = 24 である．

σ, τ : C3 → Aut Q8を非自明な準同型とする．すると，o(σa) = o(τa) = 3

である．シローの定理より，<σa > = f−1 <τa > f を満たす Q8 の自己
同型写像 f がある．これにより，σa = f−1τaf または f−1τa

2f が成立
することがわかる．

前者の場合は g = IdC3とし，後者の場合は g : C3 → C3 を g(a) = a−1

で定まるものとするとすれば，任意の c ∈ C3 に対して，

fσc = τg(c)f

が成立するので，定理 3.5 により Q8 o
σ

C3 と Q8 o
τ

C3 は同型である．

したがって，この場合は一つの群 Q8 o C3 が定まる．

(3) S2 6 G, S3 / G のとき．このときは，G = S3 o
σ

S2 である．ただし， σ :

S2 → Aut S3 非自明な準同型写像である．S3 ' C3 であり第 4 節の結果によ
り，Aut S3 = (Z/3Z)× = {±1} である．S3 := <a > とおく．

S2 の構造によって，次の五通りに場合分けする．
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(3-1) S2 ' C8 のとき．C8 := <b > とする．位数を考えると非自明なものは，
σa(b) = −1 で決まるもののみ．よって，この場合は群 C3 o C8 が一つ
定まる．

(3-2) S2 ' C4×C2 のとき．C4×C2 := <b >×< c> とする．準同型定理よ
り，# Ker σ = 4 とわかる．

(3-2-1) Ker σ ' C4 なら基底を取り替えることにより，σは

σ : C4 × C2 −→ (Z/3Z)×

(b, e) 7−→ 1

(e, c) 7−→ −1

としてよい．このとき G は唯一つに定まる．この群は，D24 に同
型である．

(3-2-2) Ker σ ' C2 × C2なら，σは

σ : C4 × C2 −→ (Z/3Z)×

(b, e) 7−→ −1

(e, c) 7−→ 1

である．このときも G は唯一つに定まる．この群は，Q24 に同型
である．

また，(3-2-1) の中心には位数 4 の元があるが，(3-2-2) の中心にはない
ので二つは同型ではない．

(3-3) S2 ' C2×C2×C2 のとき．C2×C2×C2 := <b >×<c >×<d > とお
く．準同型定理より，# Ker σ = 4 とわかる．よって Ker σ ' C2 × C2

である．基底を取り替えることにより，σ は

σ : C2 × C2 × C2 −→ (Z/3Z)×

(b, e, e) 7−→ 1

(e, c, e) 7−→ 1

(e, e, d) 7−→ −1

としてよい．このときも唯一つに群 C3 o (C2 × C2 × C2) が定まる．

(3-4) S2 ' D8 のとき．D8 := <A, B >, A4 = B2 = E, BAB−1 = A−1 とす
る．準同型定理より，# Ker σ = 4 とわかる．

(3-4-1) Ker σ ' C4 なら σは

σ : D8 −→ (Z/3Z)×

A 7−→ 1

B 7−→ −1

となる．このときは群 C3 o
σ

C8 が定まる．
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(3-4-2) Ker σ ' C2×C2 なら，σは D8 の生成元を取り替えることにより，

τ : D8 −→ (Z/3Z)×

A 7−→ −1

B 7−→ −1

としてよい．(記号を変える．) このときは群 C3 o
τ

C8 が定まる．

また，(3-4-1) の中心には位数 4 の元があるが，(3-4-2) の中心にはない
ので二つは同型ではない．

(3-5) S2 ' Q8 のとき．Q8 := <A, B >, A4 = B4 = E, BAB−1 = A−1 とす
る．準同型定理より，# Ker σ = 4 とわかる．Q8 には位数 4 の部分群
は C4 の形のもののみ．

生成元を取り替えることにより，σ は

σ : Q8 −→ (Z/3Z)×

A 7−→ 1

B 7−→ −1

である．このとき G は C3 oQ8 に同型である．

(4) S2, S3 6 G のとき．G の 3-シロー部分群の数 n3 は，シローの定理より

n3|24, かつ n3 ≡ 1(mod3)

より n3 = 4 である．それを，A1, . . . , A4 とおく．このとき，

φ : G −→ S4

g 7−→
(

A1 A2 A3 A4

gA1g
−1 gA2g

−1 gA3g
−1 gA4g

−1

)

によって写像 φ を定義する．この φ は準同型写像になっており，A1 らは
シロー部分群なのでシローの定理より互いに共役である．よって，Im φ は
可移的である．したがって，# Im φ は 4 の倍数である．準同型定理より，
# Ker φ = 1, 2, 3, 6 のいずれかとなる．

(4-1) # Ker φ = 3, 6 のとき．o(a) = 3 となる Ker φ の元 a がある．∀x ∈
< a>, ∀g ∈ G について o(gxg−1) = 1, 3 のいずれか．また，gxg−1 ∈
Ker φ より gxg−1 ∈ <a > である (位数 6 の部分群は，必ず位数 3 の部
分群を一つだけ含むことに注意)．したがって，<a > /G で矛盾．

(4-2) # Ker φ = 2 のとき．# Im φ = 12 より Im φ = A4 である．A4 の 2 -シ
ロー部分群は C2×C2 と同型な正規部分群になっている．それを H と
おく．
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準同型定理より，A4 ' G/ Ker φ なので H / G/ Ker φ．

ψ : G → G/ Ker φ : 自然な写像として，ψ−1(H) を考える．ψ は準同型
なので，ψ−1(H) / Gで，#ψ−1(H) = 8 より矛盾．

(4-3) # Ker φ = 1 のとき．φ は同型写像となるので，G ' S4 となる．
証明終
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