
速度の式が得られる

＝パラメータ依存性がわかる
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Fig. 3 EPO is a primary component of the innate immune response to injury in which it rescues cells from apoptosis and
opposes the actions of pro-inflammatory cytokines. (a) Diverse initiators of injury, e.g. infection, ischaemia-reperfusion, or
trauma, each activate a stereotypic response characterized by the production of pro-inflammatory cytokines. For example, TNF-
a released by cells within the central region diffuses out into adjacent healthy tissue, inducing widespread apoptosis and further
amplification of inflammation. The region surrounding the central core of injury (grey; the penumbra) is initially viable, but if
not rescued, eventually dies and enlarges the lesion volume. (b) Pro-inflammatory cytokines within the penumbra stimulate the
expression of receptors for EPO by penumbral cells (grey). Although metabolic stress within the penumbra would ordinarily
initiate EPO production via the stabilization of hypoxia inducible factor, high levels of pro-inflammatory cytokines present
there suppress EPO. At the border of the penumbra the lower levels of pro-inflammatory cytokines do not effectively inhibit
EPO production, which diffuses out (blue arrows) and interacts with the tissue-protective receptor, halting the spread of injury.
The rationale for use of exogenous EPO or other tissue-protective compounds is to flood the penumbral region expressing
receptors for EPO, salvaging those cells from pro-inflammatory cytokine-induced death. EPO also antagonizes other deleterious
actions of pro-inflammatory cytokines, e.g. decreases vasospasm, and within a later time frame initiates healing and regenera-
tion by recruitment of stem cells and neoangiogenesis. (c) A delicate balance in tissue injury exists between EPO and
pro-inflammatory cytokines such as TNF-a. A sufficient amount of tissue destruction is required to localize infection and to
mobilize a debris-clearing response. This critical response is orchestrated by inflammation. Compensatory EPO production by
nearby tissue balances the effects of inflammatory mediators and prevents the further spread of damage.
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関節軟骨の損傷は炎症を通して2次的傷害として病変拡大
を引き起こし, 変形性関節症をもたらす．病変拡大は, 炎
症性サイトカイン(TNF-α)と抗炎症性サイトカイン
(EPO)のバランスによって決定される．

1次元遅延反応拡散方程式系による関節軟骨病変部の拡大・抑制パターンの再現
明治大学 先端数理科学研究科 現象数理学専攻 池田研究室 修士課程1年 畑中優希 

ただし，　　はヘビサイド関数．他に6成分あるがここでは式を省略． 
Neumann境界条件．
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1.病変拡大時に進行波解として拡大パターンが出現し， 
病変が回復した形で空間非一様定常解として抑制パターンが出現 

2. TNF-αが大きくなるにつれ病変は速く拡大

1．背景 3．目標

4．数理モデル 

結果1
6．数値解析

7．結論

Case.1 
外因性EPO投与なし 
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Case.2 
外因性EPO投与あり 
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2．先行研究
1.2次元円盤上で出現した病変の拡大パタ 
ーンと抑制パターンを1次元で再現する 

2. TNF-αの病変拡大への影響を調べる

Case.1：外因性EPOなし　　　病変拡大 
Case.2：外因性EPOあり　　　病変抑制
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極座標ラプラシアン 1次元ラプラシアン
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EPOの投与は病変拡大を抑制

動機：空間の次元を落とすことで 
　　　今後，数学的な解析を行いたい

1次元で考えていい理由
先行研究の数値シミュレーションでみられた進行波が 
半径が十分大きいところで平面波となっている 
　　　　動径方向で切り取れば1次元の進行波
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細胞の遷移図 残りの6成分

5．数値シミュレーション

   が大きいと 
病変が速く拡大
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実際の現象と一致
TNF-αとEPOが相互抑制進行波解の速度は，0.86 [cm/日] 

ただし，速度は先行研究より速い

損傷による壊死を表現

空間2次元でみられた病変の 
拡大パターン及び抑制パターンを 
空間1次元で再現できた

病変が回復し非一様定常解が出現

Grahamらは外因性EPO投与を変形性関節症の治療法と
して提案．

・ROS(活性酸素種)　　 
・DAMPs(アラーミン)  
・TNF-α 
・EPO 
・細胞外基質 
・壊死細胞

細胞破壊細胞回復

1．健常細胞はシグナルを受け，異化細胞になる 
2．異化細胞はシグナルを受け，アポトーシスを起こす 
3．異化細胞はシグナルを受け，EPO受容体が発現 
4．異化細胞はシグナルを受け，健常細胞に戻る

時間遅れ

主要な反応4つ

Case.2

Jason M Graham et al., 2012

Michael Brines and Anthony Cerami, 2008

病変拡大時に進行波が出現
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1次元の現象として扱う

シミュレーション結果
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結果2

Case.1の結果 Case.2の結果
病変拡大時に進行波解が出現

　　　 以降は先行研究では数値シミュレ
ーションが行われてなかった． 
回復のタイミングは先行研究より速い
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TNF-αの増加に伴い 
病変は速く拡大

１. 背景

変形性関節症における軟骨の病変拡大パターンの数理解析

明治大学 先端数理科学研究科 現象数理学専攻 池田研究室

３. 数理モデルの縮約とその妥当性

９成分系：化学種４、細胞の状態５

変形性関節症

! ", $ ：炎症性サイトカインTNF-%
& ", $ ：健康な状態の細胞

'! ", $ ：異化状態の細胞

２成分系：化学種１、細胞の状態１

３成分系：化学種１、細胞の状態２

２. 目標

膝に多く見られる疾患で、有病率の
高さから治療・予防法の確立が望ま
れる。人体での実験は難しいため
数理的アプローチ が有用

病変拡大を解析することを念頭にモデルを縮約

３成分で表現可能

健常細胞の推移を調べれば、
病変拡大の様子もわかる

! "!($, &) = −*""
+

,# + +
+!($, &) = +$$ − + − " + 1

２成分系と３成分系のシミュレーション結果(左下図)から
! は全域で形が一致し、" も遷移層前方で形が一致

得られた２成分系を線形解析
単安定型

平衡点： 1, 0 , (0, 1)

化学種と細胞の状態を考慮した
９成分の反応拡散系モデルを構築

シミュレーションにより現象を再現
していることを確認

先行研究：Graham et al., (2012) 

1. 数理モデル構築

2. シミュレーション

3. 数理解析

課題：９成分系は
数理解析が困難で
メカニズムが不明瞭

健常細胞!への影響が無視
できる変数を除去

位置 !

遷移層での形状を保つような
縮約を実施

４. 速度の決定

,∗ = "#
$#
.∗

無次元化前の速度#∗に変換

"の分解率#" が大きいとき進行波解は遅くなる

解が急激に変化する空間領域。今回は0付近

不安定 安定

５. 解の形状の決定

３成分でのシミュレーション

２、３成分でのシミュレーションの比較

進行波の速度を解析的に求める

単安定型より線形予測を適用し、最小速度$∗を決定
：不安定平衡点周りのヤコビアンの固有値で最小速度が決定

９成分系の数値シミュレーションにおいて速度を調べると
解析的に導出した速度,∗とほとんど一致

近似解を構成して進行波の形状を求める

遷移層以外で外部解
& = Φ 3 , ! = Ψ(3)を構成

遷移層の急激な値の変化を

変数変換 4 = %
&"/$ で表現

! −53'= − 3 + 1 4
,#

−54' = 4′′ − 3

進行波解を近似的に構成し形状を決定

1. 本質的な成分に絞りモデルを縮約

2. 進行波解を構成し、速度から病変拡大
の生化学的なメカニズムを説明

６. 結論

1. 健常細胞 ! と炎症性サイトカイン " の２成分系にモデルを縮約
2. 線形予測と特異摂動法により、進行波解の速度と近似的な形を決定
速度のパラメータ依存性から、病変拡大は"の分解率が大きいとき遅くなる

線形予測で決定した速度は９成分系においても有効

!は遷移層前方で比較

３成分と９成分の解はほとんど同じ

解析のためにさらに簡約化したい

/ 0 = ΦΨ
−.Ψ$ = −Ψ−Φ+ 1

6 ≔ 1/9' を変化させても解の形が変化しない空間スケールを設定

特異摂動法6 → 0 で方程式を簡約化する

遷移層を除いて近似解を獲得 数値的シューティング法で構成

２成分系で進行波解を捉える＝３次元力学系の解析 は困難

２成分系で９成分系を表現可能
＝ 病変拡大の要因は炎症性サイトカイン"

特に"の遷移層前方のみで病変の分布が決定

方法：パラメータ;( , 9'を動かして２種類の誤差を測る

形：相対L2誤差 ＋ 速度（平行移動分のずれ）：相対絶対誤差

９成分でのシミュレーション

縮約により生じる誤差を定量的に評価

! " 速度

結果：広いパラメータ領域（%3 ≥ '(）で、誤差は小さい

＝ ２成分系と３成分系の解はほとんど同じ

<∗

=#

縮約は妥当である


