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Abstract

Let (R,m) be a Cohen-Macaulay local ring of dimension one and assume that R possesses a canonical ideal

KR. Let I be a faithful ideal of R. We explore the problem which asks when I ⊗R I∨ is torsionfree, where

I∨ = HomR(I,KR). If the multiplicity of R with respect to m is at most 4, or if mR ⊆ R where R stands for

the integral closure of R in its total ring of fractions, then I ∼= R or I ∼= KR as an R-module, once I ⊗R I∨

is torsionfree. Applying this result to the case where the base rings are Gorenstein numerical semigroup

rings R = k[[ta1 , ta2 , . . . , taℓ ]] over a field k (here t denotes an indeterminate and 0 < a1 < a2 < · · · < aℓ

are integers with gcd(a1, a2, . . . , aℓ) = 1), we will show in several cases that I is a principal ideal, once

I ⊗R HomR(I,R) is torsionfree, provided I is generated by monomials in t. A higher dimensional assertion

is discussed.
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1 序文

M，N は可換整域R上の torsionfree有限生成加群
とする. 本研究は，テンソル積M ⊗R N がいつ再び
torsionfreeとなるかという問題を解析することを目的
とする．この問題は次の予想に遡る．

予想 1.1 (Huneke-Wiegand conjecture [10]). R は
Gorenstein 局所整域とし，M は有限生成 R-加群で
等式 depthR M = dimR を満たすとする．もしも
M ⊗RHomR(M,R)が torsionfreeなら，M は自由R-

加群である．

基礎環Rが整閉整域の場合は， M. Auslanderの古
典的な結果 [1, Proposition 3.3]として，予想 1.1が正
しいことが知られている． C. HunekeとR. Wiegand

[11]は，環Rが超曲面の場合にこの予想が正しいこと
を示しただけではなく，予想 1.1は dimR = 1の場合
に帰着されることを示している ([11, 473-474]))．しか
しながら予想自体は一般には未解決であり，Rが完全
交差局所環や体上の数値半群環の場合でさえ，次の予
想 1.2に対する完全な解答は得られていない．数値半
群環を対象とする優れた考察は，[2, 6, 7, 8]にある．

予想 1.2. Rは 1次元Gorenstein局所整域とし，I は
Rのイデアルとする．このとき，I ⊗R HomR(I,R)が
torsionfreeなら，I は単項イデアルである．

本論文の関心は，HomR(I,R) を HomR(I,KR) で
置き換えるとどのようなことが起こるかという疑問
にある．ここで，KR は R の正準加群を表す．問い
の方向をこのように変えることの利点の一つは，I と
HomR(I,KR)の間に対称性が発生することである．も
う一つの利点は，後に詳述するように，基礎環の取り
替えが可能となることにある (命題 2.3)．もちろん，R
が Gorensteinのときは，KR

∼= Rであるから，予想
1.2と予想 1.3は全く同じものである．

予想 1.3. Rは 1次元 Cohen-Macaulay局所環とし，
正準加群KRを持つと仮定する．I はRの忠実イデア

ルとする．I ⊗R HomR(I,KR)が torsionfreeなら，R-

加群として I ∼= R または I ∼= KRである．

ここで予め述べておくべきことは，予想 1.3は一般
には正しくないという事実である．しかしながら，本
論文が示すように，予想 1.3を解こうとする努力から
は，予想 1.2に関する多くの新たな知見が得られるの
である．

さてそこで，本論文の構成と達成した結果を以下に
述べよう．本論文の核は次の定理 1.4であり，高次元
の理論構成の入り口ともなっている（系 1.5参照）．

定理 1.4. (R,m)は 1次元 Cohen-Macaulay局所環と
し，Rは正準イデアル KR を持つとする．すなわち，
KRは環Rの分数イデアルであって，正準加群と同型
である．e(R) ≤ 4またはmR ⊆ Rであると仮定する．
ここで，e(R)とRは，それぞれ，mに関するRの重複
度と全商環内におけるRの整閉包を表す．IはRの分
数イデアルとする．このとき，I ⊗R HomR(I,KR)が
torsionfreeなら，R-加群として I ∼= Rまたは I ∼= KR

である．

系 1.5. Rは Cohen-Macaulay局所環で dimR ≥ 1と
する．高さ 1の任意の p ∈ SpecRに対し，局所化Rp

は Gorenstein環であってかつ e(Rp) ≤ 4であると仮
定する．I は Rの分数イデアルとしよう．このとき，
I ⊗R HomR(I,R)が反射的なら，I は単項である．

定理 1.4と系 1.5の証明は，第 3節で行う．

第 2節は，定理 1.4と系 1.5の証明のための準備に
あてる．

第 4 節では，そして第 3 節の一部でも，数値半群
環を考察する．k は体とし，V = k[[t]] は k 上の形
式的冪級数環とする．0 < a1 < a2 < · · · < aℓ は
gcd(a1, a2, . . . , aℓ) = 1であるような整数とし，

H = ⟨a1, a2, . . . , aℓ⟩ = {
ℓ∑

i=1

ciai | 0 ≤ ci ∈ Z}
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は aiたちで生成された数値半群とする．このとき

R = k[[ta1 , ta2 , . . . , taℓ ]] ⊆ V

とおき，体 k上Hの半群環と呼ぶ．この記法を用いる
とき，定理 1.4から次の結果が従う．この定理の証明
は第 3節で行う．

定理 1.6. R = k[[ta, ta+1, . . . , t2a−2]] (a ≥ 3)とし，I

はRのイデアルとする．R-加群 I ⊗R HomR(I,R)が
torsionfreeなら，I は単項イデアルである．

定理 1.6は，予想 1.2が成立するGorenstein局所整
域の新たなクラスを提示する．実際，定理 1.6の環R

はGorenstein局所環であって，a ≥ 5なら完全交差で
はない (例 3.7)．
第 4節と第 5節では，数値半群環内で不定元 tの単

項式で生成されたイデアル，すなわち単項式イデアル
を解析する．主結果は次のようにまとめることができ
る．この結果は基礎環 Rが Gorensteinである場合の
[6, Main Theorem]を含んでいる．

定理 1.7. R = k[[ta1 , ta2 , . . . , taℓ ]]は体 k上の数値半群
環とし，e(R) ≤ 7とする．I (̸= (0))は単項式イデアル
とする．このとき，I ⊗R HomR(I,KR)が torsionfree

なら，R-加群として I ∼= Rまたは I ∼= KRである．

定理 1.7は，e(R) = 9のときは，一般には正しくな
い (例 7.1)．したがって，予想 1.3も一般には正しく
ないが，e(R) = 8の場合はどちらであるかは結論がで
ず，未解決のまま残っている．実際，重複度 8の数値
半群環R内の単項式イデアル I で，次の 2条件

µR(I)·µR(HomR(I,KR)) = µR(KR) かつ I·(KR : I) = KR

（ここで，µR(∗)は極小生成系の個数を表す）を満た
すものは数多く存在するが，我々が知る限り，そのよ
うなイデアル I に対し R-加群 I ⊗R HomR(I,KR)は
torsionfreeではない．
第 6節で，イデアル I, Jについて，I⊗R Jの捩れ部

分 T(I ⊗R J)を計算する方法を手短に紹介する．第 7

節で具体例を解析する際に，この方法を必要とするか
らである．
以下，とくに断らない限り，RはCohen-Macaulay局

所環で，極大イデアルmを持つものとする．F = Q(R)

によって，環Rの全商環を表す．有限生成R-加群 M

に対し，µR(M)と ℓR(M)は，それぞれM の極小生
成系内の元の個数と加群M の長さを表す．

2 環の取り替え

本節の目的は，定理 1.4の証明に必要な事実をまと
めることにある．

RはCohen-Macaulay局所環，mはその極大イデア
ルとし，dimR = 1と仮定する．F = Q(R)によって
Rの全商環を表し，F により Rの分数イデアル I で
FI = F を満たすもの全体のなす集合を表す．以下，
Rは正準イデアルKRを持つと仮定する．したがって，
KRは，Rの分数イデアルであって，Rの正準加群と
同型である．このような分数イデアルが存在するため
の必要十分条件は，Q(R̂)がGorenstein環であること
である ([9, Satz 6.21])（ここで，R̂は m-進位相に関
するRの完備化を表す）．

I ∈ Fとし，I∨ = HomR(I,KR)とおき，t(x⊗f) =

f(x) (x ∈ I, f ∈ I∨)で定まるR-線型写像

t : I ⊗R I∨ → KR

を考え，α : I ⊗R I∨ → F ⊗R (I ⊗R I∨), α(x) =

1⊗ x (x ∈ I ⊗R I∨)とする．このとき，次の可換図式

F ⊗R (I ⊗R I∨) (F ⊗R I)⊗F HomF (F ⊗R I, F ⊗R KR) F ⊗F HomF (F, F ) F

I ⊗R I∨
t //

α

OO

KR

ι

OO

（ι : KR → F は埋め込みを表す）から，等式

Ker α = Ker t

が従う．ゆえに，R-加群 I⊗RI
∨の捩れ部分T(I⊗RI

∨)

は

T(I ⊗R I∨) = Ker t

であって，次が正しい．

補題 2.1. R-加群 I⊗R I∨が torsionfreeであるための
必要十分条件は，写像 t : I ⊗R I∨ −→ KRが単射であ
ることである．

a = Im (I ⊗R I∨
t−→ KR)，J = KR : I とおく．し

たがって，a = IJ ∈ F である．T = T(I ⊗R I∨)と
し， R-加群M に対し [M ]∨ = HomR(M,KR)とおく．
すると，ℓR(T ) < ∞より，T∨ = (0)となる．ゆえに，
a∨ = (I ⊗R I∨)∨であるから，自然な完全列

0 −→ T
ι−→ I ⊗R I∨

t−→ a −→ 0,
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のKR-双対を取ることによって，等式

KR : a = a∨ = (I ⊗R I∨)∨ = HomR(I, I
∨∨) = I : I

が得られる．B = I : IはRとRの間の中間環であり，
有限生成R-加群である．
さて，Rと B の任意の中間環 R ⊆ S ⊆ B をとり，

KS = KR : Sとおく．I は環 Sの分数イデアルでもあ
る．一方で，a = KR : (KR : a)である ([9, Definition

2.4])ので，KR : a = Bより，

a = KR : (KR : a) = KR : B = KB ⊆ KR : S = KS ,

KS : I = (KR : S) : I = KR : IS = KR : I

が従う．ゆえに，R-加群として

HomS(I,KS) ∼= HomR(I,KR)

である．
次に，可換図式

0

I ⊗S HomS(I,KS)

OO

tS // KS

I ⊗R I∨

ρ

OO

t // a

ι

OO

// 0

を考えよう．ここで，ι : a → KS は埋め込みを表し，

ρ : I ⊗R I∨ → I ⊗S HomS(I,KS)

は，ρ(x⊗ f) = x⊗ f (x ∈ I, f ∈ I∨)で定まるR-線型
写像である．このとき，もし I ⊗R I∨が torsionfreeな
ら，補題 2.1より写像 t : I ⊗R I∨ → aは全単射である
から，写像 ρ : I⊗R I∨ → I⊗S HomS(I,KS)も全単射
であることが従い，写像 tS : I⊗SHomS(I,KS) → KS

は単射となり，S-加群 I⊗SHomS(I,KS)も torsionfree

であることがわかる．すなわち，次の補題 2.2が得ら
れる．

補題 2.2. I ⊗R I∨は torsionfreeと仮定しよう．この
とき，I ⊗S HomS(I,KS)は torsionfree S-加群であっ
て，自然な射

ρ : I ⊗R I∨ → I ⊗S HomS(I,KS)

は全単射である．とくに，S = Bととれば，射

tB : I ⊗B HomB(I,KB) → KB, x⊗ f 7→ f(x)

はB-加群の同型写像となる．

次の命題 2.3が本論文内の議論の鍵である．

命題 2.3 (環の取り替え). I⊗R I∨は torsionfreeとし，
ある中間環R ⊆ S ⊆ Bについて，S-加群として I ∼= S

または I ∼= KS が成り立つと仮定する．このとき，R-

加群としても I ∼= Rまたは I ∼= KRである．

証明. S-加群として I ∼= S と仮定する．R-加群とし
ては

I ⊗R HomR(I,KR)
ρ∼= I ⊗S HomS(I,KS) ∼= HomS(I,KS) ∼= HomR(I,KR)

であるから，

µR(I)·µR(HomR(I,KR)) = µR(HomR(I,KR))

となり，µR(I) = 1が従い，R-加群として I ∼= Rであ
ることがわかる．

S-加群として I ∼= KS なら，S ∼= HomS(KS ,KS)で
ある ([9, Bemerkung 2.5])から，R-加群の同型

I ⊗R HomR(I,KR)
ρ∼= I ⊗S HomS(I,KS) ∼= I

を得る．ゆえに，µR(HomR(I,KR)) = 1である．

I ∼= HomR(HomR(I,KR),KR)

([9, Definition 2.4])に注意すれば，R-加群として I ∼=
KRであることが従う．

系 2.4. IはRのm-準素イデアルであって，ある a ∈ I

に対し等式 I2 = aIが成り立つと仮定する（環Rの剰
余体 R/mが無限なら，このような元 a ∈ I が常に存
在することが知られている）．このとき，I ⊗R I∨が
torsionfreeなら，I = aRである．

証明. I2 = aI なので，a−1I ⊆ I : I = B となる．
ゆえに，I = aB であって，B-加群として I ∼= B で

あることが従う．I ⊗R I∨
ρ∼= I ⊗B HomB(I,KB) ∼=

HomB(I,KB) ∼= I∨であるので，命題 2.3の証明より，
R-加群として I ∼= Rとなる．ゆえに，B = Rである
から，等式 I = aRが従う．
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3 定理1.4の証明

定理 1.4を証明しよう．第 2節の設定と記号を保つ．
次の定理 3.1から始める．

定理 3.1. (R,m)は 1次元Cohen-Macaulay局所環で，
正準イデアル KR を持つとし，e(R) ≤ 4と仮定する．
ただし，e(R)は極大イデアルmに関する環Rの重複
度を表す．I はRの忠実分数イデアルとする．このと
き，I ⊗R I∨が torsionfreeなら，R-加群として I ∼= R

または I ∼= KRである．

証明. 剰余体を拡大し，さらに基礎環の完備化を通し
て，一般性を失うことなく，環 Rは m-進位相につい
て完備であり，剰余体は無限であると仮定することが
できる．さて，B = I : I とおく．Bは有限生成R-加
群でRが完備であるので，環Bは局所環の直積

B ∼=
∏

n∈MaxB

Bn

に分解する．ここで，MaxBはBの極大イデアル全体
のなす集合である．I ⊗B HomB(I,KB) ∼= KB（補題
2.2）であり，任意のn ∈ MaxBに対して [KB]n = KBn

([9, Satz 5.22])であるから，Bn-加群の同型

(♯) In ⊗Bn HomBn(In,KBn)
∼= KBn

が得られる．一方で，環Rの剰余体は無限体であるか
ら，mn+1 = fmnを満たす f ∈ m，n ≥ 0が存在する．
Q = fRとおく．Qは極大イデアル mの節減である
から

4 ≥ e(R) = e0Q(R) = e0Q(B) = ℓR(B/fB)

となる．ここで，e0Q(M)は有限生成R-加群M の環R

の巴系イデアルQに関する重複度を表す．ゆえに，

ℓR(B/fB) =
∑

n∈MaxB

ℓR(Bn/fBn)

≥
∑

n∈MaxB

ℓBn(Bn/fBn)

≥
∑

n∈MaxB

e(Bn)

であるので，任意の n ∈ MaxBに対し e(Bn) ≤ 4であ
ることが従う．一方で，もし局所環 Bnが離散的付値
環でないなら，

µBn(KBn) ≤ e(Bn)− 1

([9, Bemerkung 1.21])である．ゆえに，µBn(KBn) ≤ 3

であり，しかも上の同型 (♯)から

µBn(In)·µBn(HomBn(In,KBn)) = µBn(KBn)

であるので，

µBn(In) = 1 または µBn(HomBn(In,KBn)) = 1

であることが直ちに従う．すなわち，任意のn ∈ MaxB

に対し

In ∼= Bn であるかまたは In ∼= KBn

である．ゆえに，次を示しさえすれば，命題 2.3より
定理 3.1の証明が完成するであろう．

Claim 1. 次のどちらかが成り立つ．

(1) 任意の n ∈ MaxBに対し In ∼= Bnである．した
がって，B-加群として I ∼= Bである．

(2) 任意の n ∈ MaxBに対し In ∼= KBn である．し
たがって，B-加群として I ∼= KB である．

Claim 1の証明．(1)と (2)のどちらも成立しないと仮
定してみよう．ゆえに，Bは局所環でなく，もちろん
Gorensteinでもない．そこでまず，Bn1がGorenstein

環でないようなn1 ∈ MaxBを取る．すると e(Bn1) ≥ 3

である．一方で，B は局所環ではないから，n2 ̸= n1

である n2 ∈ MaxBが存在している．このとき

4 ≥
∑

n∈MaxB

e(Bn) ≥ e(Bn1) + e(Bn2) ≥ 4

であるので，MaxB = {n1, n2}，e(Bn1) = 3，e(Bn2) =

1となる．もちろんBn2はGorenstein環なので，In2 ∼=
Bn2

∼= KBn2
である．したがって，もしも In1

∼= Bn1な
ら，任意の n ∈ MaxB について In ∼= Bn であり，も
しも In1

∼= KBn1
なら，任意の n ∈ MaxB について

In ∼= KBn となるが，不可能である．

系 3.2. (R,m)は 1次元 Cohen-Macaulay局所環で，
正準イデアルKRを持つと仮定し，さらにmR ⊆ Rと
仮定する．ここで，RはRの全商環Q(R)内での整閉
包を表す．I はRの忠実な分数イデアルとする．この
とき，もしも I⊗R I∨が torsionfreeなら，R-加群とし
て I ∼= Rまたは I ∼= KRである．
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証明. Rの剰余体は無限体としてよい．Rは有限生成
R-加群であるので，Rの m-進位相に関する完備化 R̂

は reducedである．I ( Rと仮定してよい．元 f ∈ m

と g ∈ I を，それぞれmR = fR，IR = gRが成り立
つように選ぶ（Rは単項イデアル環であり，Rの剰余
体は無限体であるので，このような元 f, gを選ぶこと
は可能である）． すると，gはQ(R)の単元であるか
ら，fR ⊆ f

g I ⊆ fR = mR となる．ゆえに，I を f
g I

で置き換えて，一般性を失うことなく

fR ⊆ I ⊆ mR ( R

となっていると仮定することができる．すると，m =

mR = fRであるから，m2 = fmである．
さて，S = R/I，n = m/Iとおく．m2 = fm ⊆ Iで

あるから，n2 = (0)である．ゆえに，

ℓS((0) :S n) ≥ µS(n) ≥ µR(m)− r

が従う．ただし，r = µR(I)である．一方で，短完全列

0 → I → R → S → 0

のKR-双対をとることにより， 全射

I∨ → Ext1R(S,KR) → 0

が得られるから，

s ≥ µR(Ext
1
R(S,KR)) = ℓS((0) :S n)

([9, Satz 6.10])である．ただし，s = µR(I
∨)とする．

一方で，µR(m) = e(R)（[13, Theorem 1]）であるから，

e(R) ≥ µR(a) = rs

([14, Chapter 3, 1.1. Theorem ])が従い．ゆえに

s ≥ ℓS((0) :S n) ≥ µR(m)− r = e(R)− r ≥ rs− r

となり，1 ≥ (r − 1)(s− 1)が従う．もしも r, s ≥ 2な
ら，r = s = 2であって，

2 ≥ e(R)− 2

となり，e(R) ≤ 4が得られるが，これは定理 3.1に反
する．よって，r = 1または s = 1であり，R-加群と
して I ∼= Rまたは I ∼= KRであることが従う．

定理 1.4から直ちに次が従う．

系 3.3 (cf. [7, (3.2) Theorem]). Rは 1次元 Goren-

stein局所環で，e(R) ≤ 4と仮定する．IはRの忠実イ
デアルとする．I ⊗R HomR(I,R)が torsionfreeなら，
I は単項イデアルである．

次の環Rは 1次元Cohen-Macaulay局所環であって，
mR ⊆ Rという条件を満たしている．

系 3.4. (S, n)は正則局所環で n = dimS > 0とする．
x1, x2, . . . , xn は S の正則巴系とし，各 1 ≤ i ≤ nに
対し

pi = (xj | 1 ≤ j ≤ n, j ̸= i)

とおき，R = S/
∩n

i=1 pi.とする．IがRの忠実イデア
ルで I⊗RHomR(I,KR)が torsionfreeなら，R-加群と
して I ∼= Rまたは I ∼= KRである．

数値半群環の場合を考えよう．

定理 3.5. R = k[[ta, ta+1, . . . , t2a−1]] (a ≥ 1)は数値
半群H = ⟨a, a+ 1, . . . , 2a− 1⟩の体 k上の半群環とす
る．ここで tは不定元である．I ̸= (0)は Rのイデア
ルとする．もしも I⊗R I∨が torsionfreeなら，R-加群
として I ∼= Rまたは I ∼= KRである．

証明. R = k[[t]]であってmk[[t]] = mである．

系 3.6. R = k[[ta, ta+1, . . . , t2a−2]] (a ≥ 3)は，数値
半群 H = ⟨a, a+ 1, . . . , 2a− 2⟩の体 k 上の半群環と
し，I は R のイデアルとする．I ⊗R HomR(I,R)が
torsionfreeなら，I は単項イデアルである．

証明. RはGorenstein環であって，R : m = R+kt2a−1

である．µR(I) > 1と仮定し，環 B = I : I を考えよ
う．I⊗B HomB(I,KB) ∼= KB（補題 2.2）であるから，
R ( Bである．ゆえに，t2a−1 ∈ Bとなり，

R ⊆ S = k[[ta, ta+1, . . . , t2a−1]] ⊆ B

が得られる．したがって，補題 2.2より，S-加群 I ⊗S

HomS(I,KS)は torsionfreeである．定理 3.5が示すよ
うに S-加群として I ∼= S または I ∼= KS であるから，
命題 2.3から I ∼= Rのはずであるが，もちろんあり得
ない．
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注意 3.7. 系 3.6 は予想 1.2 が正しいような 1 次元
Gorenstein局所整域の新しいクラスを提示している．
例えば，系 3.6 において a = 5 と取れば，R =

k[[t5, t6, t7, t8]]はGorenstein局所整域であるが，完全
交差ではない．実際，P = k[[X,Y, Z,W ]]は体 k上の
形式的冪級数環とし，φ : U → k[[t]]を

φ(X) = t5, φ(Y ) = t6, φ(Z) = t7, φ(W ) = t8

で定まる k-代数の射とすると，

Ker φ = (Y 2 −XZ,Z2 − YW,W 2 −X2Y,X3 − ZW,XW − Y Z)

であり，µP (Ker φ) = 5である．

高次元の場合について少し触れて，本節を締めくく
りたいと思う．

系 3.8. Rは Cohen-Macaulay局所環で dimR ≥ 1と
する．dimRp = 1なる任意の p ∈ SpecRに対し，局
所化RpはGorenstein環であってさらに e(Rp) ≤ 4で
あると仮定する．IはRの忠実イデアルとする．この
とき，I ⊗R HomR(I,R)が反射的なら，I は単項イデ
アルである．

証明. I は単項イデアルでないとし，反例を与える環
R を，その次元 d = dimR が反例中で最小になる
ようにとる．すると，系 3.3 より，d ≥ 2 である．
p ∈ SpecRを p ̸= mと取る．すると，IpはRpの忠実
イデアルであって，Rp-加群 Ip ⊗Rp HomRp(Ip, Rp) =

[I ⊗R HomR(I,R)]pは反射的であるので，d = dimR

の取り方（最小性）から，Ip ∼= Rpとなる．ゆえに，[3,
Theorem 3.4]から I は自由 R-加群であるが，不可能
である．

4 数値半群環と単項式イデアル

以下，数値半群環に焦点を絞って議論を展開したい．

設定 4.1. 0 < a1 < a2 < · · · < aℓ は
gcd(a1, a2, . . . , aℓ) = 1の整数とする．

H = ⟨a1, a2, . . . , aℓ⟩ = {
ℓ∑

i=1

ciai | 0 ≤ ci ∈ Z}

とおき，

R = k[[ta1 , ta2 , . . . , taℓ ]] ⊆ k[[t]]

とする．ただし，V = k[[t]]は体 k上の形式的冪級数環
である．m = (ta1 , ta2 , . . . , taℓ)とおく．すなわち，mは
環Rの極大イデアルである．c = R : V，c = c(H)（H

の conductor）とすると，c = tcV となる．a = c − 1

とおく．F はRの (0)でない分数イデアル全体の集合
とする．

Rは 1次元Cohen-Macaulay局所整域で，V はその
正規化である．また，e(R) = a1 = µR(V )である．

定義 4.2. I ∈ Fとする．Iが単項式イデアルであると
は，等式 I =

∑
n∈ΛRtnが成り立つような集合Λ ⊆ Z

が存在することをいう．

Mによって，単項式イデアル I ∈ F の全体よりな
る集合を表す．任意の I, J ∈ Mに対し

I + J, IJ, I ∩ J, I : J ∈ M

である．与えられた I ∈ Mに対し，Zの有限部分集
合 Λを，{tn}n∈Λが Iの極小生成系となるように選ぶ
ことができる．そのような部分集合Λ ⊆ Zは，Iに対
し一意的に定まる．以下，単項式イデアル Iについて，
予想 1.3を考察したいと考えるが，そのためには，Iの
代わりに単項式イデアル t−dI（d = minΛ）を考える
ことにより，一般性を失うことなく R ⊆ I ⊆ V と仮
定してよい．思い出しておきたいことは，

KR =
∑

n∈Z\H

Rta−n

（[5, Example (2.1.9)]）である．ゆえに，KR ∈ M，
R ⊆ KR ⊆ V である．また，n ∈ Zとすると，a−n ̸∈ H

であるための必要十分条件は，tn ∈ KRとなる．
以下，e = a1 ≥ 2と仮定しよう．各 0 ≤ i ≤ e − 1

に対し

αi = max{n ∈ Z \H | n ≡ i mod e}

とおき，S = {αi | 1 ≤ i ≤ e − 1} と定める．ゆ
えに，α0 = −e，♯S = e − 1，a = maxS であり，
1 ≤ ∀i ≤ e− 1について αi ≥ iである．

事実 4.3. 次が正しい．

(1) KR =
∑

s∈S Rta−s.

(2) 集合 {ta−s | s ∈ S s.t. mts ⊆ R}は，KRの極小
生成系をなす．
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I ∈ M（R ⊆ I ⊆ V）を取り，J = KR : I (∼= I∨)

とおく．J ∈ M，J ⊆ KR ⊆ V である．暫くの間（系
4.5まで），自然な射

t : I ⊗R I∨ → KR

は全単射であると仮定する．このとき，1 ∈ KR = IJ

より 1 ∈ J が従うが，R ⊆ J ⊆ KRよりR ⊆ I ⊆ KR

となる．µR(I) = r + 1, µR(J) = s + 1 (r, s ≥ 0)と
おき，

I = (tc0 , tc1 , · · · , tcr), J = (td0 , td1 , · · · , tds)

と表しておく．ここで，c0 = 0 < c1 < · · · < cr,

d0 = 0 < d1 < · · · < dsは整数である．ゆえに，

KR = (tci+dj | 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ s)

であり，{tci+dj}0≤i≤r, 0≤j≤sはKRの極小生成系をな
す．したがって，r, s > 0のなら，tcr+ds ̸∈ I ∪ J で
ある．
b = minS とおく．すぐわかるように，a2 ̸∈ Za1な

ら，b = a2 − a1となる．

定理 4.4. tb ∈ R : mなら，R-加群として I ∼= Rまた
は I ∼= KRである．

証明. r, s > 0 と仮定し，矛盾を導こう．tcr+ds ̸∈
I = KR : J であるので，tcr+dsJ ̸⊆ KR である．
1 ≤ j ≤ s を tcr+ds+dj ̸∈ KR を満たすように選
ぶと，a − (cr + ds + dj) ∈ H となる．同様に，
a − (cr + ds + ci) ∈ H となる整数 1 ≤ i ≤ r が
存在する．与えられた単項式イデアルについて，その
極小生成系 {tn}n∈Λは一意的であるので，事実 4.3よ
り，集合 {ci + dj | 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ s}は集合
{a − s | s ∈ S} に含まれる．さらに，tb ∈ R : m

であって tb ̸∈ Rであるので，ta−b は KR の極小生成
系の一部をなす．すなわち，b = minS であるから，
a− b = cr + ds である．ゆえに，b− ci, b− dj ∈ H が
得られる．α = b− ci, β = b− dj とおく．
1 ≤ k ≤ e − 1 について α ≡ αk mod e ならば，

α ∈ H で αk ̸∈ H であるから，α = αk + en(n ≥ 1)

となるが，b = minS より，a ≤ αk < α = b − ci で
あるので，不可能である．よって，α ≡ 0 mod eであ
ることがわかる．同様に，β ≡ 0 mod eが得られて，
ci ≡ dj mod e が従う．しかしながら，{tci , tdj}はKR

の極小生成系の一部であるので，こういうことはあり

得ない．ゆえに，r = 0か s = 0であり，R-加群とし
て I ∼= Rまたは I ∼= KRである．

系 4.5. µR(m) = eなら，R-加群として I ∼= Rまたは
I ∼= KRである．

証明. mtb ⊆ Rを示せば十分である．f = te とおく．
m2 = fm（[13, Theorem 1]）より，fR : m = mであ
る．e = ℓR(R/fR)であるので，

µR(KR) = ℓR((fR : m)/fR) = ℓR(m/fR) = ℓR(R/fR)− 1 = e− 1

([9, Lemma 3.1])となる．♯S = e− 1であるから，事
実 4.3より，{ta−s}s∈S は KR の極小生成系であって，
mtb ⊆ Rが従う．

次の例が示すように，tb ∈ R : mであるからといっ
て，µR(m) = eとは限らない．

注意 4.6. H = ⟨7, 22, 23, 38, 40⟩ とおく．S =

{15, 16, 18, 33, 41}である．a = 41, b = 15，m·t15 ⊆ R

であるが，µR(m) = 6 < e = 7である．

さて，e(R) ≤ 5の場合を証明しよう．

定理 4.7. I は，a1 ≤ 5 の数値半群環 R =

k[[ta1 , ta2 , · · · , taℓ ]]内の単項式イデアルとする．この
とき，I ⊗RHomR(I,KR)が torsionfreeなら，R-加群
として I ∼= Rまたは I ∼= KRである．

証明. e = a1 > 1，R ⊆ I ⊆ V としてよい．B = I : I

を考える．Bも体 k上の数値半群環であって，

e(B) = µB(V ) ≤ µR(V ) = e(R) = e ≤ 5

である．ゆえに，命題 2.3と定理 3.1より，e(B) = 5

としてよいことが分かる．もちろん e = 5である．

µB(KB) ≤ e(B)− 1 = 4

（[9, Bemerkung 1.21]）であって，補題 2.2より

µB(I)·µB(HomB(I,KB)) = µB(KB),

であるから，µB(KB) = 4の場合に帰着される．このと
き，Bは極大埋め込み次元を持つ ([13])．実際，f = t5

とおき，Bの極大イデアルを nとすると，n ̸= fBで
あるから，

µB(KB) = ℓB([fB : n]/fB) ≤ ℓB(n/fB) = ℓB(B/fB)− 1 = e(B)− 1
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である．したがって

µB(KB) = e(B)− 1 = 4

であるから，fB : n = nが得られる．f ̸∈ n2 より
n2 = fnとなる．ゆえに，B は極大埋め込み次元を
持ち，B-加群として I ∼= B または I ∼= KB である
（系 4.5）．したがって，命題 2.3より，R-加群として
も I ∼= Rまたは I ∼= KRであることがわかる．

5 e(R) = 7の場合

本節では，数値半群環内の 2元生成単項式イデアル
を考察する．前節の設定 4.1を保つ．I はRの単項式
イデアルで R ⊆ I ⊆ V なるものとする．J = KR : J

とおき，µR(I) = µR(J) = 2と仮定し，

I = (1, tc1) (0 < c1), J = (1, tc2) (0 < c2)

と表しておく．
定理 5.4まで，次の条件 5.1を仮定する．射

t : I ⊗R I∨ → KR

が単射なら，基礎環の取り換えの後に，条件 5.1が満
たされることに注意しよう．

条件 5.1. IJ = KRかつ µR(KR) = 4である．

ゆえに，
KR = (1, tc1 , tc2 , tc1+c2)

であって，1, tc1 , tc2 , tc1+c2はR-加群KRの極小生成系
を成す．c3 = c1 + c2 とおく．b1, b2, b3 ∈ S を選んで
c1 = a− b1, c2 = a− b2, c3 = a− b3. と表しておく
（事実 4.3参照）．もちろん，b3 = b1 + b2 − aである．
では，次の補題 5.2から始めよう．

補題 5.2. 次が正しい．

(1) a = b1 + b2 − b3 ̸∈ H.

(2) 2b1 − a = b1 + b3 − b2 ∈ H.

(3) 2b2 − a = b2 + b3 − b1 ∈ H.

(4) b2 + b3 − a = 2b3 − b1 ∈ H.

(5) b1 + b3 − a = 2b3 − b2 ∈ H.

(6) 2b2 − b3 ∈ H.

証明. (1) 自明である．

(2)(3) tc1 ̸∈ J = KR : I であるから，tc1I ̸⊆ KRで
ある．t2c1 ̸∈ KRであるので，事実 4.3より

b1 + b3 − b2 = 2b1 − a = a− 2c1 ∈ H

が従う．同様に，tc2 ̸∈ I であるので

b2 + b3 − b1 = 2b2 − a = a− 2c2 ∈ H

となる．

(4)(5) tc1+c2 ̸∈ I = KR : J であるので，tc1+2c2 ̸∈
KRである．ゆえに，

2b3 − b1 = b2 + b3 − a = a− (c1 + 2c2) ∈ H

である．また，tc1+c2 /∈ J より t2c1+c2 ̸∈ KR である
から

2b3 − b2 = b1 + b3 − a = a− (2c1 + c2) ∈ H

である．

(6) c1 < c2 なら，tc2−c1 ̸∈ J = (1, tc2) である．
tc2−c1I ̸⊆ KR から tc2−c1 ̸∈ KR である．ゆえに，
2b2 − b3 = a − (c2 − c1) ∈ H となる．c1 > c2 な
ら，2b2 − b3 = a− (c2 − c1) > a = c− 1であるから，
2b2 − b3 ∈ H である．

I = KR : (KR : I) = KR : J であるので，I と
J は対称である．したがって，一般性を失うことなく
0 < c1 < c2と仮定してよい．ゆえに

a > b1 > b2 > b3 > 0

であって，

2b2 − a, b2 + b3 − a, b1 + b3 − a ∈ H

である．

補題 5.3. 次が正しい．

(1) 2b2 ̸≡ b1 + b3 mod e.

(2) 2b1 ̸≡ b2 + b3 mod e.
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証明. (1) 2b2 ≡ b1+b3 mod eと仮定すると，2b1−a =

b1 + b3 − b2 ≡ b2 mod eである．b2 ̸∈ H であって
b1 + b3 − b2 ∈ H であるので，ある n ≥ 1があって

b1 + b3 − b2 = b2 + en

となる．したがって，b1 + b3 − b2 > b2 であって，
b1 > 2b2 − b3である．一方で，

b1 ̸∈ H, 2b2 − b3 ∈ H, 2b2 − b3 ≡ b1 mod e

であるから，2b2 − b3 > b1となるが，不可能である．
(2) 2b1 ≡ b2 + b3 mod eと仮定すると，b2 + b3 −

b1 ≡ b1 mod eである．b2 + b3 − b1 ∈ H であって
b1 ̸∈ Hであるので，b2+ b3− b1 > b1となる．しかし，
b1 > b2 > b2 + b3 − b1であるので，不可能である．

定理 5.4. 条件 5.1が満たされているなら，e = a1 ≥ 8

である．

証明. 4 = µR(KR) ≤ e(R)− 1より，e = e(R) ≥ 5で
ある．整数

a, b1, b2, b3, 2b2−a, b2+ b3−a, b1+ b3−a, 2b1−a

を考える．補題 5.2と補題 5.3から

2b2 − a = b2 + b3 − b1, b2 + b3 − a, b1 + b3 − a ∈ H

であるので，これらの整数は mod eで異なる．さら
に，この 3つの整数は b3より小である．ゆえに，7つ
の整数

a, b1, b2, b3, 2b2 − a, b2 + b3 − a, b1 + b3 − a

は，mod eですべて異なる．したがって，e ≥ 7である．
e = 7と仮定する．このとき，2b2−a ̸≡ 2b1−amod 7

である．また，補題5.3 (1)より，2b1−a = b1+b3−b2 ̸≡
b2 mod 7となる．一方で，補題 5.3 (2)より

b2 + b3 − a ̸≡ 2b1 − a mod 7

である．すなわち，8つの整数

a, b1, b2, b3, 2b2−a, b2+ b3−a, b1+ b3−a, 2b1−a

は，mod 7ですべて異なるが，不可能である．ゆえに，
e = a1 ≥ 8である．

本節のゴールは次の結果である．

定理 5.5. R = k[[ta1 , ta2 , · · · , taℓ ]]は体 k上の数値半
群環とし，e = a1 ≤ 7と仮定する．IはRの単項式イ
デアルとする．このとき，I⊗R I∨が torsionfreeなら，
R-加群として I ∼= Rまたは I ∼= KRである．

証明. 環B = I : I を通して，自然な射

t : I ⊗R HomR(I,KR) → KR

は同型であるとしてよい．I ̸∼= R，I ̸∼= KR と仮定し
よう．

4 ≤ µR(I)·µR(HomR(I,KR)) = µR(KR) ≤ e(R)−1 ≤ 6

であるので，µR(KR) = 4，µR(I) = µR(KR : I) = 2

であるが，定理 5.4より不可能である．

系 5.6 ([6, Main Theorem]). RはGorenstein数値半
群環で e(R) ≤ 7とし，I は Rの単項式イデアルとす
る．I ⊗R HomR(I,R)が torsionfreeなら，Iは単項イ
デアルである．

6 捩れ部分T(I ⊗R J)

R は 1 次元 Cohen-Macaulay 局所環とする．F =

Q(R)により Rの全商環を表す．I は 2元生成と仮定
して，Rの分数イデアル I, J のテンソル積 I ⊗R J の
捻れ部分 T(I ⊗R J)を計算する方法を記録したい．

f ∈ F，f ̸∈ Rを取り，I = (1, f) (= R + Rf)と
おく．非零因子 ρ ∈ Rを ρI ⊆ Rを満たすよう選ぶ．
I ′ = ρI，

a =

(
−f

1

)
∈ F 2 ， R : I = {x ∈ F | xI ⊆ R}

とおく．R : I もRの分数イデアルであり，R-加群と
してR : I ∼= HomR(I,R)である．

R-線型写像 ε : R2 → I を ε(

(
a

b

)
) = a + bf ，(

a

b

)
∈ R2によって定める．次が正しい．

事実 6.1. Ker ε = {ba | b ∈ R : I} ∼= R : I.
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s = µR(R : I)とおき，R : I = (b1, b2, . . . , bs)とす
る．完全系列

Rs M−→ R2 τ=ρ[1,f ]−→ R −→ R/I ′ −→ 0

を考える．ここでMは次で定める行列である：

M =

(
−b1f −b2f · · · −bsf

b1 b2 · · · bs

)
.

さて，J をRの分数イデアルとすると，鎖状複体

C : J⊕s M−→ J⊕2 ρ[1,f ]−→ J

のホモロジー H(C) = Z(C)/B(C)が，TorR1 (R/I ′, J)

に他ならない．

Z(C) = {ca | c ∈ J : I} ∼= J : I

であって

B(C) = {ca | c ∈ (R : I)J} ∼= (R : I)J

であるから，R-加群の同型

事実 6.2. TorR1 (R/I ′, J) ∼= (J : I)/(R : I)J

を得る．
自然な射

ξ : J → R⊗R J, j 7→ 1⊗ j, η : J⊕2 → R2 ⊗R J,

(
x

y

)
7→

(
1

0

)
⊗ x+

(
0

1

)
⊗ y

と次の可換図式

0

0 // TorR1 (R/I ′, J) // I ′ ⊗R J
ι⊗1J //

OO

R⊗R J // R/I ′ ⊗R J // 0

J

ξ

OO

R2 ⊗R J

ρε⊗R1J

OO

τ⊗R1J

AA�����������������
J⊕2ηoo

ρ[1,f ]

OO

Rs ⊗R J

M⊗R1J

OO

を考えよう．第 1列は，短完全列

0 → I ′
ι→ R → R/I → 0

から誘導される完全列（ιは埋め込み）である．

TorR1 (R/I ′, J) ∼= T(I ′ ⊗R J)

であって

η : J⊕2 → R2 ⊗R J, ca 7−→

(
1

0

)
⊗ (−cf) +

(
0

1

)
⊗ c

(c ∈ J : I)であるから，I ∼= I ′ = ρI より，R-加群の
同型

命題 6.3. (J : I)/(R : I)J ∼= T(I ⊗R J),

c 7−→ f ⊗ c− 1⊗ cf

が従う．ここで cは，元 c ∈ J : I の (J : I)/(R : I)J

内での像を表す．

とくに，J = R : I ととれば，次が得られる．

系 6.4. T(I ⊗R (R : I)) ∼= (R : I)2/(R : I2).

簡単な具体例を計算してみよう．

例 6.5. H = ⟨8, 11, 14, 15⟩，R = k[[t8, t11, t14, t15]]と
し，I = (1, t)とおく．このとき

R : I = (t14, t15, t24, t27)

であって，R : I2 = (t14, t23, t24, t26, t27) である．
(R : I)2 = (t28, t29, t30, t38)であるから，t14 /∈ (R : I)2

である．ゆえに，I ⊗R (R : I) は非自明なねじれ元
t⊗ t14 − 1⊗ t15を持つ．

証明. c = 22，a = 21である．R : I = (tn | n ∈ H か
つ n+ 1 ∈ H) であるので，R : I = (t14, t15) + cであ
る．c = (tn | n ≥ 22)である．一方で，R : I2 = (tn |
n ∈ H かつ n + 1, n + 2 ∈ H)であるから，R : I2 =

(t14) + cである．ゆえに，R : I = (t14, t15, t24, t27)，
R : I2 = (t14, t23, t24, t26, t27) である．t14 /∈ t28V，
(R : I)2 ⊆ t28V であるから，(R : I2)/(R : I)2 ̸= (0)

となり，命題 6.3より，R-加群 I ⊗R (R : I)は零でな
いねじれ元 t⊗ t14 − 1⊗ t15を持つ．

7 例

a1 = 8のとき，単項イデアルで条件 5.1を満たすも
のは数多く存在する．しかしながら，我々が知る限り，
それらの単項式イデアル Iについては，R-加群 I⊗RI

∨

は torsionfreeでない．具体例を解析しよう．
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例 7.1. H = ⟨8, 11, 14, 15⟩，R = k[[t8, t11, t14, t15]]と
する．このとき，KR = (1, t, t3, t4)である．I = (1, t)

とし，J = KR : I とおくと J = (1, t3)となる．しか
しながら，I ⊗R J は torsionfreeではない．実際

T(I ⊗R J) = R·(t⊗ t16 − 1⊗ t17) ∼= R/m

である．

証明. S = {21, 20, 18, 17, 7, 6, 3}，

KR =
∑
s∈S

Rt21−s = (1, t, t3, t4)

である．I = (1, t)とする．

J = KR : I = (tn | n ∈ Zかつ 21− n, 20− n /∈ H)

より，J = (1, t3)が得られる．ゆえに，

IJ = KR，µR(I) = µR(J) = 2，µR(KR) = 4

で，条件 5.1が満たされる． 一方で，

R : I = (tn | n ∈ H かつ n+ 1 ∈ H),

J : I = (tn | n ∈ Zしかし 21− n, 20− n, 19− n /∈ H)

であるから，

R : I = (t14, t15, t24, t27), J : I = (t14, t15, t16, t17, t18),

(R : I)J = (t14, t15, t17, t24, t27)

となる．したがって，t16 /∈ (R : I)J，m·t16 ⊆ (R : I)J

であり，命題 6.2から

T(I ⊗R J) ∼= (J : I)/(R : I)J = Rt16 ∼= R/m

が得られる．ここで，t16は t16の (J : I)/(R : I)J内で
の像を表す．ゆえに，0 ̸= t⊗ t16−1⊗ t17 ∈ T(I⊗R J)

であって

ℓR(T(I ⊗R J)) = 1

である．

注意 7.2. 例 7.1の環R内には，単項式イデアル I で
あって，I � R, I � KRであるが，I⊗R I∨が torsion-

freeであるものは存在しない．

以下の例も条件 5.1を満たすが，I ⊗R I∨は torsion-

freeではない．これらの数値半群環内には，J ⊗R J∨

が torsionfreeであるような単項式イデアル Jは，単項
イデアルしか含まれていない．

(1) H = ⟨8, 9, 10, 13⟩ ,KR = (1, t, t3, t4), I = (1, t).

(2) H = ⟨8, 11, 12, 13⟩ ,KR = (1, t, t3, t4), I = (1, t).

(3) H = ⟨8, 11, 14, 23⟩ ,KR = (1, t3, t9, t12), I =

(1, t3).

(4) H = ⟨8, 13, 17, 18⟩ ,KR = (1, t, t5, t6), I = (1, t).

(5) H = ⟨8, 13, 18, 25⟩ ,KR = (1, t5, t7, t12), I =

(1, t5).

a1 ≥ 9ならば，定理 5.5は一般には正しくない．本
論文の最後に具体例を挙げておく．

例 7.3. H = ⟨9, 10, 11, 12, 15⟩，

R = k[[t9, t10, t11, t12, t15]]

とする．このとき，KR = (1, t, t3, t4)である．I = (1, t)

とし，J = KR : I とおくと J = (1, t3)，µR(I) =

µR(J) = 2，µR(KR) = 4となる．R : I = (t9, t10, t11)，
J : I = (t9, t10, t11, t12, t13, t14)，(R : I)J = J : Iであ
るから，命題 6.3より I⊗RHomR(I,KR)は torsionfree

である．

参考文献

[1] M. Auslander, Modules over unramified reg-

ular local rings, Illinois J. Math., 5 (1961),

631-647.

[2] P. Constapel, Vanishing of tor and torsion in

tensor products, Comm. Alg., 24 (1996), 833-

846.

[3] O. Celikbas and H. Dao, Necessary conditions

for the depth formula over Cohen-Macaulay

local rings, arXiv:1008.2573.
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