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Abstract

This paper mainly studies the behavior of the first Hilbert coefficients e1(I) of m–primary ideals I in one–dimensional

local rings (A,m). The purpose is to characterize those local rings A for which the first Hilbert coefficients e1(I) of

m–primary ideals I sit within the range of finitely many values. Examples are explored.
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1 序文

Aは可換な Noether局所環で，次元 d ≥ 0とし，mを唯

一つの極大イデアルとする．環A内のm–準素イデアル Iに

対し，函数 ℓA(A/In+1) (n ≥ 0)をイデアル I のHilbert函

数と呼ぶ．但し，ℓA(A/In+1)は，A–加群 A/In+1 の長さ

を表す．Hilbert函数は十分大きな整数 n ≫ 0に対し，等式

ℓA(A/I
n+1) = e0(I)

(
n+d
d

)
− e1(I)

(
n+d−1
d−1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

で与えられる．ここで，{ei(I)}0≤i≤d は整数である．右辺

の nに関する d次の多項式をイデアル I の Hilbert多項式

と呼び，整数 ei(I)をイデアル Iの第 i–Hilbert係数という．

最高次係数である正整数 e0(I)は，イデアル I に関する環

Aの重複度と呼ばれ，深い研究が行われている．

環 Aに対して

Λ(A) = {e1(I) | I は Aの m–準素イデアル }
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とおく．本論文の目的は m–準素イデアル I の第 1–Hilbert

係数の挙動を解析することにあって，主定理は次のように

述べることができる．

定理 1.1. (A,m)は Noether局所環で，d = dimA > 0と

する．このとき，次の 2条件は同値である．

(1) 集合 Λ(A)は有限である．

(2) d = 1 であって，局所環 A/H0
m(A) は解析的不分岐

（analytically unramified）である．

ここで，H0
m(A)は環 Aの極大イデアル mに関する 0次局

所コホモロジー加群を表す．

成田正雄 [4]によって，基礎環 Aが Cohen–Macaulayの

ときは，いかなる m–準素イデアル I に対しても e1(I) ≥ 0

であることが知られている．従って，局所環 Aが Cohen–

Macaulayなら，集合 Λ(A)が有限かどうかという問題は，

I が全ての m–準素イデアルを動くとき，e1(I)の値が有限

な上限を持つかどうかという問いであり，定理 1.1はその

ような Cohen–Macaulay局所環は 1次元の解析的不分岐な

局所環に他ならないこと，即ち dimA = 1であってかつ環

Aのm–進位相に関する完備化 Â内には，0の他には冪零元

が含まれていないことと同値であることを示すものである．

定理 1.1の証明は第 3節で行うが，証明の鍵は 1次元の

Cohen–Macaulay局所環における e1(I)の計算法である．こ

の計算法はすでに E. Matlis [3]に見出されるが，本論文で

も重要な役割を担うので，第 2節で，やや異なった視点か

ら手短に触れたいと思う．

第 2節で示すように，この方法により次の結果が得られ

る．ここで，Aは全商環Q(A)内での環Aの整閉包を表す．

命題 1.2. (A,m)は 1次元のCohen–Macaulay局所環であっ

て，その剰余体A/mは無限体と仮定する．このとき，等式

Λ(A) = {ℓA(B/A) | B は A ⊆ B ⊆ Aを満たす中間環で，有限生成 A–代数 }

が成り立つ．

命題 1.2内の剰余体の大きさに関する仮定は，与えれた

m–準素イデアルに対し，1元で生成された極小節減の存在

を保証するためである．

第 3節で示すように，剰余体を拡大する標準的な方法に

より，命題 1.2から定理 1.1の核をなす次の結果が従う．

定理 1.3. (A,m)は 1次元の Cohen–Macaulay局所環とす

る．このとき

supΛ(A) = ℓA(A/A)

である．従って，集合 Λ(A)が有限であるための必要十分

条件は，環 Aが解析的不分岐であることである．

定理 1.3によって，我々は上限 t = supΛ(A) の値を知る

ことができるが，このことは必ずしも Λ(A) = {n ∈ Z | 0 ≤
n ≤ t} であることを意味しない．そのような例を含めて，
第 4節で具体例の解析を行いたい．

2 定理 1.1の証明の準備

この節を通して，特に断らない限り，(A,m)は 1次元の

Cohen–Macaulay局所環とする．

I は環 A 内の m–準素イデアルとし，節減 (reduction)

Q = (a) を含むと仮定する．従って，Q は環 A の巴系イ

デアルで，ある整数 r ≥ 0に対し等式 Ir+1 = QIr が成り

立つ．（このような節減は，剰余体A/mが無限体なら，与え

られたm–準素イデアル Iに対し，常に存在することが知ら

れている．）整数 n ≥ 0に対し

In

an
=

{ x

an

∣∣∣ x ∈ In
}
⊆ Q(A)

とおき

B = A

[
I

a

]
⊆ Q(A)

と定める．但し，Q(A)は環 Aの全商環である．このとき，

n ≥ 0 に対して， In

an ⊆ In+1

an+1 であるので，n ≥ r ならば
In

an = Ir

ar となる．よって

B =
∪
n≥0

In

an
=

Ir

ar
∼= Ir

であるから，B は有限生成 A–加群であって，A ⊆ B ⊆ A

となる．

次の補題 2.1が 1次元の Cohen–Macaulay局所環におけ

る Hilbert係数計算の鍵である．

補題 2.1 (cf. [3]). (A,m)は 1次元の Cohen–Macaulay局

所環で，I は m–準素イデアルとし，イデアルQ = (a)は I

の節減とする．r ≥ 0は整数で Ir+1 = QIr なるものとす

る．このとき，次の主張が正しい．

(1) e0(I) = ℓA(A/Q).

(2) e1(I) = ℓA(I
r/Qr) = ℓA(B/A) ≤ ℓA(A/A).

但し，B = A

[
I

a

]
とする．

2



証明. 任意の n ≥ 0に対し

In+1/Qn+1 ∼= [
In+1

an+1
]/A ⊆ B/A

であって，Ir/Qr ∼= B/Aであるから

ℓA(A/I
n+1) = ℓA(A/Q

n+1)− ℓA(I
n+1/Qn+1)

≥ ℓA(A/Q
n+1)− ℓA(I

r/Qr)

= ℓA(A/Qn+1)− ℓA(B/A)

= ℓA(A/Q)

(
n+ 1

1

)
− ℓA(B/A)

であり，n ≥ r − 1ならば

ℓA(A/I
n+1) = ℓA(A/Q)

(
n+ 1

1

)
− ℓA(B/A)

となる．

逆に，BはA ⊆ B ⊆ Aであるような有限生成A–代数と

する．このとき，aB ⊊ Aを満たす Aの非零因子 a ∈ mを

選んで，I = aB とおくと

I2 = (aB)2 = a2B = a(aB) = aI

となる．故に，B = A

[
I

a

]
=

I

a
であるから，m–準素イデ

アル I = aB に対し補題 2.1を適用して，次の等式が得ら

れる．

命題 2.2. ℓA(B/A) = e1(I) ∈ Λ(A)．

ここで，命題 2.2を用いて，定理 1.3を部分的に証明して

おきたい．

補題 2.3. (A,m)が 1次元の Cohen–Macaulay局所環なら

supΛ(A) ≥ ℓA(A/A)

である．

証明. t = supΛ(A)とおき，t < ℓA(A/A)と仮定すると，あ

る y1, y2, . . . , yℓ ∈ Aで ℓA([Ay1 +Ay2 + · · ·+Ayℓ]/A) > t

となるものが存在する．B = A[y1, y2, . . . , yℓ] とおくと，

A ⊆ B ⊆ Aである．従って

t < ℓA([Ay1 +Ay2 + · · ·+Ayℓ]/A) ≤ ℓA(B/A)

であるが，命題 2.2より ℓA(B/A) ∈ Λ(A)であるから，不

可能である．故に

t ≥ ℓA(A/A)

である．

命題 1.2を証明しよう．

命題 1.2の証明. I は A の m–準素イデアルとする．剰余

体 A/mが無限であるので，イデアル I の節減であるよう

な巴系イデアル Q = (a)をとることができる．B = A

[
I

a

]
とおくと，B は有限生成 A–加群であって，補題 2.1 から

e1(I) = ℓA(B/A)が従う．故に，集合 Λ(A)は命題 1.2に述

べた右辺の集合に含まれる．逆向きの包含は命題 2.2に従

う．

redQ(I) = min{r ≥ 0 | Ir+1 = QIr}と定め，I の Qに

関する節減数 (reduction number) という．

命題 2.4. redQ(I) ≤ e1(I)，µA(I/Q) ≤ ℓA(I/Q) ≤ e1(I)

である．さらに，次が正しい．

(1) ℓA(I/Q) = e1(I)であるための必要十分条件は，I2 =

QI である．

(2) µA(I/Q) = ℓA(I/Q) であるための必要十分条件は，

mI ⊆ Q，即ち等式 mI = mQが成り立つことである．

証明. r = redQ(I)とおく．r > 0としてよい．包含列

(♯) 0 ↪→ I/Q
a
↪→ I2/Q2 a

↪→ ...
a
↪→ Ir−1/Qr−1 a

↪→ Ir/Qr ∼−→ Ir+1/Qr+1 ∼−→ . . .

から，ℓA(I/Q) ≤ ℓA(I
r/Qr) = e1(I)が従う．故に，I2 =

QIなら，ℓA(I/Q) = e1(I)である．逆に，ℓA(I/Q) = e1(I)

なら，Ii/Qi
a∼= Ii+1/Qi+1 (1 ≤ ∀i ≤ r －１)であるから，

列 (♯)より等式 I2 = QI が従う．

また，µA(I/Q) = ℓA([I/Q]/m[I/Q]) であるので，

µA(I/Q) = ℓA(I/Q) であることと mI ⊆ Q であること

は同値である．Qは I の極小節減であるので，この条件は

mI = mQと同値である.

不等式 ℓA(I/Q) ≤ e1(I)は，Northcottの不等式と呼ば

れている．なお，命題 2.4は容易に高次元に拡張される．

一般に，dimA ≥ 0のCohen–Macaulay局所環 (A,m)が

正則でないなら，任意の巴系イデアル Qに対し等式

(Q :A m)2 = Q·(Q :A m)

が成り立つ ([1])．故に，命題 2.4より直ちに次の主張が従

う．ここで，r(A)は環 Aの Cohen–Macaulay型，即ち

r(A) = ℓA(Ext
1
A(A/m, A))

とする．

系 2.5. (A,m)は 1次元のCohen–Macaulay局所環とする．

このとき，Aが離散的付値環（DVR）でないならば，任意

の巴系イデアル Qに対して，e1(Q :A m) = r(A)である．
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ここで，剰余体を拡大させる標準的な方法をまとめてお

きたい．(A,m)を Noether局所環とし，多項式環 A[X]の

素イデアル p = mA[X]についての局所化 A(X) = A[X]p

を考えると，合成射

φ : A
i−→ A[X] −→ A(X) = A[X]p

は局所平坦であるから，忠実平坦となる．n = mA(X)と

おく．nは Noether局所環 A(X)の極大イデアルであって，

A(X)/n = k(X)であるから，局所環 A(X)の剰余体は無

限である．射 φの平坦性と fiber環A(X)/mA(X)が体であ

るという事実から，任意の A–加群M に対し等式

ℓA(M) = ℓA(X)(A(X)⊗A M)

が成り立つことと，A が Cohen–Macaulay 局所環であれ

ば，A(X)もCohen–Macaulay局所環でdimA(X) = dimA

であることが従う．故に，I が Aの m–準素イデアルなら，

IA(X)はA(X)の n–準素イデアルで，任意の n ≥ 0に対し

ℓA(A/In+1) = ℓA(X)(A(X)⊗A (A/In+1))

= ℓA(X)(A(X)/(IA(X))n+1)

となる．従って，dimA > 0なら

事実 2.6. e0(I) = e0(IA(X)), e1(I) = e1(IA(X))

である．故に，Hilbert函数を解析する上では，環A(X) =

A[X]mA[X]を経由して，一般性を失うことなく，環 Aの剰

余体 A/mは無限体であると仮定してよいことがわかる．

3 定理 1.1の証明

以下，しばらくの間，(A,m)は次元 d ≥ 1の Noether局

所環とする．まず，集合 Λ(A) = {e1(I) | I は Aの m–準素

イデアル }が有限なら，d = 1であることを示そう．

定理 1.1 (1) ⇒ (2) (d = 1)の証明. I は環 A の m–準素イ

デアルとする．任意の整数 k ≥ 1について

e0(I
k) = kd·e0(I), e1(I

k) = d−1
2 ·e0(I)·kd + 2e1(I)−e0(I)·(d−1)

2 ·kd−1

が成り立つ．実際，Hilbert係数 ei(I
k)の定義より，n ≫ 0

に対し

(1) ℓA(A/(Ik)n+1) = e0(I
k)
(
n+d
d

)
− e1(I

k)
(
n+d−1
d−1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I

k)

である．一方で

(2) ℓA(A/(I
k
)
n+1

) = ℓA(A/I
(kn+k−1)+1

)

= e0(I)

((kn + k − 1) + d

d

)
− e1(I)

((kn + k − 1) + d − 1

d − 1

)
+ · · · + (−1)

d
ed(I)

であって(kn + k + d − 1

d

)
= k

d
(n + d

d

)
+ α

(n + d − 1

d − 1

)
+ (d − 2 次以下の項)(kn + k + d − 2

d − 1

)
= k

d−1
(n + d − 1

d − 1

)
+ (d − 2 次以下の項)

である．但し

α = kd−1
(
k +

d− 1

2

)
− kd

2
(d+ 1)

とする．

等式 (1), (2)の d次の項の係数を比べて

e0(I
k) = kd·e0(I)

を得られ，等式 (1), (2)の d− 1次の項の係数を比べて

e1(I
k) = −e0(I)α+ e1(I)k

d−1

　　　　　 = −e0(I)
(
kd +

d− 1

2
kd−1 −

d+ 1

2
kd

)
+ e1(I)k

d−1

=
d− 1

2
·e0(I)·kd +

2e1(I)− e0(I)·(d− 1)

2
·kd−1

が得られる．故に，k ≥ 1の範囲で kがもれなく動くとき，

e1(I
k)が有限個の値しかとらないなら，d = 1でなければ

ならないことがわかる．

定理 1.3の証明. supΛ(A) = ℓA(A/A) を示すには，補

題 2.3 より supΛ(A) ≤ ℓA(A/A) を示せば十分である．

ℓA(A/A) < ∞ としてよい．従って，A は有限生成 A–加

群であるから，Âは reducedである．故に，Aも reduced

であるから，X を環 A上の不定元とし p = mA[X]とおけ

ば，A[X] = A[X]となる．従って

A[X]p = A[X]p = A(X)

である．

さて，B = A(X)とし，n = mBとおく．(B, n)はCohen–

Macaulay局所環で dimB = 1である．I を Aの m–準素

イデアルとすると，剰余体 B/n は無限であるから，ある

a ∈ IB が存在して，aB はイデアル IB の節減となる．故

に，補題 2.1 (2) と事実 2.6から

e1(I) = e1(IB) ≤ ℓB(B/B)

が従う．一方で，A[X]p = B であり，かつ B は A–平坦な

ので，A–加群の完全列

0 → A → A → A/A → 0

より，B–加群の完全列

0 → B ⊗A A → B ⊗A A → B ⊗A A/A → 0

∥ ∥ ∥
B B B/B
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得られる．故に

e1(I) = e1(IB) ≤ ℓB(B/B) = ℓA(A/A)

となり

supΛ(A) = ℓA(A/A)

が得られる．

環 Aが解析的不分岐であるための必要十分条件は，Aの

A–加群としての有限生成性であるので，等式 supΛ(A) =

ℓA(A/A)から，集合 Λ(A)の有限性が環 Aの解析的不分岐

性と同値であることが従う．

基礎環Aが必ずしもCohen–Macaulayでない場合は，定

理 1.3は次のように記述される．

定理 3.1. (A,m)は 1次元の Noether局所環とする．この

とき，等式

supΛ(A) = ℓB(B/B)− ℓA(H
0
m(A)),

inf Λ(A) = −ℓA(H
0
m(A))

が成り立つ．但し，H0
m(A)は環Aの極大イデアルmに関す

る 0次局所コホモロジー加群とし，B = A/H0
m(A)とする．

証明. W = H0
m(A)とする．B = A/W は 1次元 Cohen–

Macaulay局所環である．IをAのm–準素イデアル，n ≥ 0

とし，次の完全列を考える：

0 → W/[In+1 ∩W ] → A/In+1 → B/In+1B → 0.

十分大きな n ≫ 0に対し In+1 ∩W = (0)であるから

ℓA(A/I
n+1) = ℓA(B/In+1B) + ℓA(W )

= e0(IB)

(
n+ 1

1

)
− e1(IB) + ℓA(W )

である．従って, 成田の定理 [4]より

e0(I) = e0(IB) , e1(I) = e1(IB)− ℓA(W ) ≥ −ℓA(W )

である．I が巴系イデアルなら，IB は環 B の巴系イデア

ルであるから

e1(I) = e1(IB)− ℓA(W ) = −ℓA(W )

となる．n = m/W とすれば，環Bの n–準素イデアル J は，

環 Aのある m–準素イデアル I によって J = IB という形

に表すことができるから，定理 1.3から，等式

supΛ(A) = supΛ(B)− ℓA(W )

= ℓB(B/B)− ℓA(W ),

inf Λ(A) = −ℓA(W )

が従う．

故に，次の主張が正しい．

系 3.2. (A,m)は 1次元の Noether局所環とする．このと

き，集合 Λ(A) が有限であるための必要十分条件は，局所

環 B = A/H0
m(A)が解析的不分岐であることである．

系 3.2から，定理 1.1 (2) ⇒ (1)が従う．定理 1.1 (1) ⇒ (2)

の主張の中で，d = 1であることは，本節の冒頭に示した

ので，系 3.2により定理 1.1の証明が完成する．

4 例

具体例を解析しよう．

a1, a2, . . . , aℓ (ℓ ≥ 1)は正整数で，GCD(a1, a2, . . . , aℓ) =

1とする．V = k[[t]]は体 k 上の形式的冪級数環とし A =

k[[ta1 , ta2 , . . . , taℓ ]], H =
⟨∑ℓ

i=1 ciai | 0 ≤ ci ∈ Z
⟩
とおく．

即ち，Aは数値半群Hの半群環である．従って，V = Aであ

り，ℓA(V/A) = ♯(N\H)である．但し，N = {n | 0 ≤ n ∈ Z}
とする．

c = c(H) (数値半群H の conductor)とおく．

例 4.1. q = ♯(N \ H)とすると，Λ(A) = {0, 1, . . . , q} で
ある．

証明. q > 0としてよい．故に，c ≥ 2である．S = {1 =

c1 < c2 < · · · < cq = c − 1}と表し，各 1 ≤ i ≤ q に対し，

Bi = A[tci , tci+1 , . . . , tcq ]とおくと

V = B1 ⊋ B2 ⊋ · · · ⊋ Bq ⊋ Bq+1 := A

である．ℓA(V/A) = qであるから，この列は，V からAに至

るA–加群としての組成列である．故に，各1 ≤ i ≤ q+1に対

し，ℓA(Bi/A) = q+1−iとなる．a = tcとし Ii = aBi (⊊ A)

とおくと，命題 2.2より，e1(Ii) = q + 1 − iである．よっ

て，V = Aであるので，Λ(A) = {0, 1, . . . , q}が従う．

数値半群環 A = k[[ta1 , ta2 , . . . , taℓ ]] が Gorenstein のと

き，即ちH が対称（symmetric）なら，q = c(H)
2 であるか

ら,直ちに次が従う．

系 4.2. 数値半群 H が対称なら，Λ(A) = {0, 1, . . . , c(H)
2 }

である．

もう一つ，数値半群環の例を述べよう．
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系 4.3. n ≥ 2は整数とし，A = k[[tn, tn+1, . . . , t2n−1]]と

する．このとき，Λ(A) = {0, 1, . . . , n− 1}である．

I = (tn, tn+1, . . . , t2n−2)

とおくと

e1(I) =

{
r(A)− 1 (n = 2),

r(A) (n ≥ 3)

となる．

証明. 例 4.1より，Λ(A) = {0, 1, . . . , n − 1}である．I =

(tn, tn+1, . . . , t2n−2) とおく．n = 2 なら，A = k[[t2, t3]]，

I = (t2)である．AはGorenstein環であるから，r(A) = 1

であり，Iは環Aの巴系イデアルなので，e1(I) = 0である．

故に，e1(I) = r(A) − 1を得る．n ≥ 3とする．Q = (tn)

とおくと，Qk[[t]] = Ik[[t]] であるから，Q は I の節減で

ある．A

[
I

tn

]
= k[[t]] であって，m = tnV であるから，

A :Q(A) m = k[[t]]となる．故に，補題 2.1より

e1(I) = ℓA(k[[t]]/A) = ℓA([A :Q(A) m]/A) = r(A)

が従う．

注意 4.4. 例 4.3のイデアル I は，環 Aの正準イデアルで

ある．従って，等式 e1(I) = r(A)は，n ≥ 3のときは，A

が論文 [2]の意味で almost Gorenstein環であることを示し

ている．

環Aが解析的既約（analytically irreducible）でない例を

調べよう．

例 4.5. n ≥ 2は整数とし，(R, n)は n次元の正則局所環

とする．n = (X1, X2, . . . , Xn)とし，各 1 ≤ i ≤ nに対し，

Pi = (Xj | 1 ≤ j ≤ n, j ̸= i)とおき

A = R

/ n∩
i=1

Pi

とする．このとき，Aは 1次元の Cohen–Macaulay局所環

であって，Λ(A) = {0, 1, . . . , n− 1}となる．

証明. xi は Xi の環 A 内の像とし，pi = (xj | 1 ≤ j ≤

n, j ̸= i)とおく．B =
n∏

i=1

(A/pi)とし

φ : A → B, a 7→ (a, a, . . . , a)

とすると，φ は単射であり，射 φ を通して，B = A と見

ることができる．mB = mであって，µA(B) = nである

から，ℓA(B/A) = n − 1 である．各 1 ≤ j ≤ n に対し

ej = (0, . . . , 0,
j

1̌, 0, . . . , 0)とし，e =

n∑
j=1

ej とおく．故に，

B = Ae+Ae1+· · ·+Aen−1である．さて，各 1 ≤ i ≤ n−1

に対し

Bi = Ae+Ae1 + · · ·+Aei

としよう．Bi = A[e1, e2, . . . , ei]であるから，Bi は B の

有限生成 A–部分代数であり，ei+1 /∈ Bi であるが，しかし

ei+1 ∈ Bi+1 なので，Bi ⊊ Bi+1 である．よって

B = Bn−1 ⊋ Bn−2 ⊋ · · · ⊋ B1 ⊋ B0 := A

は環 B から Aに至る A–加群としての組成列を成し，0 ≤
i ≤ n − 1に対し ℓA(Bi/A) = iであることが従う．故に，

Λ(A) = {0, 1, . . . , n− 1}である．

Aが次元 1の Cohen–Macaulay局所環で reducedでない

なら，集合 Λ(A)は無限集合である．ここで，Λ(A)が連続

した値をとる無限集合であるような例を述べよう．

例 4.6. V は離散的付値環とし，A = V ⋉ V はイデアル化

とする．このとき，Λ(A) = {n | 0 ≤ n ∈ Z}である．

証明. K = Q(V )とすると，Q(A) = K ⋉K，A = V ⋉K

である．整数 n ≥ 0に対し，Bn = V ⋉
(
V · 1

tn

)
とおくと，

A ⊆ Bn ⊆ Aとなる．このとき，

ℓA(Bn/A) = ℓV (Bn/A)

= ℓV ([V ⊕
(
V · 1

tn

)
]/[V ⊕ V ])

= ℓV (V · 1
tn

/V )

= ℓV (V/t
nV )

= n

であるので，命題 2.2より n ∈ Λ(A)となる．故に，Λ(A) =

{n | 0 ≤ n ∈ Z}である．

最後に，集合 Λ(A)が連続的な値をとらない例を挙げて

おこう．

例 4.7. K/k (K ̸= k) は有限次体拡大で，K と k の

間には真の中間体が含まれていないとする（例えば，拡

大次数 [K : k] が素数であるような体拡大を考える）．

n = [K : k] とし，{ωi}1≤i≤n を K の k 上のベクトル空

間としての基底とする．K[[t]]をK 上の形式的冪級数環と

し，A = k[[ω1t, ω2t, . . . , ωnt]] ⊆ K[[t]]とおくと

Λ(A) = {0, n− 1}

である．
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証明. V = K[[t]]とおくと，V =
n∑

i=1

Aωi，V = Aとなる．

tV ⊆ Aであるので，n = tV = mを得る（ここで，m，nはそ

れぞれA，V の極大イデアルを表す）．故に ℓA(V/A) = n−1

である．さて，BがA ⊆ B ⊆ V を満たす環なら，Bは局所

環であり，その極大イデアルをmB で表すと，m = mB = n

となる．故に，体拡大

k = A/n ⊆ B/n ⊆ K = V/n

が得られるが，K と k の間には真の中間体は含まれてい

ないので，V = B か，B = A であることが直ちに従う．

V = Aは離散的付値環であるから，環 Aの m–準素イデア

ルは必ず 1元で生成された節減 Qを含む．故に，補題 2.1

より Λ(A) = {0, n− 1}が得られる．

参考文献

[1] A. Corso and C. Polini, Links of prime ideals and

their Rees algebras, J. Algebra 178 (1995), 224-

238.

[2] S. Goto, N. Matsuoka, and T. T. Phuong, Almost

Gorenstein rings, Preprint 2011.

[3] E. Matlis, 1-Dimensional Cohen-Maculay Rings,

Lecture Notes in Mathematics, 327, (1973),

Springer-Verlag, Berlin·Heidelberg·New Yourk.

[4] M. Narita, A note on the coefficients of Hilbert

characteristic functions in semi-regular local rings,

Proc. Cambridge Philos. Soc., 59(1963), 269–275.

7


