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1 はじめに
本小稿では, blow-up代数を巡る歴史的潮流を概観する。Blow-up代数の環論的性質につ

いては, 第 51回代数学シンポジウムにおいて, 後藤四郎明治大学名誉教授が「blow-up 代数
の可換環論」と題するご講演を行い, 1970年代から 2000年代に至る発展の道筋を整理・概
説された。本小稿では, その流れを受け, とりわけ 2010年代以降から近年にかけての話題を
中心として, 私自身が関わってきた範囲に重点を置きつつ, 謂わば「blow-up代数の可換環
論」の続編に相当する位置付けで論じる。なお, blow-up代数の Gorenstein性に関しては,

第 67回代数学シンポジウムにおいて, 北海道教育大学の居相真一郎先生がご講演「ブロー
アップ代数のゴレンシュタイン性について」の中で, 精緻かつ体系的に論じられている。
定義 1.1 (Blow-up代数). 可換Noether環A内のイデアル I に対して

R(I) = A[It] ⊆ A[t]

R′(I) = A[It, t−1] ⊆ A[t, t−1]

G(I) =R′(I)/t−1R′(I) ∼= R(I)/IR(I)

と定め, それぞれイデアル I のRees代数, 拡大Rees代数, 随伴次数環といい, これらを総称
して, イデアル I の blow-up代数と呼ぶ1。但し, tにより, A上の不定元を表す。
Blow-up代数に関する基本的事項については, [6, Section 4.5], [54], [92, Chapter 5], [98],

[99], [112, 第 3章第 2節]等を参照されたい。代数幾何学の観点では, Rees代数R(I)はイデ
アル Iの生成元 a1, a2, . . . , aℓから定まる有理写像 SpecA 99K Pℓ−1のグラフの閉包の斉次座
標環として登場し, 後に定義を紹介する射影スキームProjR(I)は SpecAの Iが定める部分
スキーム V (I)に沿った blowing upを与える ([21, IV.2 Blow-ups])。
一方, 可換環論の文脈における Rees代数の淵源は, D. Reesによる 1956年の研究 [79]に

遡る。Reesは, 実際にはRees代数そのものではなく, 拡大Rees代数を導入・考察し, Krull

の交叉定理の鮮やかな別証明を提示すると共に, Artin-Reesの補題を準備し, これを用いて
Krullの単項イデアル定理の別証明を与えた。なお, Artin-Reesの補題の名称に関して, Rees

は次のように経緯を説明している。Rees自身は 1954年の時点で既に当該証明を得ていたも
のの, 論文として投稿したのは 1955年 5月になってからであった。ところが, 論文 [79]が
出版された 1956年のまさにその月に, E. Artinは日本で開催された研究集会において, 同
一の議論と結果を発表した。その為, どちらの功績に帰すべきかの裁定を永田雅宜先生に仰
いだところ,「それは明らかにArtin-Reesの補題である」と答えたと述べている ([82, pages

563–564])。
さて, A上の多項式環A[t]と Laurent多項式環A[t, t−1]を自然に Z-次数環とみなすと, そ

れらの次数付けにより, blow-up代数も Z-次数環の構造を持つ。即ち
R(I) =

⊕
n≥0

Intn, R′(I) =
⊕
n∈Z

Intn, G(I) ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

1Rees代数のことを blow-up代数と呼ぶ流儀もある。また, (A,m)が Noether局所環である場合には, イデ
アル I に関する fiber cone F(I) = R(I)/mR(I) ∼=

⊕
n≥0 I

n/mIn も blow-up代数に含めることがある。
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である。但し, n ≤ 0に対しては, In = Aと定める。特に, AはR(I)の環直和因子である。
また, イデアル I の生成元 a1, a2, . . . , aℓを取り, I = (a1, a2, . . . , aℓ)と表すと

R(I) = A[a1t, a2t, . . . , aℓt]

が成り立つ。従って, blow-up代数R(I),R′(I), G(I)は全てNoether環である。

命題 1.2 ([97, Corollary 1.6, Remark 1.7], [92, Theorem 5.1.4, Proposition 5.1.6]). Noether

環AのKrull次元 d = dimAは有限とし, I ̸= Aと仮定する。次の主張が成り立つ。

(1) dimR(I) =

 d+ 1 (∃P ∈ SpecA s.t. I ̸⊆ P and dimA/P = d)

d (その他)

(2) dimR′(I) = d+ 1

(3) dimG(I) ≤ dであり, (A,m)がNoether局所環ならば, dimG(I) = d

注意 1.3. (A,m)が Noether局所環でない場合には, dimG(I) = dは一般には成立しない。
実際, R = k[X,Y, Z]は体 k上の多項式環とし, 積閉集合 S = R \ {(X,Y ) ∪ (Z)}を考える。
そこで, A = S−1Rとおくと, Aは Noether環であって, m = (X,Y )Aと n = (Z)Aは環 A

内の極大イデアルである。特に, htAm = 2 > 1 = htA nとなる。従って

dimG(n) = dimG(nAn) = dimAn = htA n < htAm ≤ dimA

が得られる。
ここで, R(I)+ =

⊕
n>0 I

ntnとおくと, R(I)+はR(I)の次数付きのイデアルである。集合

ProjR(I) = {P ∈ SpecR(I) | P は次数付き,R(I)+ ̸⊆ P}

を考えると, 空間 ProjR(I)にはスキームの構造が入る。自然な射 f : ProjR(I) → SpecA

を SpecAの閉集合 V (I)を中心とする blowing-upと呼ぶ。Noether局所環 (A,m)の特異点
解消とは, 射影的射 f : X → SpecAであって, X が非特異であり, f の制限X \ f−1(m) →
SpecA \ {m}が同型であることをいう ([112, 第 3章第 2節])。
Blowing-upは特異点解消の基本的手法であり, その幾何学的側面については古典以来, 膨

大な研究が蓄積されている。一方で, 私の興味はスキーム ProjR(I)の斉次座標環である
R(I)の環論的側面にある。即ち, 本研究の目的は, 下記の通りである。
研究の目的� �
Blow-up代数の環論的性質を調べる。� �
Blow-up代数の環構造を解析する上で, 分析の視座の適切な設定は不可欠である。本研究

では, 次のNoether局所環の階層を指標とする環構造解析に従事する。
Noether局所環の階層� �

• 正則局所環 =⇒ 完全交叉環 =⇒ Gorenstein環 =⇒ Cohen-Macaulay環
=⇒ Buchsbaum環, 系列的 Cohen-Macaulay環

• 正則局所環 =⇒ 有理特異点 =⇒ Cohen-Macaulay正規環

• 正則局所環 =⇒ 弱 F -正則環 =⇒ F -有理環 =⇒ Cohen-Macaulay正規環� �
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第 1行はホモロジー代数的視点に基づく階層であり, 第 2行は特異点論的視点, 第 3行は
正標数の視点 (最後の含意には, 基礎環は Cohen-Macaulay環の準同型像という仮定が必要
である) の階層である。
現在では, blow-up代数の環構造解析は可換環論の中核的課題の 1つとして, 確固たる地

位を築くに至っているが, 1970年代半ば頃までを顧みれば, Rees代数の環論的性質の研究
は, いくつかの具体例と散発的な結果を除いて, 包括的な理論の体系化はなお途上にあった
([106, page 6])。以下に, その代表例を紹介する。
例 1.4. 体 k上の多項式環A = k[X1, X2, . . . , Xd] (d ≥ 2)内において, 不定元で生成される
イデアル I = (X1, X2, . . . , Xd)を考えると, 次の同型

R(I) ∼= k[X1, X2, . . . , Xd, Y1, Y2, . . . , Yd]/I2

(
X1 X2 · · · Xd

Y1 Y2 · · · Yd

)
が成り立つ。但し, I2(M)により, 行列Mの 2次小行列式全体が生成するイデアルを表す。
例 1.4において, Rees代数R(I)は行列式環として現れ, ASL (Algebras with Straightening

Law)の枠組みで捉えられるため ([6, Section 7.2]),組合せ論的視点からの考察が可能である。
この環は多項式環の Segre積 k[X1, X2]#k[Y1, Y2, . . . , Yd]でもあり ([53, page 197], [80, page

653]), 標数 0の体 kに対しては, 一般線型群の不変式環としても実現される ([7, Theorem

(7.6)], [15], [93, page 1166])。環構造に目を向けると, このR(I)はCohen-Macaulay正規整
域であって, 体 kの標数が 0である場合には有理特異点 ([103, (6.1.5) Corollary (b)]), 正標
数の場合には F -正則特異点 ([5, Theorem 3.1], [59, Theorem (7.14)])となる。以上の事実
は, Rees代数が多様な視点からの探求に値する豊かな研究対象であることを物語っている。
例 1.5 ([1, Proposition 2, Corollary], [97, Theorem 3.1]). Noether環A内の正則列2a1, a2, . . .,

ad ∈ A (d ≥ 2)に対して, I = (a1, a2, . . . , ad)とおくと

R(I) ∼= A[Y1, Y2, . . . , Yd]/I2

(
a1 a2 · · · ad

Y1 Y2 · · · Yd

)
が成り立つ。但し, A[Y1, Y2, . . . , Yd]はA上の多項式環を表す。従って, AがCohen-Macaulay

局所環ならば, 任意の n ≥ 1に対して, R(In)は Cohen-Macaulay環である。
例1.4, 1.5の証明は,原論文以外にも, [106,例1.3,命題1.4]に記載されている。なお,正則列

が生成するイデアル Iの随伴次数環はA/I上の多項式環に同型である ([6, Theorem 1.1.8])。
正則列が生成するイデアルの冪の拡大 Rees代数や随伴次数環に関しては, [60, Section 4],

[97, Theorem 3.2]を参照されたい。

2 Blow-up代数のCohen-Macauay性
Blow-up代数のCohen-Macaulay性解析に関しては, [106, 第 4節, 第 7節]に詳細な記述が

ある。歴史を遡れば, Cohen-Macaulay環という名称は, F. S. Macaulayと I. S. Cohenの結
果に由来する。1916年, Macaulayは体上の多項式環において非混合定理3 (the unmixedness

theorem) が成り立つことを示し ([71]), 1946年には, O. Zariskiの学生であったCohenが正
則局所環の場合に同定理が成り立つことを証明した ([14])。以上を背景に, Cohen-Macaulay

環は非混合定理を満たす環として定義された。特に, Noether局所環に対しては, Krull次元
と深さ (depth) が一致することと同値となる。
以下, (A,m)はNoether局所環とし, d = dimAとする。
2M は A-加群とする。Aの元の列 a1, a2, . . . , ad がM -正則列であるとは, 任意の 1 ≤ i ≤ dに対して, ai は

M/(a1, a2, . . . , ai−1)M 上の非零因子であり, かつ (a1, a2, . . . , ad)M ̸= M を満たすことをいう。
3Noether 環 A内で非混合定理が成り立つとは, イデアル I が n = htA I 個の元で生成されるとき, 任意の

P ∈ AssA A/I に対して, htA P = nであることをいう。
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定義 2.1. Aが Cohen-Macaulay環であるとは, dimA = depthAが成り立つことである。

Noether局所環がCohen-Macaulayであることと, 任意の巴系4が正則列を成すことは同値
であり, また 1つでも正則列をなすような巴系を含めば, その局所環は必ずCohen-Macaulay

環である。整数 i ∈ Zに対して, Aの極大イデアルmに関する i次局所コホモロジー加群

Hi
m(A) = lim−→

n

ExtiA(A/m
n, A)

を考えると, 等式

dimA = sup{n ∈ Z | Hi
m(A) ̸= (0)}, depthA = inf{n ∈ Z | Hi

m(A) ̸= (0)}

が成り立つ ([6, Theorem 3.5.7])。従って, Aが Cohen-Macaulay環であることと次の条件

Hi
m(A) = (0) (∀ i ̸= d)

は同値である。必ずしも局所環とは限らないNoether環AがCohen-Macaulayであるとは,

任意の p ∈ SpecAに対して, 局所環Apが Cohen-Macaulayであることと定める。
Rees代数の Cohen-Macaulay性解析において, 決定的な役割を果たしたのは, Hochster-

Robertsによる次の例である。

例 2.2 ([61, Example 2.2], [34, Example 3.4]). 体 k上の形式的冪級数環 k[[X,Y ]]の部分環
A = k[[X2, Y,X3, XY ]]は Cohen-Macaulayではない5が, イデアル I = (X2, Y )に関する
Rees代数R(I)は Cohen-Macaulay環である。

例 2.2の帰結として, 環の Cohen-Macaulay性が環直和因子を取る操作で保たれないこと
が従う。Hochster-Robertsが例 2.2を提示した目的は, この事実を指摘することにあったが,

例 2.2は別の観点から眺めても示唆に富む。即ち, 基礎環が Cohen-Macaulayでない場合で
あっても, イデアルを適切に選べば, Rees代数がCohen-Macaulay環となり得ることを示し
ている。実際, 下田保博により, この現象は精緻に解析され, 次の定理として定式化された。

定理 2.3 ([83, Theorem], [49, Theorem (1.1)]). 次の 2条件は同値である。

(1) Aは Buchsbaum環であり, かつHi
m(A) = (0) (∀ i ̸= 1, d)である。

(2) Aの任意の巴系イデアル6Qに対して, R(Q)は Cohen-Macaulay環である。

上記の同値条件が成り立つとき, Aの任意の巴系イデアルQと任意のn ≥ 1に対して, R(Qn)

は Cohen-Macaulay環である。

定理 2.3は, 下田により, まず基礎環が 2次元Noether局所整域の場合に示され, その後, 後
藤-下田によって, 高次元の場合を含む上記の定理の形へと一般化された。なお, Aが重複度 2

の Buchsbaum局所環であって, depthA > 0であると仮定すると, Hi
m(A) = (0) (∀ i ̸= 1, d)

が成り立つ ([34, Theorem 1.1])。特に, 例 2.2における環 Aは定理 2.3の条件 (1)を満たす
ので, 巴系イデアル I = (X2, Y )に関するRees代数R(I)は Cohen-Macaulay環である。
定理 2.3を踏まえると, 極大イデアルmに関するRees代数の環構造解析は, 自ずから生起

する課題であり, 次の定理が, 所謂, Rees代数のCohen-Macaulay性に関する「後藤-下田の
定理」である。

4M ̸= (0)は有限生成 A-加群とし, s = dimA M とする。mの元の列 a1, a2, . . . , as がM の巴系であるとは,
ℓA(M/(a1, a2, . . . , as)M) < ∞を満たすことをいう。

5環 Aは dimA = 2, depthA = 1であって, 重複度 2の Buchsbaum局所環である。
6巴系で生成されたイデアルのことである。
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定理 2.4 ([50, Theorem (1.1), Remark (3.10)]). (A,m)は Cohen-Macaulay局所環, d =

dimA ≥ 1とし, I はAのm-準素イデアルとする。このとき, 次の 2条件は同値である。

(1) R(I)は Cohen-Macaulay環である。

(2) G(I)が Cohen-Macaulay環であり, かつ a(G(I)) < 0である。

ここで, M = mR(I) +R(I)+により, R(I)の次数付き極大イデアルを表し

a(G(I)) = sup{n ∈ Z | [Hd
M(G(I))]n ̸= (0)}

により, G(I)の a-不変量7（a-invariant）を表す。但し, [Hd
M(G(I))]nは, 次数付き局所コホ

モロジー加群Hd
M(G(I))の n次斉次成分を表す。

定理 2.4は, [50, Theorem (1.1)]において, 極大イデアルの場合に証明されたが, 同論文の
[50, Remark (3.10)]において, 同様の議論により, m-準素イデアルの場合に拡張されること
が言及されている。

例 2.5. (A,m)は Cohen-Macaulay局所環, d = dimA ≥ 1とする。Aの巴系イデアルQに
対して, R(Q)は Cohen-Macaulay環8である。

m-準素イデアル I に対して, I2 = QI を満たす巴系イデアルQ ⊆ I が存在するならば

G(I)が Cohen-Macaulay環 かつ a(G(I)) ≤ 1− d

が成り立つ。

例 2.6. (A,m)は 2次元正則局所環, I は整閉な m-準素イデアルとすると, R(I)は Cohen-

Macaulay環である。実際, 無限体を通して, A/m = ∞と仮定して良い ([50, Lemma (3.8)],

[92, Lemma 8.4.2 (9)])。剰余体が無限である 2次元正則局所環上の整閉な m-準素イデア
ルに対しては, J. Lipman-B. Tessierの定理 ([70, Proposition 5.5], [64, Theorem 5.1], [66,

Theorem 3.1]) により, I2 = QIを満たす巴系イデアルQ ⊆ Iが存在する。故に, 定理 2.4か
ら, R(I)は Cohen-Macaulay環となる。

以上, 定理 2.4により, 具体的かつ豊富な Cohen-Macaulay Rees代数の例を構成すること
が可能である。なお, 定理 2.4において, Rees代数R(I)の構造が随伴次数環G(I)とその a-

不変量の挙動により記述されることが見出され, 長期に渡って後のRees代数研究の指針の 1

つとなった。現在では, 定理 2.4は次のように拡張されている。

定理 2.7 ([96, Theorem 7.1]). (A,m)は Cohen-Macaulay局所環, d = dimA ≥ 1とする。
I ( ̸= A)はAのイデアルであって, htA I > 0とする。このとき, 次の 2条件は同値である。

(1) R(I)は Cohen-Macaulay環である。

(2) G(I)が Cohen-Macaulay環であり, かつ a(G(I)) < 0である。

即ち, 定理 2.4は, m-準素イデアルに限らず, htA I > 0であるイデアル Iに対しても成立す
る。併せて, 定理 2.4は第 5節で述べるように, 後藤-西田康二 ([47, Part II, Theorem (1.1)])

やD. Q. Viet ([101, Theorem 1.1]) によるイデアルの filtrationに関する定理へと拡張され
る端緒を開いた。加えて, 基礎環Aが正則局所環である場合（より一般には pseudo-rational

の場合）には, 常に a(G(I)) < 0が成立するため,「R(I)の CM性とG(I)の CM性は同値
である」という Lipmanの定理 ([69, Theoerm 5]) が直接的に導出される。なお, 論文 [50]

7[53, Definition (3.1.4)]を参照されたい。
8例 1.5からも従う。
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では, 極大イデアル mに関する Rees代数が正則環, 完全交叉環となる特徴付けも与えられ
ている ([50, Proposition (4.9), Corollary (4.10)])。
本節の最後に, Rees代数R(I)のCohen-Macaulay性と射影スキームProjR(I)のCohen-

Macaulay性の関連を考察する。ここで, ProjR(I)がCohen-Macaulayスキームであるとは,

任意の p ∈ ProjR(I)に対して, 局所環R(I)pがCohen-Macaulay局所環であることをいう。

命題 2.8 ([99, Proposition 3.20]). (A,m)は Cohen-Macaulay局所環, d = dimA ≥ 1とす
る。I ( ̸= A)は Aのイデアルであって, htA I > 0とする。このとき, ProjR(I)が Cohen-

Macaulayであるための必要十分条件は, ProjG(I)が Cohen-Macaulayである。

注意 2.9 ([99, Remark 3.21]). 命題 2.8の設定の下, 次の含意と同値性

R(I)は Cohen-Macaulay =⇒ G(I)は Cohen-Macaulay

=⇒ ProjR(I)は Cohen-Macaulay

⇐⇒ ProjG(I)は Cohen-Macaulay

が成り立つ。

3 Blow-up代数のGorenstein性
本節では, blow-up代数のGorenstein性について論じる。Cohen-Macaulay性の場合と同

様に, Gorenstein性に関しても, [106, 第 4節, 第 6節]に詳しい記述がある。近年の進展に
ついては, [109]を参照されたい。Gorenstein環の概念は, 1952年のD. Gorensteinによる平
面曲線の研究 ([31]) に起源を持ち, その後, A. Grothendieckによる双対性に関する理論の
枠組みの中で整備され, 1963年にH. Bassの自己入射次元による環論的特徴付けが確立され
た。Gorenstein環の歴史的背景については, [65, 107]に詳しい。
以下, (A,m)はNoether局所環とし, d = dimAとする。A-加群M に対して, idAM によ

り, M の入射次元を表す。

定義 3.1 ([3, Theorem and definition]). AがGorenstein環であるとは, 自己入射次元が有
限である, 即ち, idAA < ∞が成り立つことである。

Noether局所環AがGorenstein環であるための必要十分条件は, AがCohen-Macaulay環
であり, かつKA

∼= Aが成り立つこと9である。但し, KAはAの正準加群を表す。局所コホ
モロジー加群を用いると, AのGorenstein性はAがCohen-Macaulay環であって, 次の同型

Hd
m(A) ∼= EA(A/m)

が成り立つことで特徴付けられる。但し, EA(A/m)により,剰余体A/mの入射包絡 (injective

envelope, injective hull) を表す。Blow-up 代数の Gorenstein 性に目を向けると, Cohen-

Macaulay性に関する結果の類似として, 次の定理が成り立つ。

定理 3.2 ([50, Theorem (1.2)], [67, Corollary 3.7], [47, Part II, Corollary (1.4)]). (A,m)は
Cohen-Macaulay局所環, d = dimA ≥ 2とし, I はAのm-準素イデアルとする。このとき,

次の 2条件は同値である。

(1) R(I)がGorenstein環である。

(2) G(I)がGorenstein環であり, かつ a(G(I)) = −2である。
9正準加群KAが環Aの双対的な性質を持つことを鑑みるに, Gorenstein環は対称性を備えたCohen-Macaulay

環であると判断される。
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上記の同値条件が成り立つとき, AはGorenstein環である。
定理 3.2は, 定理 2.4に合わせて m-準素イデアルの場合に限定して主張を述べたが, [67,

Corollary 3.7], [47, Part II, Corollary (1.4)]に示されているように, 定理 3.2の主張は, より
一般のイデアルやイデアルの filtrationに付随する blow-up代数に対しても成立する。
例 3.3. (A,m)はCohen-Macaulay局所環, d = dimA ≥ 2とする。例 2.5により, Aの巴系
イデアルQに対して, R(Q)はCohen-Macaulay環であった。このとき, R(Q)がGorenstein

環であることと, AがGorenstein環かつ d = 2であることは同値である。
例 3.4. (A,m)が 2次元正則局所環の場合に, m-準素イデアル I = mℓ (ℓ ≥ 1)を考えると,

Zariskiの定理 ([104, Part II, Section 12], [105, Appendix 5, Theorem 2’], [64, Theorem

3.7]) によって, I は整閉である。例 2.6により, R(I)はCohen-Macaulay環である。このと
き, R(I)がGorenstein環であるための必要十分条件は, I = mである。
例 3.3において, 基礎環の次元を 3以上に取るか, 或いは例 3.4において, ℓ ≥ 2とすると,

それらに伴い現れるRees代数はいずれもGorensteinではない Cohen-Macaulay環となる。

4 Blow-up代数の almost Gorenstein性
Almost Gorenstein環論の根底には,「何故GorensteinでないCohen-Macaulay環が, かく

も多様かつ豊富に存在するのか」という素朴な疑問がある。Almost Gorenstein環は, 1997

年に V. Barucci-R. Fröbergにより, 解析的不分岐な 1次元 Cohen-Macaulay局所環10に対
して導入された概念である ([2, Definition–Proposition 20])。その後, 2013年に, 後藤-松岡
直之-T. T. Phuongによって, 解析的不分岐を仮定しない 1次元の Cohen-Macaulay局所環
へと枠組みが拡張された ([42, Definition 3.1])。2015年には, これら 1次元の理論を高次元
へと拡張する定義が後藤-高橋亮-谷口直樹11によって導入され ([51, Definition 3.3]), 本節
で扱う blow-up代数をはじめとして, 行列式環 ([10, 93]), Stanley-Reisner環 ([72]), 日比環
([73]), 標準的次数付き環 ([51, 57]), 2次元正規特異点 ([78])等, 多岐に渡るクラスの環に対
して, almost Gorenstein性が精緻に解析されてきた。なお, almost Gorenstein性の基本的
性質に関しては, [110]も併せて参照されたい。
近年, almost Gorenstein環論を嚆矢として非 Gorenstein環論が急速に展開されており,

nearly Gorenstein環 ([55]), semi-Gorenstein環 ([51]), 2-almost Gorenstein環 ([11]), gen-

eralized Gorenstein環 ([40]), weakly almost Gorenstein環 ([20]), far-flung Gorenstein環
([56]), canonical trace radical環 ([74]), Goto環 ([24]) 等, Gorenstein性の一般化としての
多様なクラスが提案され, 積極的に解析されている。このように非Gorenstein環論は, 現代
可換環論における主要な研究潮流の 1つを形成しつつある。以上の環のクラスを相関図に纏
めると, 次のようになる。但し, CTRにより, canonical trace radical環を表し, min. multi.

は極小重複度 (minimal multiplicity)を意味する。

CTR ks nearly Gor ksfn
dim=1

UUUU
UUUU

UUUU
U

UUUU
UUUU

UUUU
U

nearly Gor + min. multi.

��

2-almost Gor

$,Q
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
Q

semi-Gor +3 almost Gor
ss

“twins”
33hhhhhhhhh

+3

dim≤1 '/VV
VVVVV

VVVVV
VVVV

VVVVV
VVVVV

VVVVV
V generalized Gor +3 Goto

far-flung Gor ks nearly Gor + far-flung Gor

dim=1

KS

weakly almost Gor

Blow-up代数に着目すると, 例 3.3, 例 3.4のように, 数多ある Cohen-Macaulay Rees代
数の中でも, Gorenstein環は僅かであり, これら非 Gorenstein Rees代数の中には, almost

10典型例として, 体上の数値半群環が挙げられる。
112019年 2月に遠藤に改姓する。
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Gorenstein環となり得るものが含まれていて, 解明を待っていると推測される。この種の典
型例に対して, almost Gorenstein性を解析することは, almost Gorenstein環の具体例を与
えるに留まらず, その定義の妥当性を検証し, 理論の基盤を強固にする上でも重要な課題で
ある。以上を踏まえ, 本節では, まず, [51]による almost Gorenstein環の定義を紹介したい。

定義 4.1 ([51, Definition 3.3]). (A,m)はCohen-Macaulay局所環, d = dimAとし, 環Aは
正準加群 KAを持つと仮定する。このとき, Aが almost Gorenstein局所環であるとは, A-

加群としての短完全列
0 → A → KA → C → 0

であって, 等式 µA(C) = e0m(C)を満たすものが存在するこという。但し, µA(C)によりA-加
群Cの極小生成系の個数を表し, また e0m(C)はA-加群Cのmに関する重複度を表す。即ち

e0m(C) = lim
n→∞

(d− 1)! · ℓA(C/mn+1C)

nd−1

である。

任意のGorenstein環は, 余核として零加群が取れるため, almost Gorenstein環である。一
方, その逆は基礎環AがArtin環であれば成り立つ ([51, Lemma 3.1 (3)])。定義 4.1の意味
するところは, almost Gorenstein環 Aは, 必ずしもGorenstein環であるとは限らないもの
の, 環Aは正準加群KAへ埋め込むことができ, その差分KA /Aが「良い性質を備える」と
いう点にある。今, 任意に Aから KAに単射が与えられているとし, その余核を C で表す。
即ち, 次のA-加群としての短完全列

0 → A → KA → C → 0

を考える。C ̸= (0)の場合, A-加群CはCohen-Macaulayであって, dimAC = d− 1である
([51, Lemma 3.1 (2)])。剰余体A/mが無限体であると仮定し, 局所環A1 = A/[(0) :A C]を
見ると, A1の剰余体も無限であるので,元 f1, f2, . . . , fd−1 ∈ mであって, (f1, f2, . . . , fd−1)A1

がA1の極大イデアルm1の極小節減を成すものを選ぶことができる。従って, 次の不等式

e0m(C) = e0m1
(C) = ℓA(C/(f1, f2, . . . , fd−1)C) ≥ ℓA(C/mC) = µA(C)

が得られる。以上より, e0m(C) ≥ µA(C)である。ここで, 等号 e0m(C) = µA(C)が成り立つ
とき, C をUlrich A-加群と呼ぶ。従って, 剰余体A/mが無限体である場合, C がUlrich A-

加群であることと
mC = (f1, f2, . . . , fd−1)C

が成り立つことは同値である。特に, 環 Aが 1次元の場合, A-加群 C が Ulrichである必要
十分条件は, C が剰余体 A/m上のベクトル空間である。このように, almost Gorenstein環
は, 同型KA

∼= Aが成り立つとは限らないが, その差 C がベクトル空間 (とその一般化であ
るUlrich 加群) という「良い性質を備える」ことを意味している。
Almost Gorenstein環の具体例は数多く存在する ([9, 30, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 48, 51, 52,

57, 72, 73, 93])。とりわけ重要な例としては, 2次元有理特異点や有限表現型 1次元Cohen-

Macaulay局所環が挙げられる。なお, almost Gorenstein環論の根底に数値半群環の理論が
あることから, almost Gorensteinとなる数値半群環の例も非常に豊富である ([2, 42])。
次に, 次数環に対する almost Gorenstein性の定義を紹介する。実は, Cohen-Macaulay性,

Gorenstein性と異なり, almost Gorenstein性は次数環と局所環の間に若干の差異が生じる。
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定義 4.2 ([51, Definition 8.1]). R =
⊕

n≥0Rnは Cohen-Macaulay次数環, d = dimRとす
る。(R0,m)は局所環とし, 環Rは次数付き正準加群KRを持つと仮定する。このとき, Rが
almost Gorenstein次数環であるとは, 次数R-加群としての短完全列

0 → R → KR(−a) → C → 0

であって, 等式 µR(C) = e0M(C)を満たすものが存在するこという。但し, a = a(R)により,

Rの a-不変量12を表し, M = mR+R+はRの次数付き極大イデアルである。なお, KR(−a)

はR-加群としてはKRと同一であるが, [KR(−a)]n = [KR]n−a (n ∈ Z) という次数付けを持
つ次数付きR-加群を表す。

局所環の場合と同様に, 任意のGorenstein次数環は almost Gorensteinである。また, CM

はUlrich RM-加群であり,正準加群KRは局所化と可換であるため, Rが次数環として almost

Gorensteinであれば, 局所環 RMも almost Gorensteinとなる。もっとも, 一般にはその逆
は成立しない ([44, Theorems 2.7, 2.8], [51, Example 8.8])が, 次の例が示すように, almost

Gorenstein環は次数付き環として見た場合にも, 魅力的な性質を備えている。

例 4.3 ([51, Example 10.5], [93, Theorem 1.1]). 無限体 k上の不定元を成分に持つm × n

行列 X = [Xij ] (2 ≤ t ≤ min{m,n})に対して, k 上の多項式環を S = k[X] = k[Xij |
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n] により表し, 行列式環 R = S/It(X) を考える。但し, It(X) は
行列 X の t次小行列式全体が生成する S のイデアルを表す。Hochster-J. A. Eagon ([58,

Theorem 2, Corollary], [6, Theorem 7.3.1 (c)]) により, Rは Cohen-Macaulay整閉整域,

dimR = mn− (m− (t− 1))(n− (t− 1))である。また, 行列式環RがGorensteinであるた
めの必要十分条件は, m = nで与えられる ([91, Theorem (5.5.6)], [6, Theorem 7.3.6 (b)])。
このとき, 次の 2条件は同値である。

(1) R = k[X]/It(X)は almost Gorenstein次数環である。

(2) m = nであるか, またはm ̸= nかつ t = min{m,n} = 2である。

例 4.4 ([51, Example 10.8]). 無限体 k上の多項式環R = k[X1, X2, . . . , Xd] (d ≥ 1)と整数
n ≥ 1に対して, Veronese部分環R(n) = k[Rn]を考える。R(n)はRの純 (pure) 部分環なの
で, Cohen-Macaulay環である ([108, 注意 7.7, 補題 7.7])。特に, R(n)がGorenstein環であ
ることと, d = 1または n | dが成り立つことは同値である ([32, Examples (1)])。このとき,

次の主張が成り立つ。

(1) d ≤ 2の場合, R(n)は almost Gorenstein次数環である ([51, Corollary 10.6])。

(2) d ≥ 3の場合, R(n)が almost Gorenstein次数環であるための必要十分条件は, n | d
または d = 3 かつ n = 2である。

以上の準備の下, blow-up代数の almost Gorenstein性に関する結果を紹介する。

定理 4.5 ([51, Theorem 8.3], [43, Theorem 1.3], [48, Theorem 1.3]). (A,m) は Cohen-

Macaulay局所環, d = dimA ≥ 3とし, 環 AはGorenstein環の準同型像とする。Aの部分
巴系 a1, a2, . . . , ar ∈ m (3 ≤ r ≤ d)に対して, Q = (a1, a2, . . . , ar)とおくと, 次の 2条件は
同値である。

(1) R(Q)は almost Gorenstein次数環である。

(2) Aは正則局所環であり, かつ a1, a2, . . . , arはAの正則巴系の一部である。
12即ち, a(R) = max{n ∈ Z | [Hd

M(R)]n ̸= 0} = −min{n ∈ Z | [KR]n ̸= 0}である。
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定理 4.5は, [51, Theorem 8.3]において, [39]による canonical filtrationの理論を駆使し,

基礎環AがGorenstein環であり, Qが巴系イデアルである場合に証明された。続いて, [43,

Theorem 1.3]において, Eagon-Northcott複体を用いて極小自由分解の構造を解析し, 部分
巴系で生成されるイデアルの場合へと拡張された。さらに, [48, Theorem 1.3]では, 基礎環
に課す仮定がGorenstein性からCohen-Macaulay性へと緩和され, 上記の形で定理 4.5が得
られている。一方で, 定理 4.5に関連する次の予想は依然として未解決である。
予想 4.6 ([48, Conjecture 1.4]). (A,m)はCohen-Macaulay局所環とし, Gorenstein環の準
同型像とする。I ( ̸= A)は環 Aのイデアルであって, htA I ≥ 3とする。このとき, Rees代
数R(I)が almost Gorenstein次数環ならば, AはGorenstein環である。
定理4.5に対して, Rees代数の次数付き極大イデアルによる局所化の局所環としてのalmost

Gorenstein性は次のように特徴付けられる。
定理 4.7 ([43, Theorem 1.3]). (A,m)はGorenstein局所環とし, d = dimA ≥ 3とする。A

の部分巴系 a1, a2, . . . , ar ∈ m (3 ≤ r ≤ d)に対して, Q = (a1, a2, . . . , ar)とおくと, 次の 2

条件は同値である。
(1) R(Q)Mは almost Gorenstein局所環である。

(2) Aは正則局所環である。
但し, M = mR(Q) +R(Q)+により, R(Q)の次数付き極大イデアルを表す。
定理 4.5と定理 4.7により, 局所環R(Q)Mが almost Gorensteinであっても, 次数環R(Q)

が almost Gorensteinとは限らないことが従う。また, これらの結果において, 基礎環の次元
は 3以上と仮定しているが, 2次元の場合は次のようになる。
注意 4.8 ([43, Proposition 2.10]). (A,m)はCohen-Macaulay局所環, dimA = 2とする。A

の巴系イデアルQに対して, 次の 3条件は同値である。
(1) R(Q)はGorenstein環である。

(2) AはGorenstein環である。

(3) R(Q)Mは almost Gorenstein局所環である。
次に, 例 2.5と例 3.4を鑑み, 2次元正則局所環 (A,m)上の整閉なm-準素イデアルのRees

代数を考察する。
定理 4.9 ([44, Theorem 1.3]). (A,m)は 2次元正則局所環であり, 剰余体 A/mは無限とす
る。任意の整閉なm-準素イデアル I に対して, R(I)は almost Gorenstein次数環である。
定理 4.9の証明の鍵は, J. Vermaによる joint reduction numberが 0であるような joint

reduction の存在性にある ([100, Theorem 2.1])。加えて, Zariski の定理 ([104, Part II,

Section 12], [105, Appendix 5, Theorem 2’], [64, Theorem 3.7]) により, 2次元正則局所環
上の極大イデアルの冪は整閉である。従って, 定理 4.9から次の系が直ちに得られる。
系 4.10 ([44, Corollary 1.4]). (A,m)は 2次元正則局所環であり, 剰余体 A/mは無限とす
る。任意の ℓ ≥ 1に対して, R(mℓ)は almost Gorenstein次数環である。
続いて, 定理 4.9の拡張可能性を考察したい。定義の紹介から始める。

定義 4.11 ([76, Definition 3.2], [77, Theorem 1.1]). (A,m)は 2次元優秀正規局所環とし,

剰余体A/mは代数閉体と仮定する。Aのm-準素イデアル Iが pgイデアルであるとは, Rees

代数R(I)が Cohen-Macaulay正規整域であることをいう。
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剰余体が代数閉体である 2次元優秀正則局所環 (A,m)上では, 任意の整閉な m-準素イデ
アルは pg イデアルであるので, 次の定理は定理 4.9の 1つの拡張である。

定理 4.12 ([46, Theorem 1.3]). (A,m)は2次元優秀Gorenstein正規局所環とし,剰余体A/m

は代数閉体であると仮定する。任意の pg イデアル I に対して, R(I)は almost Gorenstein

次数環である。

また, 系 4.10の拡張として, 次の定理が得られる。

定理 4.13 ([46, Theorem 1.4]). (A,m)は 2次元 almost Gorenstein局所環であり, 極小重複
度を持つと仮定する。任意の ℓ ≥ 1に対して, R(mℓ)は almost Gorenstein次数環である。

系 4.14 ([46, Corollary 1.5]). (A,m)は 2次元有理特異点とする。任意の ℓ ≥ 1に対して,

R(mℓ)は almost Gorenstein次数環である。

系 4.10の高次元化としては, 次の定理が成り立つ。

定理 4.15 ([46, Theorem 1.6]). (A,m)は正則局所環, d = dimA ≥ 2とし, 剰余体 A/mは
無限とする。次の主張が成り立つ。

(1) R(mℓ)が almost Gorenstein次数環であるための必要十分条件は, ℓ = 1かつ d = 2, ま
たは ℓ = d− 1である。

(2) ℓ ≥ 2, d ≥ 3の場合, R(mℓ)Mが almost Gorenstein局所環であるための必要十分条件
は, ℓ | d− 1である。

但し, M = mR(mℓ) +R(mℓ)+により, R(mℓ)の次数付き極大イデアルを表す。

特に, ℓ = 2, d = 5の場合, R(m2)Mは almost Gorenstein局所環であるが, 次数環として
R(m2)は almost Gorensteinではない。
注意 4.16. 定理 4.15の設定の下, ℓ = 1の場合, 定理 4.5により, R(mℓ) = R(m)は almost

Gorenstein次数環である。d = 2の場合, 系 4.10から, R(mℓ)は almost Gorenstein次数環
である。加えて, ℓ = d− 1の場合, R(mℓ)はGorenstein環である ([43, Proposition 2.3])。
本節の最後に,随伴次数環のalmost Gorenstein性に関する結果を紹介する。ここで, Cohen-

Macaulay環Rに対して, r(R)により, Rの Cohen-Macaulay型を表す。

定理 4.17 ([51, Theorem 9.1]). (A,m)は Cohen-Macaulay局所環であり, 剰余体 A/mは
無限とする。環 Aは正準加群 KAを持つと仮定する。Aの m-準素イデアル I に対して, 随
伴次数環G(I)が almost Gorenstein次数環であり, r(G(I)) = r(A)が成り立つならば, Aは
almost Gorenstein局所環である。

定理 4.17の証明は,次元に関する数学的帰納法による。1次元の場合は, canonical filtration

を用い, 2次元以上の場合は, 適切に上表元を選ぶことにより証明される。

5 Blow-up代数の系列的Cohen-Macaulay性
加群の系列的 Cohen-Macaulay性は, Cohen-Macaulay性の拡張概念の 1つであり, 元々,

次数環上の加群に対して, 1983年に R. P. Stanleyによって定義された概念である ([86, 2.9

Definition])。局所環上の加群に対する定義は, 1998年, P. Schenzelにより, Cohen-Macaulay

filtered moduleという名称の下で導入された ([81, Definition 4.1])。系列的Cohen-Macaulay

加群という用語が局所環上の加群に対して明示的に定義されたのは, 2003年の [18, Definition
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4.2]である。系列的 Cohen-Macaulay加群の基本的性質に関しては, [16, 17, 38, 94, 95]等
を参照されたい。
以下, 特に断らない限り, 本節では, Aは Noether環, M ̸= (0)は有限生成 A-加群とし,

s = dimAM < ∞と仮定する。任意の n ∈ Zに対して, dimAN ≤ nを満たす最大のM の
A-部分加群N をMnと表す。集合 S(M) = {dimAN | N はM のA-部分加群, N ̸= (0)}を
考えると, 等式

S(M) = {dimA/p | p ∈ AssAM}

が成り立つ。ℓ = #S(M)とおき

S(M) = {d1 < d2 < · · · < dℓ = s}

と表す。各 1 ≤ i ≤ ℓに対して, Di = Mdi とおくと, 次のM のA-部分加群の列

D0 := (0) ( D1 ( D2 ( · · · ( Dℓ = M

が得られる。これをMの dimension filtrationという。各 1 ≤ i ≤ ℓに対して, Ci = Di/Di−1

と定める。すると, dimADi = dimACi = diが成り立つ。

定義 5.1 ([86, 2.9 Definition], [81, Definition 4.1]). A-加群M が系列的 Cohen-Macaulay

A-加群であるとは, 任意の 1 ≤ i ≤ ℓに対して, 剰余加群CiがCohen-Macaulay A-加群であ
ることをいう。Noether環 Aが系列的 Cohen-Macaulay環であるとは, dimA < ∞であり,

かつA自身が系列的 Cohen-Macaulay A-加群であることをいう。

例 5.2. (A,m)はNoether局所環, M ̸= (0)は有限生成A-加群とする。次の主張が成り立つ。

(1) dimAM = 1ならば, M は系列的 Cohen-Macaulay A-加群である。

(2) M が Cohen-Macaulay A-加群ならば, M は系列的 Cohen-Macaulay A-加群である。
A-加群M が unmixed13ならば, 逆も正しい。

(3) 整数 n ≥ 1に対して, MiがCohen-Macaulay A-加群 (1 ≤ i ≤ n) ならば,
⊕n

i=1Miは
系列的 Cohen-Macaulay A-加群である ([95, Proposition 3.2])。

(4) A上M のイデアル化AnM14が系列的 Cohen-Macaulay環であるための必要十分条
件は, Aが系列的Cohen-Macaulay環であり, かつM が系列的Cohen-Macaulay A-加
群である ([95, Theorem 1.2])。

(5) 自己同型群AutAの有限部分群Gに対して, #GはAの単元とする。このとき, Aが
系列的 Cohen-Macaulay環ならば, 不変式環 AGは系列的 Cohen-Macaulay環である
([95, Corollary 3.7])。

例 5.3 ([86, pages 86–87]). kは体とする。単体的複体∆に付随する Stanley-Reisner環 k[∆]

に対して, ∆が shellableならば, k[∆]は系列的 Cohen-Macaulay環である。

注意 5.4. 単体的複体∆が shellableであることの定義には, ∆が pureであることを仮定する
流儀がある ([6, Definition 5.1.11])。このとき, 付随する Stanley-Reisner環 k[∆]は Cohen-

Macaulay環となる ([6, Theorem 5.1.13])。一方で, pureであることを要請しない shellable

の定義もあり ([4, 2.1 Definition]), その場合には, k[∆]は系列的Cohen-Macaulay環となる。

命題 5.5 ([94, Proposition 2.2]). (A,m)は Noether局所環, M ̸= (0)は有限生成 A-加群と
する。x ∈ mはM -非零因子とする。次の 2条件は同値である。

13Â, M̂ により, 環 Aと加群M の m-進完備化を表すとき, 等式 AssÂ M̂ = AsshÂ M̂ が成り立つことである。
14イデアル化の基本的性質に関しては, [108, 1.86]を参照されたい。
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(1) M は系列的 Cohen-Macaulay A-加群である。

(2) M/xM は系列的Cohen-Macaulay A/xA-加群であり, かつ {Di/xDi}0≤i≤ℓはM/xM

の dimension filtrationである。

注意 5.6. 命題 5.5 (2) ⇒ (1)において, {Di/xDi}0≤i≤ℓ がM/xM の dimension filtration

であるという仮定は不可欠である。実際, Aは 2次元 Noether局所整域, depthA = 1とす
る15。任意の 0 ̸= x ∈ Aに対して, A/xAは系列的 Cohen-Macaulayであるが, Aは系列的
Cohen-Macaulayではない。
以上を踏まえて, blow-up代数の系列的Cohen-Macaulay性を考察する。鍵となる着想は,

filtrationに付随する blow-up代数へと枠組みを拡張することである。

定義 5.7 (イデアルのfiltrationに付随するblow-up代数). 環Aのイデアルの族 F = {Fn}n∈Z
がAのイデアルの filtrationであるとは, 次の 3条件

(1) 任意の n ∈ Zに対して, Fn ⊇ Fn+1

(2) 任意のm,n ∈ Zに対して, FmFn ⊆ Fm+n

(3) F0 = A

を満たすことである16。環Aのイデアルの filtration F = {Fn}n∈Zに付随して, 次数環

R(F) =
∑
n≥0

Fnt
n ⊆ A[t]

R′(F) =
∑
n∈Z

Fnt
n ⊆ A[t, t−1]

G(F) =R′(F)/t−1R′(F)

が定まり, それぞれ F の Rees代数, 拡大 Rees代数, 随伴次数環と呼ぶ。但し, tにより,

A上の不定元を表す。すると, R(F) ∼=
⊕

n≥0 Fn, R′(F) ∼=
⊕

n∈Z Fn であって, G(F) ∼=⊕
n≥0 Fn/Fn+1が成り立つ。

注意 5.8. 環Aのイデアルの filtration F = {Fn}n∈Zに対して, F1 = Aであることと, G(F)

が零環であることは同値である。

例 5.9. 次に挙げるイデアル Fnによる族F = {Fn}n∈Zがイデアルの filtrationの例である。

(1) Aのイデアル I に対して, Fn = In (イデアルの冪)

(2) p ∈ SpecAに対して, Fn = p(n) = pnAp ∩A (素イデアルのシンボリック冪)

(3) Aのイデアル I に対して, Fn = In (イデアルの冪の整閉包)

(4) Aのイデアル I に対して, Fn = Ĩn (イデアルの冪のRatliff-Rush閉包)

(5) 次数環R =
⊕

n≥0Rnのとき, Fn =
∑

k≥nRk

定義 5.7と同様に, 環Aのイデアルの filtrationに基づくA-部分加群の filtrationを次のよ
うに導入する。

15例えば, Nagata’s bad example [75, Appendix A1]がある。
16(1)は随伴次数環 G(F)を考える上で不可欠な条件であり, (2)は blow-up代数に環構造を入れるための条

件である。(3)は, 任意の n ∈ Zに対して Fn = (0)という自明な filtrationを排除し, また blow-up代数を A-
代数とみなすために課されている。

13



定義 5.10. F = {Fn}n∈Zは環Aのイデアルの filtrationとする。M はA-加群とする。M の
A-部分加群の族M = {Mn}n∈ZがM のA-部分加群の F-filtrationであるとは, 次の 3条件

(1) 任意の n ∈ Zに対して, Mn ⊇ Mn+1

(2) 任意のm,n ∈ Zに対して, FmMn ⊆ Mm+n

(3) M0 = M

を満たすことである。A-加群M のA-部分加群の F-filtrationに対して

R(M) =
∑
n≥0

tn ⊗Mn ⊆ A[t]⊗A M

R′(M) =
∑
n∈Z

tn ⊗Mn ⊆ A[t, t−1]⊗A M

G(M) =R′(M)/t−1R′(M)

と定め, それぞれMのRees加群, 拡大Rees加群, 随伴次数加群という。但し, tはA上の不
定元とし, 任意の n ∈ Zに対して, tn ⊗Mn = {tn ⊗ x | x ∈ Mn} ⊆ A[t, t−1]⊗A M とする。

定義 5.7, 定義 5.10により, R(M)は次数R(F)-加群, R′(M)は次数R′(F)-加群であって,

F1 ̸= Aである場合には, G(M)は次数G(F)-加群である。なお, 任意の n ∈ Zに対して, A-

加群としての同型 tn ⊗Mn
∼= Mnを踏まえると

R(M) ∼=
⊕
n≥0

Mn, R′(M) ∼=
⊕
n∈Z

Mn, G(M) ∼=
⊕
n≥0

Mn/Mn+1

が成り立つ。以下, 本節においては, 次の設定の下に議論を進める。

設定 5.11. (A,m)はNoether局所環とし, M ̸= (0)は有限生成A-加群とする。F = {Fn}n∈Z
によりAのイデアルの filtrationを表し, M = {Mn}n∈ZはM のA-部分加群のF-filtration

とする。さらに, F1 ̸= Aであり, R(F)はNoether環であって, R(M)は有限生成R(F)-加
群と仮定する。M = mR(F) +R(F)+により, R(F)の次数付き極大イデアルを表す。

定理 5.12 ([94, Corollary 2.4, Proposition 2.5 (3), Corollary 2.6]). 次の主張が成り立つ。

(1) dimR(F)R(M) =

 dimAM + 1 (∃ p ∈ AsshAM s.t. F1 ̸⊆ p)

dimAM (その他)

(2) dimR′(F)R′(M) = dimAM + 1

(3) dimG(F)G(M) = dimAM

但し, AsshAM = {p ∈ SuppAM | dimA/p = dimAM}である。

ここで, 有限生成次数R(F)-加群N , dimR(F)N = tに対して

a(N) = max{n ∈ Z | [Ht
M(N)]n ̸= (0)}

と定め, N の a-不変量17と呼ぶ。次の定理で述べるように, Rees代数のCohen-Macaulay性
に関する後藤-下田の定理 (定理 2.4) は, イデアルや加群の filtrationに対しても成立する。

定理 5.13 ([47, Part II, Theorem (1.1)], [94, Theorem 3.8], [101, Theorem 1.1]). M は
Cohen-Macaulay A-加群とする。次の 2条件は同値である。

17[53, Definition (3.1.4)]を参照されたい。
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(1) R(M)は Cohen-Macaulay R(F)-加群であり, かつ dimR(F)R(M) = d+ 1である。

(2) G(M)は Cohen-Macaulay G(F)-加群であり, かつ a(G(M)) < 0である。

定理 5.13は, 1990年代に後藤-西田, 及びVietにより, イデアルの filtrationに基づく blow-

up代数に対して証明され, その後 2018年に, 谷口-Phuong-N. T. Dung-T. N. Anにより加群
の filtrationの場合へと拡張された。続いて, このような filtrationから構成される blow-up

代数の系列的 Cohen-Macaulay性について考察する。
設定 5.11の下, M の dimension filtration {Di}0≤i≤ℓ を取り, 各 1 ≤ i ≤ ℓに対し, Ci =

Di/Di−1とおく。ここで

Di = {Mn ∩Di}n∈Z, Ci = {[(Mn ∩Di) +Di−1]/Di−1}n∈Z.

を考えると, Diと CiはそれぞれDi, CiのA-部分加群の F-filtrationである。任意の n ∈ Z
に対して, A-加群としての短完全列

0 → [Di−1]n → [Di]n → [Ci]n → 0

から, 次数R(F)-加群としての短完全列が導出される。

0 → R(Di−1) → R(Di) → R(Ci) → 0

0 → R′(Di−1) → R′(Di) → R′(Ci) → 0

0 → G(Di−1) → G(Di) → G(Ci) → 0

補題 5.14 ([17, Proposition 5.1], [94, Lemma 3.1]). 次の主張が成り立つ。

(1) {R′(Di)}0≤i≤ℓはR′(M)の dimension filtrationである。

(2) 任意の p ∈ AssAM に対して, F1 * pと仮定すると, {R(Di)}0≤i≤ℓはR(M)の dimen-

sion filtrationである。

以上の準備の下,次の定理が成り立つ。特に,定理 5.16は,後藤-下田の定理の系列的Cohen-

Macaulay性への一般化である。

定理 5.15 ([17, Theorem 5.2], [94, Theorem 1.1]). 次の 2条件は同値である。

(1) R′(M)は系列的 Cohen-Macaulay R′(F)-加群である。

(2) G(M)は系列的 Cohen-Macaulay G(F)-加群であり, かつ {G(Di)}0≤i≤ℓは G(M)の
dimension filtrationである。

上記の同値条件が成り立つとき, M は系列的 Cohen-Macaulay A-加群である。

定理 5.16 ([17, Theorem 5.3], [94, Theorem 1.2]). M は系列的Cohen-Macaulay A-加群と
し, 任意の p ∈ AssAM に対して, F1 * pと仮定する。次の 2条件は同値である。

(1) R(M)は系列的 Cohen-Macaulay R(F)-加群である。

(2) G(M)は系列的 Cohen-Macaulay G(F)-加群, {G(Di)}0≤i≤ℓ は G(M)の dimension

filtrationであって, 任意の 1 ≤ i ≤ ℓに対して, a(G(Ci)) < 0である。

上記の同値条件が成り立つとき, R′(M)は系列的 Cohen-Macaulay R′(F)-加群である。

本節の最後に, 定理 5.15, 定理 5.16の Stanley-Reisner環への応用を論じる。
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設定 5.17. ∆は V = {1, 2, . . . , n} (n > 0)を頂点集合とする単体的複体で, ∆ ̸= ∅とする。
F(∆)により, ∆の facet全体の集合を表し, m = #F(∆)とおく。体 k上の多項式環 S =

k[X1, X2, . . . , Xn]内において, イデアル I∆ = (Xi1Xi2 · · ·Xir | {i1 < i2 < · · · < ir} /∈ ∆)

を考える。単体的複体∆に付随する Stanley-Reisner環

R = k[∆] = S/I∆

を Z-次数環 R =
∑

n≥0Rnとみなし, 各 n ∈ Zに対して In =
∑

k≥nRk とおくと, In = mn

となる。但し, m = R+ =
∑

n>0RnはRの次数付き極大イデアルである。

定義 5.18 ([4, 2.1 Definition]). 単体的複体 ∆が shellable18であるとは, m = 1または,

m ≥ 2であって, 次の 3条件

(1) F(∆) = {F1, F2, . . . , Fm}

(2) 任意の 2 ≤ i ≤ mに対して, ⟨F1, F2, . . . , Fi−1⟩ ∩ ⟨Fi⟩が pure19

(3) 任意の 2 ≤ i ≤ mに対して, dim ⟨F1, F2, . . . , Fi−1⟩ ∩ ⟨Fi⟩ = dimFi − 1

を満たすF1, F2, . . . , Fm ∈ F(∆)が存在することである。このようなF1, F2, . . . , Fm ∈ F(∆)

を shelling orderと呼ぶ。

単体的複体 ∆ が shellable ならば, shelling order F1, F2, . . . , Fm ∈ F(∆) を dimF1 ≥
dimF2 ≥ · · · ≥ dimFmを満たすように選ぶことができる。仮定より, ∆ ̸= {∅}であるので,

任意の p ∈ AssRに対して, p + I1が成り立つ。加えて, ∆が shellableならば, Rは系列的
Cohen-Macaulay環なので, 次を得る。

命題 5.19 ([94, Proposition 5.1]). 単体的複体∆が shellableならば, R′(m)は系列的Cohen-

Macaulay環である。

定理 5.20 ([94, Theorem 5.2]). ∆は shellableであり, shelling order F1, F2, . . . , Fm ∈ F(∆)

は dimF1 ≥ · · · ≥ dimFmを満たすと仮定する。次の 2条件は同値である。

(1) R(m)は系列的 Cohen-Macaulay環である。

(2) m = 1または, m ≥ 2であって,任意の 2 ≤ i ≤ mに対して, dimFi+1 > #F(∆1∩∆2)

が成り立つ。但し, ∆1 = ⟨F1, F2, . . . , Fi−1⟩, ∆2 = ⟨Fi⟩とする。

系 5.21 ([94, Corollary 5.4]). 定理 5.20の設定の下, m ≥ 2であり, dimFm ≥ 1と仮定
する。任意の 2 ≤ i ≤ mに対して, ⟨F1, F2, . . . , Fi−1⟩ ∩ ⟨Fi⟩が単体ならば, R(m)は系列的
Cohen-Macaulay環である。

例 5.22. ∆ = ⟨F1, F2, F3⟩を F1 = {1, 2, 3}, F2 = {2, 3, 4}, F3 = {4, 5}により定めると, ∆

は shellableであって, ⟨F1⟩ ∩ ⟨F2⟩と ⟨F1, F2⟩ ∩ ⟨F3⟩ は単体である。従って, R(m)は系列的
Cohen-Macaulay環である。

∆ =
1 4 5

2

3

18shellableとは, 単体的複体 ∆の facetを貝殻を 1枚ずつ重ねるように順番に並べられることを意味する。
19単体的複体∆が pureであるとは, 任意の F1, F2 ∈ F(∆)に対し, dimF1 = dimF2が成り立つことである。
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例 5.23. ∆ = ⟨F1, F2, F3, F4⟩を F1 = {1, 2, 5}, F2 = {2, 3}, F3 = {3, 4}, F4 = {4, 5}によ
り定めると, ∆は shellableである。∆1 = ⟨F1, F2, F3⟩, ∆2 = ⟨F4⟩を考えると

#F(∆1 ∩∆2) = 2 = dimF4 + 1

であるので, R(m)は系列的 Cohen-Macaulay環ではない。
1

2

3 4

5

∆ =

6 Blow-up代数のBuchsbaum性
Buchsbaum環は, 1973年にW. VogelがD. A. Buchsbaumの問題に対して否定的な結論

を得た事実を契機として, J. Stückrad-Vogelによって導入されたCohen-Macaulay環の拡張
概念である20。まず, Buchsbaumの問いを振り返りたい。
問題 6.1 ([8, page 228], [33, page 42]). (A,m)はNoether局所環とする。環Aの任意の巴
系イデアルQに対して, 差 ℓA(A/Q)− e0Q(A)は dimA− depthA, 或いは他の不変量によっ
て決定されるだろうか。
ここで, ℓA(X)によりA-加群Xの長さを表し, 有限生成A-加群M とその巴系イデアル q

に対して, e0q(M)は qに関するM の重複度とする。
現代的な観点から見れば, 上記の問いが正しくはないことは容易に判別されるが, その反例

がVogelによって初めて提示されたのは 1973年のことである ([102, Satz])。その後, 上記の
差 ℓA(A/Q)− e0Q(A)が一定値となる局所環の構造が解析される過程で, Buchsbaum環の概
念が, 同年 Stückrad-Vogelによって定義された。もっとも 1973年の段階では, Buchsbaum

環は I-環 (I-Ring) と呼ばれており ([88, Definition 2]), その翌年の 1974年に, Buchbaum

環という名称が初めて登場した ([89, Section 3, Definitionen, page 439])。
以下, (A,m)はNoether局所環とし, M は有限生成A-加群, s = dimAM とする。

定義 6.2 ([88, Definition 2], [89, Section 3, Definitionen, page 439]). A-加群M が Buchs-

baum環 A-加群であるとは, 差 I(M) = ℓA(M/qM) − e0q(M)が, M の巴系イデアル qの選
び方に依らず, 一定値21を取ることをいう。また, s ≥ 1の場合, この条件は, M の任意の巴
系 a1, a2, . . . , asがM -弱列 (weak M -sequence) を成すこと, 即ち, 任意の整数 0 ≤ i ≤ s− 1

に対して, 等式
(a1, . . . , ai)M :M ai+1 = (a1, . . . , ai)M :M m

が成り立つことと同値22である ([90, Theorem 1.12], [108, 定理 9.14])。なお, M が Buchs-

baum A-加群であることは, M の任意の巴系 a1, a2, . . . , asが d-列23を成す, 即ち, 任意の整
数 1 ≤ i ≤ j ≤ sに対して, 等式

(a1, . . . , ai−1)M :M aiaj = (a1, . . . , ai−1)M :M aj

20系列的 Cohen-Macaulay性とは別方向への拡張である。後藤四郎先生のお言葉であるが, Cohen-Macaulay
環との比較において, Buchsbaum 環とは双子であり, Buchsbaum 環の更なる一般化である FLC 環 (finitely
generated local cohomology modulesを持つ環) とは従兄弟, 系列的 Cohen-Macaulay環とは友達である。

21一般に, ℓA(M/qM) ≥ e0q(M)が成り立つ ([108, 命題 8.21]) ので, 一定値は非負整数値を取る。
22但し, i = 0のとき, (a1, . . . , ai) = (0)と定める。
23d-列の概念は, C. Huneke ([63, Definition 1.1]) により導入された。基本的性質に関しては, [108, 付録 D]

も併せて参照されたい。
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が成り立つこととも同値である ([63, Remarks (1), page 252], [108, 命題 9.12])。環 Aが
Buchsbaum環であるとは, A自身が Buchsbaum A-加群であることをいう。

M がBuchsbaum A-加群であるとき, M の巴系イデアル qの取り方に依らず定まる一定値

I(M) = ℓA(M/qM)− e0q(M)

をMのBuchsbaum不変量24という。次元正のBuchsbaum A-加群Mは, M -弱列により特徴
付けられるため, mHi

m(M) = (0) (∀ i ̸= s)であって,局所コホモロジー加群Hi
m(M) (∀ i ̸= s)

は剰余体A/m上の有限次元ベクトル空間となり, 等式

I(M) =

s−1∑
i=0

(
s− 1

i

)
ℓA(H

i
m(M))

が成り立つ ([90, Proposition 2.6])。Buchsbaum A-加群Mにおいて, 任意の p ∈ SuppAM \
{m}に対して,局所化MpはCohen-Macaulay Ap-加群であって,等式dimAp Mp = dimAM−
dimA/pが成り立つ ([108, 定理 9.6])。
有限生成A-加群M ̸= (0)に対し, s = dimAM とおくと, Hi

m(M) = lim−→n
ExtiA(A/m

n,M)

であるので, 自然な射
ExtiA(A/m

n,M) → Hi
m(M)

が得られる。次の定理が, 所謂, Buchsbaum性に関する surjectivity criterionである。

定理 6.3 ([90, Theorem 2.10], [108, 定理 9.19]). 任意の i ̸= sに対して, 上記の自然な射が
全射であれば, M は Buchsbaum A-加群である。Aが正則局所環であれば, 逆も正しい。

定理 6.3の帰結として, 次を得る。

系 6.4 ([90, Theorem 2.10], [108, 系 9.20]). t = depthAM < sかつHi
m(M) = (0) (i ̸= t, s)

と仮定する。このとき, M がBuchsbaum A-加群であるための必要十分条件は, mHt
m(M) =

(0)が成り立つことである。

例 6.5 ([108, 例 9.16]). kは体とし, S = k[[X,Y, Z,W ]]は k上の形式的冪級数環とする。こ
のとき, A = S/(X,Y ) ∩ (Z,W )は 2次元 Buchsbaum局所環, depthA = 1である。

以下, 与えられた blow-up代数が如何なる条件下で Buchsbaum環になり得るかという問
いを考察する。

定理 6.6 ([35, Theorem 1.1 (3)]). (A,m)は Buchsbaum局所環, d = dimA ≥ 1とする。A

の任意の巴系イデアルQに対して, G(Q)は Buchsbaum環である。

定理 6.7 ([87, Theorem 13]). (A,m)はBuchsbaum局所環, d = dimA ≥ 1とする。Aの任
意の巴系イデアルQに対して, R(Q)は Buchsbaum環である。

定理 6.6, 定理 6.7は, 後藤-下田の定理のBuchsbaum性への拡張可能性を示唆する。この
方面においては, 次の結果が知られている。

定理 6.8 ([37, Theorem (1.2)]). (A,m)はCohen-Macaulay局所環, d = dimA ≥ 2とし, 剰
余体A/mは無限とする。Aのm-準素イデアル I は極小重複度25を持つと仮定する。次の 2

条件は同値である。

(1) R(I)は Buchsbaum環である。
24或いは, I-不変量とも呼ばれる。
25等式 µA(I) = e0I(A) + d− ℓA(A/I)が成り立つことである。

18



(2) G(I)は Buchsbaum環である。
その後, 礎石イデアル I = Q :A mに付随する blow-up代数の Buchsbaum性を巡る諸問

題も提起され, 後藤, 西田に加え, 山岸規久道や櫻井秀人により精力的に解析されている。
本節においては, より多くの Buchsbaumとなる Rees代数の例を提供するという観点から,

Ratliff-Rush閉包に着目したい。ここで, 加群に対するRees代数を考察する。
Rees代数は通常イデアルに基づき定義されるが, 自由加群の対称代数が多項式環に同型で

ある事実を用いて, 自然に加群へと拡張され, 特異点論への応用を中核に加群に固有の理論
が展開されている ([25, 26, 27, 28, 29, 84, 85])。
定義 6.9 (加群のRees代数). AはNoether環とする。有限生成自由A-加群F = A⊕r (r > 0)

のA-部分加群M に対して, 包含写像から誘導される対称代数 SymA(−)の間の射

Sym(i) : SymA(M) → SymA(F ) = A[t1, t2, . . . , tr] = S

を考える。このとき, R(M) = ImSym(i)と定め, A-加群M のRees代数と呼ぶ。多項式環
Sを自然にZ-次数環と考え, この次数付けを用いてR(M)もZ-次数環の構造を持つ。従って

R(M) =
⊕
n≥0

Mn

と表せる。但し, MnはR(M)の n次斉次成分である。
A-加群M は, R(M)の 1次斉次成分 [R(M)]1に一致し, 対称代数は次数 1の斉次成分で

生成されるので, Rees代数R(M)はA上M により生成される標準的次数付き A-代数であ
る。また, r = 1の場合, A-加群M としてA内のイデアル I を選ぶと, 加群M のRees代数
はイデアル I のRees代数に一致する。即ち, R(M) = R(I) = A[It]が成り立つ。環A内の
イデアル I1, I2, . . . , Irに対して, A-加群M = I1⊕ I2⊕ · · ·⊕ Irを F = A⊕rのA-部分加群と
考えると, M のRees代数は多重Rees代数R(I1, I2, . . . , Ir) = A[I1t1, I2t2, . . . , Irtr]となる。
注意 6.10. M がA-加群として階数 e > 0を持つ26とすると, Ker Sym(i) = t(SymA(M))が
成り立つ。ここで, t(SymA(M))は SymA(M)のA-加群としての捩れ部分を表す。従って

R(M) ∼= SymA(M)/t(SymA(M))

となり, Rees代数R(M)はM の自由加群への埋め込みの取り方に依存しない。
定理 6.11 ([85, proposition 2.2]). (A,m)は Noether局所環, d = dimAとし, M は有限生
成自由A-加群 F = A⊕r (r > 0)のA-部分加群であって, 階数 rを持つとする。等式

dimR(M) = d+ r = d+ htR(M)R(M)+

が成り立つ。
加群の Rees代数は, イデアルの Rees代数の場合と異なり, 随伴次数環が存在しないとい

う顕著な事実により, その構造はイデアルの場合に比べ遥かに複雑となる。この事実を鑑み,

随伴次数環の非存在性を補うべく, 導入された概念が generic Bourbaki idealsである。
定義-定理 6.12 ([85, Definition 3.3, Theorem 3.5]). (A,m)は Noether局所環, d = dimA

とし, M は有限生成自由 A-加群 F = A⊕r (r > 0)のA-部分加群であって, 階数 rを持つと
する。depthAp ≤ 1を満たす任意の p ∈ SpecAに対して, Mpは自由Ap-加群であると仮定
する。A-加群M の生成元を a1, a2, . . . , anとし, A上の多項式環

A′ = A[Z] = A[Zij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r − 1]

26即ち, Q(A)により Aの全商環を表すとき, Q(A)⊗A M ∼= Q(A)⊕e が成り立つことである。

19



を考える。但し, Z = {Zij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r − 1}は A上の不定元の成す集合を表す。
また, M ′ = M ⊗AA′内において, xj =

∑n
i=1 Zijai (1 ≤ j ≤ r− 1)とおき, G′ =

∑r−1
j=1 A

′xj
とする。さらに

A′′ = A[Z]mA[Z], M ′′ = M ⊗A A′′, G′′ = G′ ⊗A′ A′′

とおく。このとき, G′′ ∼= (A′′)⊕(r−1)であって, gradeA′′ I > 0かつ E′′/G′′ ∼= I を満たすA′′

のイデアル Iが存在する ([85, Proposition 3.2])。イデアル IをEの generic Bourbaki ideal

という ([85, Definition 3.3])。上記の設定の下, 次の主張が成り立つ ([85, Theorem 3.5])。

(1) R(M)がCohen-Macaulay環であるための必要十分条件は, R(I)がCohen-Macaulay

環である。

(2) R(I)が正規ならば, R(M)は正規である。逆は, (0)でない任意の p ∈ SpecAに対し,

depthAp ⊗A R(M) ≥ r + 1ならば, 正しい。

従って, 加群のRees代数の議論がイデアルの場合に帰着されるのである。次に, 加群に対
する整閉包の概念を紹介する。

定義 6.13. Aは Noether環とし, M は有限生成自由 A-加群 F = A⊕r (r > 0)の A-部分加
群とする。整数 n ≥ 0に対して, Mnの整閉包を

Mn =
(
R(M)

S
)
n
⊆ Sn = Fn

により定める。但し, R(M)
S はR(M)の S内における整閉包を表す。言い換えるなら, Mn

は Sのイデアル (MS)nに対する整閉包の n次斉次成分にも一致する。即ち

Mn =
(
(MS)n

)
n

が成り立つ。特に, M =
(
MS

)
1
⊆ F であって, 元 x ∈ M は, 環 S内における等式

xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn = 0 (∃n > 0, ∃ ci ∈ M i)

を満たす。

注意 6.14 ([23, Lemma 2.2]). M が階数 rを持つならば, Q(R(M)) = Q(S)である。特に, A

が正規整域ならば, R(M)
Q(R(M))

= R(M)
Sが成り立つ。但し, Q(−)により全商環を表す。

以上を踏まえて, 加群に対するRatliff-Rush閉包を導入する。

定義 6.15 ([23, Definition 3.1]). AはNoether環,Mは有限生成自由A-加群F = A⊕r (r > 0)

のA-部分加群とする。自然な全射 ε : S → S/R(M)について, 環 Sの次数付き部分環

R̃(M)
S
= ε−1

(
H0

a(S/R(M))
)
⊆ S

を考える。但し, a = R(M)+とする。整数 n ≥ 0に対して, MnのRatliff-Rush閉包を

M̃n =

(
R̃(M)

S
)

n

⊆ Sn = Fn

により定める。即ち
M̃n =

⋃
ℓ>0

[
(Mn)ℓ+1 :Fn (Mn)ℓ

]
が成り立つ。特に, M̃ =

⋃
ℓ>0

[
M ℓ+1 :F M ℓ

]である。
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定義 6.15はイデアルのRatliff-Rush閉包の自然な拡張である。基本的性質等の詳細は, [23,

Section 3]を参照されたい。
定理 6.16 ([23, Theorem 1.2], [111,定理 3.6]). (A,m)は 2次元正則局所環とし,剰余体A/m

は無限とする。M ̸= (0)は有限生成 torsion-free A-加群とする。次の 2条件は同値である。
(1) M̃ = M

(2) ProjR(M)は正規スキーム
上記の同値条件が成り立つとき, R(M)がCohen-Macaulay環であるための必要十分条件は,

A-加群M が整閉である。
系 6.17 ([23, Theorem 5.1], [111, 系 3.7]). 定理 6.16の設定の下, 次の 3条件は同値である。
(1) R(M)は Buchsbaum環であり, かつ M̃ = M である。

(2) R(M)は Buchsbaum環であり, かつ ProjR(M)は正規である。

(3) mM ⊆ M であり, かつM ·M = M2である。
例 6.18. A = k[[X,Y ]]は無限体 k上の形式的冪級数環とする。次の主張が成り立つ。
(1) I = (X4, X3Y 2, XY 6, Y 8), M = I ⊕ I ⊆ F = A⊕A とおくと, R(M)はBuchsbaum

環ではない。

(2) I1 = (X6, X5Y 2, X4Y 3, X3Y 4, XY 7, Y 8), I2 = (X5, X4Y 2, X3Y 3, XY 6, Y 7) とし,

M = I1 ⊕ I2 ⊆ F = A⊕Aとおくと, R(M)は Buchsbaum環である。

(3) M =

〈(
X3

0

)
,

(
X2Y 2

0

)
,

(
XY 3

X3

)
,

(
Y 5

0

)
,

(
0

X2Y 2

)
,

(
0

XY 4

)
,

(
0

Y 5

)〉
とおくと,

A-加群M は直既約であり, R(M)は Buchsbaum環である。

7 Blow-up代数のCohen-Macaulay正規性
本小稿の掉尾を飾るべく, 本節では blow-up代数, 特にRees代数のCohen-Macaulay正規

性について論じる。第 6節において, 加群に対する整閉包を紹介したが, ここではイデアル
の場合の定義を改めて振り返りたい。
以下, Aは Noether環, I は Aのイデアルとする。元 x ∈ Aが I 上で整 (integral over I)

であるとは, 等式
xn + c1x

n−1 + · · ·+ cn = 0, ∃n > 0, ∃ ci ∈ Ii (1 ≤ i ≤ n)

を満たすことである。イデアル I 上で整であるような環Aの元全体の集合

I = {x ∈ A | x は I 上で整である }

は Aのイデアルであって, I の整閉包 (integral closure) と呼ばれる。等式 I = I が成り立
つとき, イデアル I は整閉といい, I の任意の冪が整閉であるとき, 即ち, In = Inが任意の
整数 n ≥ 1に対して成立するとき, I は正規であるという。なお, Aが正規整域の場合, Rees

代数の正規性はイデアルの正規性と同値である。本節で考察する問題は下記の通りである。
問題 7.1. (A,m)は正則局所環, d = dimAとし, I は整閉な m-準素イデアルとする。この
とき, いつRees代数R(I)は Cohen-Macaulay正規整域となるか。
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問題 7.1に対して, d ≤ 1の場合は, 定義により, R(I)は常に Cohen-Macaulay正規整
域である。d = 2の場合は, Zariskiの定理 ([104, Part II, Section 12], [105, Appendix 5,

Theorem 2’], [64, Theorem 3.7]) により, R(I)は正規であって, Lipman-Tessierの定理 ([70,

Proposition 5.5], [64, Theorem 5.1], [66, Theorem 3.1]) と後藤-下田の定理 (定理 2.4) によ
り, R(I)はCohen-Macaulay環である。なお, 2次元の場合には, 環Aの正則性を緩和して,

(A,m)が 2次元有理特異点27の場合にも, 剰余体が無限ならば, Rees代数 R(I)は Cohen-

Macaulay正規整域である ([69, Theorem (7.1)], [112, 5.45 定理])。有理特異点とイデアル
の整閉性に関しては次の定理がある。
定理 7.2 ([19, Theorem 1]). (A,m)は 2次元優秀正規局所整域とし, 剰余体 A/mは代数閉
体であると仮定する。次の 3条件は同値である。
(1) Aは有理特異点である。

(2) I, J が整閉なm-準素イデアルならば, IJ は整閉である。

(3) I がAの整閉なm-準素イデアルならば, I2は整閉である。
同論文 ([19]) において, 環 A = Q[[X,Y, Z]]/(X3 + 3Y 3 + 9Z3) は有理特異点ではない 2

次元正規局所整域であって, 任意の整閉なm-準素イデアル I, Jに対して, IJが整閉であるこ
とも示されている。即ち, 定理 7.2では, 剰余体A/mが代数閉体という仮定は不可欠である。
議論を正則局所環に戻して, d ≥ 3の場合を考察すると, 実は次の例が存在する。

例 7.3 ([92, Exercise 1.14]). A = k[[X,Y, Z]]は体 k上の形式的冪級数環とする。このとき

Q = (X7, Y 3, Z2), I = Q = (X7, Y 3, Z2, X5Y,X4Z,X3Y 2, X2Y Z, Y 2Z)

とおくと, I = I, I2 ̸= I2, I2 = QI である。故に, R(I)は Cohen-Macaulay環であるが, 正
規ではない。
例 7.4 ([62, Theorem 3.11]). A = k[[X,Y, Z]]は体 k上の形式的冪級数環とする。ch k ̸= 3

と仮定し, I = (X4, X(Y 3 + Z3), Y (Y 3 + Z3), Z(Y 3 + Z3)) +m5とおくと, I は正規である
が, G(I)はCohen-Macaulay環ではない。故に, R(I)は正規であるが, Cohen-Macaulay環
ではない。但し, m = (X,Y, Z)とする。
つまり, d ≥ 3の場合, 例 7.4が示すように, 正規性は Cohen-Macaulay性を導かない。同

様に, 例 7.3より, Cohen-Macaulay環であるが, 正規でない Rees代数も存在する。従って,

Rees代数のCohen-Macaulay性と正規性は独立の概念であり, Rees代数がCohen-Macaulay

かつ正規整域になるためには, 基礎環, 或いはイデアルに対する制約条件が必要となる。本
節では基礎環を正則と仮定しているので, イデアルに対する条件に焦点を当て議論を進める。
とりわけ, その条件として生成元の個数に注目して考察する。ここで, v(−)により環の埋め
込み次元を表し, µA(−)は極小生成系の個数である。この方面においては, 次の結果がある。
定理 7.5 ([36, Corollary (1.3)]). (A,m)は正則局所環, d = dimAとし, I は整閉なm-準素
イデアルとする。次の主張が成り立つ。
(1) µA(I) = dならば, R(I)は Cohen-Macaulay正規整域である。

(2) µA(I) = dであることの必要十分条件は, v(A/I) ≤ 1である。
定理 7.6 ([12, Theorem 1.1, Corollary 3.3], [13, Section 4]). (A,m)は正則局所環, d = dimA

とし, I は整閉なm-準素イデアルとする。次の主張が成り立つ。
27正規局所環 Aが有理特異点であるとは, 特異点解消 f : X → SpecAであって, Hi(X,OX) = (0) (∀ i > 0)

を満たすものが存在することをいう。
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(1) µA(I) = d+ 1ならば, R(I)は Cohen-Macaulay正規整域である。

(2) µA(I) = d+ 1ならば, v(A/I) ≤ 2である。

以上の先行研究を踏まえて, 本報告書の最後に最近の結果を紹介したい。

定理 7.7 ([25]). (A,m)は正則局所環, d = dimAとし, I は整閉なm-準素イデアルとする。
次の主張が成り立つ。

(1) v(A/I) ≤ 2ならば, R(I)は Cohen-Macaulay正規整域である。

(2) µA(I) ≤ d+ 2ならば, v(A/I) ≤ 2である。

特に, µA(I) ≤ d+ 2ならば, R(I)は Cohen-Macaulay正規整域である。

例 7.8. A = k[[X,Y, Z]]は体 k上の形式的冪級数環とする。次の主張が成り立つ。

(1) I = (X3, Y 3, Z) = (X3, X2Y,XY 2, Y 3, Z)とおくと, I は整閉な m-準素イデアルで
あって, µA(I) = 5 = d+ 2である。故に, R(I)は Cohen-Macaulay正規整域である。

(2) I = (X4, Y 4, Z) = (X4, X3Y,X2Y 2, XY 3, Y 4, Z)とおくと, I は整閉な m-準素イデ
アルであって, µA(I) = 6 > d + 2であるが, v(A/I) = 2である。従って, R(I)は
Cohen-Macaulay正規整域である。

(3) 任意の f ∈ m\m2と整数 n ≥ 1に対し, I = (f)+mnとおくと, Iは整閉なm-準素イデ
アルであって, v(A/I) ≤ 2である。故に, R(I)は Cohen-Macaulay正規整域である。

定理 7.9 ([25]). 標数 0の体 k上の多項式環A = k[X1, X2, . . . , Xd]における整閉なm-準素イ
デアル Iに対して, µA(I) ≤ d+3かつ Iが単項式イデアルならば, R(I)はCohen-Macaulay

正規整域である。
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[2] V. Barucci and R. Fröberg, One-dimensional almost Gorenstein rings, J. Algebra, 188 (1997),
no. 2, 418–442.

[3] H. Bass, On the ubiquity of Gorenstein rings, Math. Z., 82 (1963), 8–28.

[4] A. Björner and M. L. Wachs, Shellable nonpure complexes and posets. I, Trans. Amer. Math.
Soc., 348 (1996), no.4, 1299–1327.

[5] W. Bruns and A. Conca, F-rationality of determinantal rings and their Rees rings, Michigan
Math. J., 45 (1998), no.2, 291–299.

[6] W. Bruns and J. Herzog, Cohen-Macaulay Rings, Cambridge University Press, Cambridge,
1993.

[7] W. Bruns and U. Vetter, Determinantal rings, Lecture Notes in Mathematics, 1327, Springer-
Verlag, Berlin, 1988.

[8] D. A. Buchsbaum, Complexes in local ring theory, Some Aspects of Ring Theory, C.I.M.E.,
Rome, 1965.

23



[9] E. Celikbas, O. Celikbas, S. Goto, and N. Taniguchi, Generalized Gorenstein Arf rings, Ark.
Mat., 57 (2019), no.1, 35–53.

[10] E. Celikbas, N. Endo, J. Laxmi, and J. Weyman, Almost Gorenstein determinantal rings of
symmetric matrices, Comm. Algebra, 50 (2022), no.12, 5449–5458.

[11] T. D. M. Chau, S. Goto, S. Kumashiro, and N. Matsuoka, Sally modules of canonical ideals
in dimension one and 2-AGL rings, J. Algebra, 521 (2019), 299–330.
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