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定数係数2階線型微分方程式

定数 p，qと関数 f(t)が与えられたとき，tを変数とする関数 xについての微分方程式

d2x

dt2
+ p

dx

dt
+ qx = f(t) (1)

を定数係数２階線形微分方程式という．特に，右辺の f(x)が定数関数 f(x) = 0のとき

d2x

dt2
+ p

dx

dt
+ qx = 0 (2)

を斉次方程式とよぶ．これに対して f(x) ̸= 0であるような (1)を非斉次方程式とよぶ．

非斉次方程式の解法（定数変化法）

斉次方程式 (2)の解を変形することで，非斉次方程式 (1)の解を求めよう．そのために， (2)の解を思い

出そう． (2)の特性方程式の解（特性根）を α，β とする．このとき，

斉次方程式 (2)の一般解．� �
1. 　 α ̸= β のとき，(2)の一般解は

x(t) = Aeαt +Beβt (A, B :任意定数)

2. 　 α = β（αが重根）のとき，(2)の一般解は

x(t) = Aeαt +Bteαt (A, B :任意定数)� �
α ̸= β の場合

(2)の一般解の定数 A，B を tについての関数 A(t)，B(t)に置き換えて，

x(t) = A(t)eαt +B(t)eβt (3)

1



が (1)の解になるよう A(t)，B(t)を求めよう． (3)の両辺を tで微分すると

dx

dt
=

dA

dt
eαt + αA(t)eαt +

dB

dt
eβt + βB(t)eβt. (4)

ここで，

0 =
dA

dt
eαt +

dB

dt
eβt (5)

を要請すると，

(4) ⇔ dx

dt
= αA(t)eαt + βB(t)eβt. (6)

(6)の両辺をさらに tで微分すると

d2x

dt2
= α

dA

dt
eαt + α2A(t)eαt + β

dB

dt
eβt + β2B(t)eβt. (7)

(3)，(6)，(7)より

d2x

dt2
+ p

dx

dt
+ qx = α

dA

dt
eαt + β

dB

dt
eβt + (α2 + pα+ q)A(t)eαt + (β2 + pβ + q)B(t)eβt

= α
dA

dt
eαt + β

dB

dt
eβt. (8)

ここで，α，β は 0 = λ2 + pλ+ qの解であることを使った．従って， (3)が (1)の解であるためには，

α
dA

dt
eαt + β

dB

dt
eβt = f(t).

これと (5)より 
dA

dt
=

1

α− β
e−αtf(t)

dB

dt
= − 1

α− β
e−βtf(t).

(9)

これらを積分すれば，A(t)，B(t)が得られ，(3)へ代入することで (1)の解が求まる．

例 12
d2x

dt2
− 5

dx

dt
+ 6x = e2t

を解く．
d2x

dt2
− 5

dx

dt
+ 6x = 0の特性根を求めると

0 = λ2 − 5λ+ 6 = (λ− 2)(λ− 3) λ = 2, 3.

これと f(t) = e2t より

(9) ⇔


dA

dt
= e−t

dB

dt
= −1

⇒

A(t) = −e−t + C1

B(t) = −t+ C2.

これらを (3)へ代入して

x(t) = −e2t − te2t + C1e
3t + C2e

2t (C1, C2は任意定数)

を得る．

問題 9 次の微分方程式を解け．

(1)
d2x

dt2
− 6

dx

dt
− 8x = te2t (2)

d2x

dt2
− 5

dx

dt
+ 6x = sin t (3)

d2x

dt2
− 5

dx

dt
+ 6x = 6t− 6
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