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定数係数2階線型微分方程式

定数 p，qと関数 f(t)が与えられたとき，tを変数とする関数 xについての微分方程式

d2x

dt2
+ p

dx

dt
+ qx = f(t) (1)

を定数係数２階線形微分方程式という．特に，f(x) = 0のとき (1)を斉次方程式，f(x) ̸= 0のとき (1)を非

斉次方程式という．

斉次方程式の解法

斉次方程式
d2x

dt2
+ p

dx

dt
+ qx = 0 (2)

を変数分離形や 1階線型微分方程式に帰着させることで解きたい．そのために次の考察をする．もし，あ

る定数 α, β を用いて (2)の左辺が

(2)の左辺 =
d2x

dt2
− α

dx

dt
− β

(
dx

dt
− αx

)
(3)

と表せたとすると

X(t) =
dx

dt
− αx (4)

とおくことにより，(2)は
dX

dt
= βX

と書き直すことができる．これはX についての変数分離形なので解くことができ，

X(t) = Ceβt (C は任意定数) (5)

を得る．これを (4)へ代入すると
dx

dt
− αx = Ceβt (6)

となり，(2)は xについての 1階線型微分方程式 (6)に帰着できる．
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そこで，(3)を満たす α, β を求める．(2)の左辺と (3)の右辺を比べると

(3) ⇔ p = −(α+ β), q = αβ

であることが分かるので，α, β は２次方程式

λ2 + pλ+ q = 0 (7)

の解であることが分かる．(7)を (2)の特性方程式といい，その解 α, β を特性根という．

問題 6 α, β を斉次方程式 (2)の特性根とする．

(1) α ̸= β のとき，1階線型微分方程式 (6)を解け．

(2) α = β のとき，1階線型微分方程式 (6)を解け．
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