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同次形微分方程式

tを変数とする関数 xについて，微分方程式

dx

dt
= f

(x
t

)
(ただし，t ̸= 0) (1)

を同次形微分方程式という．ここで，f(u)は与えられた関数とする．

例 5
dx

dt
=

x

t
は同次形．対応する f(u)は f(u) = u．

例 6
dx

dt
=

x2 + 2tx

t2
は同次形．対応する f(u)は f(u) = u2 + 2u．

同次形微分方程式 (1)について u =
x

t
とおくと，x = tuより,

dx

dt
= u+ t

du

dt
．これらを (1)に代入すると，

(1) ⇔ u+ t
du

dt
= f(u)

⇔ du

dt
=

f(u)− u

t

となり，関数 u = u(t)についての変数分離形に帰着できる．

例 7
dx

dt
=

x

t
を解いてみよう．u =

x

t
とおくと，

dx

dt
=

x

t
⇔ u+ t

du

dt
= u

⇔ du

dt
= 0

⇔ u(t) = C

⇔ x(t) = Ct. (C は任意の定数)

例 8
dx

dt
=

x2 + 2tx

t2
を解いてみよう．u =

x

t
とおくと，

dx

dt
=

x2 + 2tx

t2
⇔ u+ t

du

dt
= u2 + 2u

⇔ du

dt
=

u(u+ 1)

t
.

1



まず，uについて，全ての tで u(t) ̸= 0,−1であるような解を探そう．両辺を u(u+ 1)で割り tについて積

分すると ∫
1

u(u+ 1)

du

dt
dt =

∫
1

t
dt = log|t|+ C1. (C1は任意の定数) (2)

置換積分より左辺は ∫
1

u(u+ 1)

du

dt
dt =

∫ (
1

u
− 1

u+ 1

)
du = log| u

u+ 1
|. (3)

(2)と (3)から，

(2) ⇔ log| u

u+ 1
| = log|t|+ C1

⇔ log| u

(u+ 1)t
| = C1

⇔ u

(u+ 1)t
= ±eC1

⇔ u

(u+ 1)t
= C. (C = ±eC1とおいた．C ̸= 0に注意)

これに u =
x

t
を代入し，xについて解くと

x(t) =
Ct2

1− Ct
. (C は 0でない定数) (4)

一方，ある t（t = t0 とする）で u(t0) = 0（または u(t0) = −1）となるような解は定数関数 u(t) = 0（ま

たは u(t) = −1）のみ．u =
x

t
より，これらはそれぞれ，x(t) = 0，または x(t) = −t．x(t) = 0は， (4)

において，C = 0としたもの．x(t) = −tは (4)の形には含まれない．以上より，
dx

dt
=

x2 + 2tx

t2
の解は，

x(t) =
Ct2

1− Ct
(C は任意の定数) または x(t) = −t

となる．

問題 2 次の微分方程式を解け．

(1)
dx

dt
= 2− x

t
(2)

dx

dt
= 1 +

x

t
+

x2

t2
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