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発展：定数係数２階線形微分方程式の特解の求め方 - f(x)が一般の場合
前回，定数係数２階線形微分方程式の非同次方程式

y′′ + py′ + qy = f(x)（p, qは定数） (1)

において，f(x)が特別な形をしている場合に特解の発見法を説明した．f(x)が一般の場合に特解を求める
には，ラプラス変換を用いる方法や定数変化法などがあるが，ここではグリーン関数との畳み込みによって
特解を求める方法を説明する．
特性方程式 λ2 + pλ + q = 0の解を α，β とする．関数 G(x)を次で定める

G(x) =


eαx − eβx

α − β
(α 6= βのとき)

xeαx (α = βのとき).

このとき，次が成り立つ．
定理（(1)の特解）� �

関数 uを
u(x) =

∫ x

0

G(x − t)f(t)dt (2)

とおくと，uは (1)の解で u(0) = u′(0) = 0を満たす．� �
定理の証明のための準備をする．ふたつの連続関数 f，gに対して，新しい関数 f ∗ gを

(f ∗ g)(x) =
∫ x

0

f(x − t)g(t)dt

と定める．f ∗ gを f と gの畳み込みという．これを使うと，(2)は u(x) = (G ∗ f)(x)と書くことが出来る．
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畳み込みの性質� �
畳み込みについて次が成り立つ．

(1) (f1 ∗ f2) ∗ g = f1 ∗ g + f2 ∗ g

(2) (kf) ∗ g = f ∗ (kg) = kf ∗ g（k ∈ R）

(3) f ∗ g = g ∗ f

(4) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

(5) f ∗ g = 0ならば，f = 0または g = 0．� �
定理の証明．常微分方程式の解の存在と一意性より，(1)の解 uで u(0) = u′(0) = 0を満たすものがただ

一つある．それを uとする．uが (2)であることを示す．

v = u′ − βu (3)

とおくと，vは
v′ − αv = f(x), v(0) = 0 (4)

を満たす．そこでまず，(4)の解を求める．(4)は一階線形微分方程式なので，まず，v′ −αv = 0を解くと，
v = Ceαx（C は定数）．そこで今度は，v = C(x)eαxの形の (4)の解を探す．v = C(x)eαxを (4)の左辺に
代入すると

v′ − αv = C ′(x)eαx.

これと (4)を比べて，

C ′(x) = e−αxf(x).

C(x) =
∫ x

0

e−αtf(t)dt.

（ここで，v(0) = 0に注意する．）よって，(4)の解は

v(x) = eαx

∫ x

0

e−αtf(t)dt =
∫ x

0

eα(x−t)f(t)dt = (eαx ∗ f)(x).

また，(3)より求める uは
u′ − βu = v = (eαx ∗ f)(x), u(0) = 0 (5)

を満たすので (5)は (4)と同様に解くことができ，解は

u = (eβx ∗ v)(x) =
(
eβx ∗ (eαx ∗ f)

)
(x) =

(
(eβx ∗ eαx) ∗ f

)
(x).

よって，(eβx ∗ eαx)(x) = G(x)を示せばよい．

(eβx ∗ eαx)(x) =
∫ x

0

eβ(x−t)eαtdt

= eβx

∫ x

0

e(α−β)tdt

=


eαx − eβx

α − β
α 6= β

xeαx α = β.

= G(x).

注 1 定理は，一般の f(x)に対して (1)の特解を一つ与える．しかし，具体的な f(x)が与えられたときに
この方法で特解を求めるのは，一般には，計算が煩雑であまり有効ではないことが多い．
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