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定数係数２階線形微分方程式の特解の発見法
定数係数２階線形微分方程式の非同次方程式

y′′ + py′ + qy = f(x)（p, qは定数） (1)

を考える．

定理 1 uが (1)の解である（つまり，uが (1)を満たす）とする.

(i) zが (1)の右辺を 0に置き換えた同次方程式

y′′ + py′ + qy = 0 (2)

の解であるとする．このとき，y = u + zとおくと yは (1)の解になる．

(ii) yが (1)の解であるとする．このとき，z = y − uとおくと zは (2)の解になる．

つまり，(1)の一般解について次が成り立つ

(1)の一般解 = u + (2)の一般解.

したがって，(1)の一般解を求めるには (1)の解を１つ見つければよい．この１つの解を特解と呼ぶ．以下
では，右辺の f(x)が特別な形をしている場合について特解の発見方法を説明する．

1



特別な場合の特解の発見法１

特解の発見法 1� �
(1)において，

f(x) = (xの n次多項式 (n ≥ 0)) × eαx

とする．このとき，αが λ2 + pλ + q = 0のm重根∗ならば, (1)は

y = (xの n次多項式) × xmeαx

の形の特解を持つ.
∗m = 0 ⇔ α は λ2 + pλ + q = 0 の根ではない
m = 1 ⇔ α は λ2 + pλ + q = 0 の単根（異なる二つの根の内の一つ）
m = 2 ⇔ α は λ2 + pλ + q = 0 の重根� �

例題 11 次の微分方程式の一般解を求めよ.

(1) y′′ − 6y′ + 8y = x2 (2) y′′ − 3y′ + 2y = e2x (3) y′′ − 4y′ + 4y = e2x

解. (1)L[y] = y′′−6y′+8yとおく. まず同次方程式L[y] = 0の一般解を求める．特性根は 0 = λ2−6λ+8 =
(λ − 2)(λ − 4)より λ = 2, 4．よって，L[y] = 0の一般解は

y = Ae2x + Be4x（A,B：任意定数）.

次に，非同次方程式 L[y] = x2 の特解を求める．これは特解の発見法 1において n = 2，α = 0に該当．
α = 0は特性根ではないので，m = 0．よって，y = ax2 + bx + cの形の特解があるはず．これを L[y]へ代
入すると

L[y] = 2a − 6(2ax + b) + 8(ax2 + bx + c) = 8ax2 + (−12a + 8b)x + 2a − 6b + 8c.

これと (1)の右辺を比べて

8a = 1, −12a + 8b = 0, 2a − 6b + 8c = 0. ∴ a =
1
8
, b =

3
16

, c =
7
64

.

よって，特解は
y =

1
8
x2 +

3
16

x +
7
64

.

以上より (1)の一般解は

y =
1
8
x2 +

3
16

x +
7
64

+ Ae2x + Be4x（A,B：任意定数）.

(2)L[y] = y′′ − 3y′ + 2yとおく．まず同次方程式 L[y] = 0の一般解を求める．特性根は 0 = λ2 − 3λ + 2 =
(λ − 1)(λ − 2)より λ = 1, 2．よって，L[y] = 0の一般解は

y = Aex + Be2x（A,B：任意定数）.

次に，非同次方程式 L[y] = e2x の特解を求める．これは特解の発見法 1において n = 0，α = 2に該当．
α = 2は特性方程式の異なる２つの解のうちの１つなので，m = 1．よって，y = axe2xの形の特解がある
はず．これを L[y]へ代入すると

L[y] = ae2x.
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これと (2)の右辺を比べて
a = 1.

よって，特解は
y = xe2x.

以上より (2)の一般解は
y = xe2x + Aex + Be2x（A,B：任意定数）.

(3) L[y] = y′′ − 4y′ + 4yとおく．まず同次方程式 L[y] = 0の一般解を求める．特性根は 0 = λ2 − 4λ + 4 =
(λ − 2)2 より λ = 2を重根にもつ．よって，L[y] = 0の一般解は

y = Ae2x + Bxe2x（A,B：任意定数）.

次に，非同次方程式 L[y] = e2x の特解を求める．これは特解の発見法 1において n = 0，α = 2に該当．
α = 2は特性方程式の重根なので，m = 2．よって，y = ax2e2x の形の特解があるはず．これを L[y]へ代
入すると

L[y] = 2ae2x.

これと (3)の右辺を比べて
a =

1
2
.

よって，特解は
y =

1
2
x2e2x.

以上より (3)の一般解は

y =
1
2
x2e2x + Ae2x + Bxe2x（A,B：任意定数）.

問題 17 次の微分方程式の一般解を求めよ.

(1) y′′ + 2y′ + y = x2 (2) y′′ − 2y′ = 1 + x (3) y′′ + 2y′ + y = e−x

特別な場合の特解の発見法 2

特解の発見法 2� �
(1)において，

f(x) = (xの n次多項式 (n ≥ 0)) × eax × cos bx（または sin bx）（a, b ∈ R）

とする．このとき，a +
√
−1bが λ2 + pλ + q = 0のm重根ならば, (1)は

y = (xの n次多項式) × xmeax × (A cos bx + B sin bx)

の形の特解を持つ.� �
例題 12 微分方程式 y′′ − 6y′ + 9y = cos xの一般解を求めよ.
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解. L[y] = y′′ − 6y′ + 9yとおく．まず同次方程式 L[y] = 0の一般解を求める．特性根は 0 = λ2 − 6λ + 9 =
(λ − 3)2 より 2重根 λ = 3を持つ．よって，一般解は

y = Ae3x + Bxe3x（A,B：任意定数）.

次に，非同次方程式 L[y] = cos xの特解を求める．これは特解の発見法 2において n = 0，a = 0，b = 1に
該当．a +

√
−1b =

√
−1は特性根ではないので，m = 0．よって，y = C cos x + D sin xの形の特解がある

はず．これを L[y]へ代入すると

L[y] = (8C − 6D) cos x + (8D + 6C) sin x.

これと L[y] = cos xの右辺を比べて

8C − 6D = 1, 8D + 6C = 0. ∴ C =
2
25

, D = − 3
50

.

よって，特解は
y =

2
25

cos x − 3
50

sinx.

以上より L[y] = cos xの一般解は

y =
2
25

cos x − 3
50

sinx + Ae3x + Bxe3x（A,B：任意定数）.

問題 18 次の微分方程式の一般解を求めよ.

(1) y′′ − 3y′ + 2y = sin x (2) y′′ + y = cos x
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