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微分法の復習
1変数関数 f について，極限

f ′(a) = lim
h→0

f(a + h) − f(a)
h

が存在する時，f は点 x = aにおいて微分可能であるといい，f ′(a)を f の点 x = aにおける微分係数とい
う．また，関数 f が定義された各点 xで微分可能な時，各点 xにその点における微分係数 f ′(x)を対応さ
せる関数を導関数といい，f ′， df

dx などと表す．
微分の性質� �

f，gを微分可能な関数，cを定数とする．
(1) 次が成り立つ

(cf)′(x) = cf ′(x),

(f ± g)′(x) = f ′(x) ± g′(x),

(fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)（積の微分法）,(
f(x)
g(x)

)′

=
f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g(x)2
（商の微分法）.

(2) 合成関数 g ◦ f が考えられる時，g ◦ f も微分可能で次が成り立つ

(g ◦ f)′(x) = g′ (f(x)) f ′(x)（合成関数の微分法）.

(3) 関数 f が微分可能な逆関数 f−1 をもつならば，

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
但し y = f(x)（逆関数の微分法）.� �

問題 1 指数関数は，(ex)′ = exを満たす．これを用いて，対数関数 y = log x（x > 0）が y′ = (log x)′ =
1
x

を満たす事を示せ．

問題 2 次の関数の導関数を求めよ．

(1) x log x − x (2) xex (3) x sinx (4)
x

sinx
(5) ex2

(6) ax (a > 0)
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例題 1 (逆三角関数) −1 ≤ x ≤ 1を満たす任意の xに対して

x = sin y かつ − π

2
≤ y ≤ π

2
(1)

となる yがただ１つある．−1 ≤ x ≤ 1なる xに (1)を満たす yを対応させる関数を sin−1（または arcsin）
と表す．sin−1 xの導関数を求めよ．

解：y = sin−1 xとおく．y = sin−1 x ⇔ x = sin yかつ −π

2
≤ y ≤ π

2
より x = sin yの両辺を xで微分する

と 1 = y′ cos y．ここで −π

2
≤ y ≤ π

2
より cos y ≥ 0に注意すると cos y =

√
1 − sin2 y と書ける．これと

x = sin yを用いると

1 = y′ cos y = y′
√

1 − x2 ∴ y′ = (sin−1 x)′ =
1√

1 − x2
.

問題 3 −1 ≤ x ≤ 1を満たす任意の xに対して

x = cos y かつ 0 ≤ y ≤ π

を満たす y（これはただ１つ）を対応させる関数を cos−1（または arccos）と表す．tanについても同様に，
任意の xについて

x = tan y かつ − π

2
< y <

π

2
を満たす y（これもただ一つ）を対応させる関数を tan−1（または arctan）と表す．次の関数の導関数を求
めよ．

(1) cos−1 x (2) tan−1 x (3) sin−1(
x

a
) (a > 0)

問題 4 (双曲線関数) 双曲線関数 sinh，cosh，tanhを以下で定める

cosh x =
ex + e−x

2
, sinhx =

ex − e−x

2
, tanhx =

sinhx

cosh x
.

双曲線関数の導関数 sinh′(x)，cosh′(x)，tanh′(x)を求めよ.
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