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問題 3，4を解答し，A4レポート用紙にまとめて 2014年 7月 25日（金）16時までに数学科
資料室（第二校舎 6号館 6607室）にあるレポート提出用ポストに提出すること．なお，解答をレ
ポートにまとめる際，結論だけでなく途中の説明も記すこと．

問題 3 Dを R2の領域とし，X を C∞級写像

p(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) , (u, v) ∈ D

でパラメータ表示される曲面とする．(u(t), v(t))をDのC∞級曲線とするとき，XのC∞級曲線
γ(t) := p(u(t), v(t))が測地線であるとは，全ての tで d2γ

dt2
(t)が γ(t)におけるXの法線ベクトルと

なるときをいう．次の問に答えよ．
(1) 曲面X の第１基本形式の係数について E = 1，F = 0が成り立つならば，X の C∞ 級曲線
γ(t) = p(u0 + t, v0)は測地線であることを示せ．ただし，(u0, v0) ∈ Dとする．
(2) 単位球面 S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}の曲線 γ(t) = (cos t cos v, cos t sin v, sin t)が
測地線であることを示せ．

問題 4 X1，X2をそれぞれ，パラメータ表示 S1 : U1 → X1，S2 : U2 → X2で表される曲面とす
る．X1からX2へのC∞級写像 ϕ : X1 → X2が次の条件をみたすとき，ϕは共形写像であるとい
う：正の値をとるX1上のC∞級関数 λ : X1 → Rが存在し，全ての p ∈ X1と全ての ξ，η ∈ TpX1

に対して
λ(p)2(ξ · η) = ϕ∗p(ξ) · ϕ∗p(η)

が成り立つ．ここで，ξ · ηは ξと ηの内積とする．
(1) C∞級写像 ϕ : X1 → X2に対して

(z(u, v), w(u, v)) = S−1
2 ◦ ϕ ◦ S1(u, v)

とおく．このとき，ϕが共形写像ならば
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が成り立つことを示せ．ただし，Ei，Fi，Gi（i = 1, 2）はXiの第１基本形式の係数とする．
(2) X1，X2がそれぞれ単位球面，円柱

X1 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}
X2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1}

であり，それらのパラメータ表示が

S1(u, v) = (cos u cos v, cos u sin v, sinu) − π

2
< u <

π

2
, 0 < v < 2π

S2(z, w) = (cos w, sinw, z) 0 < w < 2π, z ∈ R

の場合を考える．f(u)を f(0) = 0を満たす C∞級関数とする．C∞級写像 ϕ : X1 → X2を

ϕ (S1(u, v)) = S2 (f(u), v)

で定義する．ϕが共形写像であるとき，f を具体的に求めよ．
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