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G，H を群とし，G，H の単位元をそれぞれ eG，eH と書くことにする．

定義 1 GとH の元を有限個並べた列をGとH の元を文字とする word といい，w，vなどの記
号で表す．また，何も並んでいない空な列も便宜的に word と考え，eと表す．

例 1 w = g1, h1, g2, h2, h3（gi ∈ G，hj ∈ H）, v = g（g ∈ G），e =“ ”

word に関する次の 2つの操作を考える．

（I）w = x1, x2, . . . , xn（xiはGまたはHの元）の前，後ろ、或いは文字の間に eGまたは eH を
挿入する．

（II）w = x1, x2, . . . , xnの中のとなり合う xi，xi+1でともにG（あるいはH）に属するものがあ
れば，その xi，xi+1の部分をG（あるいはH）の積 xi · xi+1で置き換える．

G，H の元を文字とする word 全体の集合をW (G,H)とする．このとき

定義 2 2つの word vとw ∈ W (G,H)について，wに操作（I），（II） , またはその逆操作（それ
ぞれ（I）−1，（II）−1と表す）を有限回施すと vに変換できるとき，w ∼ vと表すことにする．

例 2

w = eG, h1, g1, h2, h
−1
2

(I)−1

⇒ h1, g1, h2, h
−1
2

(II)⇒ h1, g1, h2 · h−1
2 = h1, g1, eH

(I)−1

⇒ h1, g1

より，w ∼ h1, g1

問題 11 (1) 関係∼はW (G,H)の同値関係であることを示せ．

(2) 商集合W (G,H)/ ∼に積を

[x1, x2, . . . , xm] · [y1, y2, . . . , yn] := [x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn]

と定める．このとき，積が代表元の取り方に依らないで定まることを示せ．また，この積に
関してW (G,H)/ ∼が群になることを示せ．


