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問題 9 2つの位相空間 (X,OX)，(Y,OY )の間の連続写像 f : (X,OX) → (Y,OY )に対して，写像
f∗ : π1(X,x0) → π1(Y, f(x0))を

f∗([γ]) := [f ◦ γ]

と定義する．このとき，次の問に答えよ．

(1) f∗は well-defined であることを示せ．

(2) f∗は群の準同型写像となることを示せ．

(3) ふたつの連続写像f : (X,OX) → (Y,OY )とg : (Y,OY ) → (Z,OZ)に対して，(g◦f)∗ = g∗◦f∗
が成り立つことを示せ．

解．(1) 2つの道 γ1，γ2 ∈ Ω(X,x0, x0)がホモトピックであるとし，φ : I × I → X を γ1から γ2

へのホモトピーとすると，f ◦ φ : I × I → Y は f ◦ γ1から f ◦ γ2へのホモトピーである．従って，
f∗は well-defined．
(2) 道の積と写像の合成の定義から

f ◦ (γ1 ∗ γ2)(t) =


f ◦ γ1(2t) (0 ≤ t ≤ 1

2
)

f ◦ γ2(2t− 1) (
1

2
≤ t ≤ 1)

であるので，f ◦ (γ1 ∗ γ2) = (f ◦ γ1) ∗ (f ◦ γ2)．従って，f∗は群準同型写像．
(3) (g ◦ f)∗([γ]) = [(g ◦ f) ◦ γ] = [g ◦ (f ◦ γ)] = g∗([f∗([γ])])．
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