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問題 1 (1) O1, . . . , Omを n次元ユークリッド空間Rnの開集合とする．このとき，O1 ∩ · · · ∩Om

も Rnの開集合になることを示せ．
(2) Rnの無限個の開集合の族 {Oλ}λ∈Λで，∩λ∈ΛOλがRnの開集合にならないような例を挙げよ．

解．(1) 任意の x ∈ O1 ∩ · · · ∩Omに対して，x ∈ O1 ∩ · · · ∩Om ⊂ Oi（i = 1, . . .m）であり，各
Oiが Rnの開集合であることから、正数 εi > 0をうまく選ぶとDεi(x) ⊂ Oiとできる．そこで，
ε := min{ε1, . . . , εm}とおけば，任意の i = 1, . . .mに対して，

Dε(x) ⊂ Dεi(x) ⊂ Oi

となるので，
Dε(x) ⊂ ∩m

i=1Oi.

(2) 任意の自然数 m ∈ N に対して Om := (− 1
m , 1

m) とおくと，Om は R の開集合であるが，
∩m∈NOm = {0}となり，{0}は Rの開集合でない．
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問題 2 (X,OX)を位相空間とし，f : X → Y をX から集合 Y への写像とする．このとき，Y の
部分集合の族OY を

OY := {O ⊂ Y | f−1(O) ∈ OX}

と定めると，OY は Y の位相となることを示せ．

解．まず，f−1(Y ) = X ∈ OX，f−1(∅) = ∅ ∈ OX より，Y，∅ ∈ OY．
次に，任意のO1, . . . , Om ∈ OY に対して，f−1(Oi) ∈ OX（i = 1, . . . ,m）であり，

f−1 (∩m
i=1Oi) = ∩m

i=1f
−1(Oi) ∈ OX

となるので，∩m
i=1Oi ∈ OY．

最後に，任意の開集合の族 {Oλ}λ∈Λ ⊂ OY に対して，f−1(Oλ) ∈ OX（λ ∈ Λ）であり，

f−1 (∪λ∈ΛOλ) = ∪λ∈Λf
−1(Oλ) ∈ OX

となるので，∪λ∈ΛOλ ∈ OY．
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