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1 序論

シューベルトカルキュラスは，歴史的にはシューベルトによるある条件を満たす直線の数

え上げの問題に端を発し，現代的な言葉ではグラスマン多様体のコホモロジー環のシューベ

ルト類に関する構造定数を求めるという問題として述べることができる．詳しい解説は [5]

や [7]を見られたい．以下，0 < d < nを整数とし，アフィン空間Cnの d次元複素線型部分

空間全体の成すグラスマン多様体を Gr(d, n)で表し，H∗(−)は特異コホモロジーを表すこ

とにする．

高さが dで幅が n− dの長方形に収まるヤング図形の集合 P(d, n)を考える．この集合に

属する各ヤング図形 λに対し，シューベルトセルΩ◦
λと呼ばれるグラスマン多様体の部分空

間が定まり，それらによってグラスマン多様体はセル分解される．各セルの閉包 Ωλ := Ω◦
λ

はシューベルト多様体とよばれ，その Poincare双対 Sλ := [Ωλ] ∈ H∗(Gr(d, n);Z)はコホモ
ロジー群の基底を与える．

H∗(Gr(d, n);Z) =
⊕

λ∈P(d,n)

ZSλ

コホモロジーはカップ積により環を成しており，シューベルト類同士のカップ積はシューベ

ルト類自身で展開することができる．

SλSµ =
∑

ν∈P(d,n)

cνλµSν , cνλµ ∈ Z (1)

この展開係数 cνλµは構造定数と呼ばれ，この数を理解することがシューベルトカルキュラス

の目的である（シューベルトが考えていた数え上げの問題の解をこれらの数を用いて与える

ことができる）．この構造定数については，すでに様々な理解の仕方が分かっている．この

数は 3つのシューベルト多様体の交叉数であり，一般線形群GLd(C)の既約表現のテンソル
積に関する多重度としても理解できる．また，組み合わせ論的な明示公式も複数分かってい

る．例えば，Littlewood-Richardson則や，Knutson-Taoのパズル則がそれである．

グラスマン多様体は自然な包含列 · · · ↪→ Gr(d, n) ↪→ Gr(d, n + 1) ↪→ · · · を持っており，
この列が誘導するコホモロジーにおける射影系において，シューベルト類は自然な安定性を

持っている．それはつまり各ヤング図形 λに対してそれに対応するシューベルト類の親玉が

存在することを意味するが，これは次のようにして説明することができる．グラスマン多様
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体のコホモロジー環はその標準束 Sのチャーン類によって生成されており，環準同型

φ : Z[x1, · · · , xd]Sd −→ H∗(Gr(d, n);Z) ; ei(x) 7→ ci(S
∗)

が定まる．ここで，ei(x)は i次基本対称式を表し，S∗は S の双対束である．このとき，φ

の下でシューア多項式 sλ(x)はシューベルト類を表す．すなわち λを高さが高々dのヤング

図形とすると，

sλ(x) 7→

Sλ λ ∈ P(d, n)のとき，

0 それ以外．
(2)

つまり，n > dを満たすどんな自然数 nに対しても，シューベルト類 Sλ ∈ H∗(Gr(d, n);Z)
はシューア多項式 sλ(x)の影なのである．

シューア多項式は Z[x1, · · · , xd]Sd の基底になっているので，先と同様に構造定数を考え

ることが出来る．

sλsµ =
∑

ν∈P(d)

Cν
λµsν , Cν

λµ ∈ Z

今，φは環準同型なので，λ, µ, ν ∈ P(d, n)の時は cνλµ = Cν
λµである．シューア多項式は一

般線形群GLd(C)の有理表現の既約指標なので，この定数Cν
λµはGLd(C)の既約有理表現の

テンソル積に関する多重度そのものである．例えばこのようにしてシューベルトカルキュラ

スの表現論的な側面を見て取ることが出来る．

この概説は，重み付きグラスマンと呼ばれる軌道体において以上 2つのこと，すなわち

(A) シューベルト類の定義とその構造定数の明示公式の導出

(B) シューベルト類を普遍的に代表する多項式の構成

をどのように行うことができるかということを概観したものである．証明などの詳細（及び

同変版の解説）は [1, 2]にゆずる．

2 重み付きグラスマン軌道体とそのシューベルト類

よく知られているように，グラスマン多様体Gr(d, n)は Plücker埋め込みによって射影空

間に埋め込むことができる．

Gr(d, n) ↪→ P(∧dCn) ; spanC{z1, · · · , zd} 7→ [z1 ∧ · · · ∧ zd] (3)

一般線形群GLn(C)の Cnへの標準的な作用は ∧dCnへ線型な作用を自然に誘導し，ゆえに

P(∧dCn)への作用が誘導される．Plücker埋め込みの下で，Gr(d, n)は次のように同一視さ

れる．

Gr(d, n) ∼= GLn(C) · [e1 ∧ · · · ∧ ed] ⊂ P(∧dCn)

ただし，e1, · · · , enは Cnの標準ベクトルである．そこで次の定義をする．

aPl×(d, n) := GLn(C) · (Ce1 ∧ · · · ∧ ed)− {0} ⊂ ∧dCn − {0}
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このとき，aPl×(d, n)は非特異な代数多様体の構造をもち，自然な射影∧dCn−{0} → P(∧dCn)

の制限

aPl×(d, n) → Gr(d, n) (4)

は主 C×束である．今，T := (C×)nとおき，これを GLn(C)の対角成分の成すトーラスと
同一視しておく．このとき，T はGLn(C)の作用の制限として，またC×はスカラー倍とし

てそれぞれ ∧dCnへ作用する．この 2つの作用は可換であるので，K = T × C×とおくと，

K はこれらの作用を通じて ∧dCnへ線型に作用する．

さて，重み付きグラスマン軌道体を定義しよう．w1, · · · , wn ∈ Z≥0 をゼロ以上の整数と

し，以下 w1 ≤ w2 ≤ · · · ≤ wnを仮定する
1．これらの数を用いてK の部分群Gw を次のよ

うに定める．

Gw := {(tw1 , · · · , twn , t) ∈ T × C× | t ∈ C×}

このときGの ∧dCn − {0}への作用は各点で安定化部分群が有限群になる．

定義 2.1. 重み付きグラスマン軌道体を次のように定義する．

wGr(d, n) := aPl×(d, n)/Gw

注意 2.2. 重み付きグラスマンをリー亜群で表示する際は，この表示によって定まる作用亜群

[aPl×(d, n)/Gw]として理解することと約束する（亜群による軌道体の表示については [3, 9]

などを参照）．一方，wP(∧dCn) := P(∧dCn)/Gwは重み付き射影空間であり，重み付きグラ

スマンwGr(d, n)はwP(∧dCn)において Plücker関係式で定義される射影多様体と思うこと

もできる．有理係数で扱う限り，両者の特異コホモロジーに差はない（命題 2.3）．

命題 2.3. 商写像 π : aPl×(d, n) → wGr(d, n)が誘導する環準同型

π∗ : H∗(wGr(d, n);Q) → H∗
Gw

(aPl×(d, n);Q) (5)

は同型写像である．

グラスマン多様体のシューベルト多様体Ωλ ⊂ Gr(d, n)を射影 (4)によりひき戻したものを

aΩλと書くことにすると，aΩλは aPl×(d, n)の規約な代数的部分多様体になる．aPl×(d, n)

は非特異であったので，aΩλが定めるコホモロジー類 [aΩλ]Gw ∈ H∗
Gw

(aPl×(d, n);Q)をGw

同変なGysin写像によって構成し，wGr(d, n)のシューベルト類wSλ ∈ H∗(wGr(d, n);Q)を

π∗(wSλ) = [aΩλ]Gw によって定める．このとき次が従う．

命題 2.4. {wSλ}λ∈P(d,n)はH∗(wGr(d, n);Q)の基底を成す．

ゆえに，重みがない場合 (1)と同様に，H∗(wGr(d, n);Q)における構造定数を考えること

が可能である．

wSλwSµ =
∑

ν∈P(d,n)

wcνλµwSν , wcνλµ ∈ Q (6)

1重みの順序を入れ替えた重み付きグラスマンとの間の同型を座標の入れ替えにより構成することで，この仮

定は常に実現することができる．
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以下でこの構造定数の明示公式を説明する．

ヤング図形 λ ∈ P(d, n)に対し，その i行目の箱の数を λiで表し，記号

λ(i) := n− d+ i− λi, 1 ≤ i ≤ n

を導入しておく．もちろん 1 ≤ λ(i) ≤ nである．グラスマン多様体Gr(d, n)は n次元複素

トーラス T = (C×)nによる自然な作用を持っており，各シューベルト多様体は T -不変であ

る．よって同変コホモロジーH∗
T (Gr(d, n);Z)においてシューベルト多様体を表すクラスを

構成でき，それらはやはりH∗
T (Gr(d, n);Z)のH∗

T (pt;Z)上の基底を成す．これらに関する
構造定数を c̃ν

k

λµ ∈ H∗
T (pt;Z)によって表すことにする．H∗

T (pt;Z) = H∗(BT ;Z)は環として
は次数 2の部分加群H2(BT ;Z)で生成されており，H2(BT ;Z) = Hom(T,C×)は座標関数

y1, · · · , ynの成す加群である．ここで yiは第 i座標を値にもつ関数である．定義より，同変

構造定数 c̃ν
k

λµはH∗
T (pt;Z)の元なので，y1, · · · , ynの多項式である．c̃ν

k

λµの組み合わせ論的な

公式は [8, 11]などを参照されたい．

定理 2.5. 任意の λ, µ, ν ∈ P(d, n)に対し，重み付きシューベルト類に関する構造定数wcνλµ
は次の式で与えられる．

wcνλµ = cνλµ +
∑

ν→ν1→
···→νk≥λ,µ

c̃ν
k

λµ(yi = wi, i = 1, · · · , n− 1)

wν1 · · ·wνk

ここで，wν = wν(1) + · · ·+wν(d) +1であり，ν → ν ′は図形としての自然な包含関係におい

て νが ν ′より大きくて箱の総数の差が 1であるときをいう．

同変構造定数 c̃νλµは yi+1 − yi (i = 1, · · · , n− 1)の非負係数多項式として記述できるので

（[6, 8]），仮定 w1 ≤ · · · ≤ wnにより次が従う．

系 2.6. 任意の λ, µ, ν ∈ P(d, n)に対し，wcνλµ ≥ 0.

3 シューア多項式の重み付きの類似

重み付きシューベルト類に関する構造定数は定理 2.5によって記述されることが分かった．

ここでは，これらシューベルト類を普遍的に表現することを考える．

まず，天下り的ではあるが次の定義を与える．2節では重みとしてw1, · · · , wnのみを考え

たが，ここでは話を改めて，無限列w1, w2, · · · ∈ Z≥0でw1 ≥ w2 ≥ · · · を満たすものを出発
点とする．また，高さが d以下のヤング図形の集合をP(d)で表す．もちろん，各 n(> d)に

対し P(d, n) ⊂ P(d)である．

定義 3.1. 各 λ ∈ P(d)に対し，wsλ(x) ∈ Q[x1, · · · , xd]Sd を次で定める．

wsλ(x) := sλ(x|a)|ai=−wi(x1+···+xd),

=
∑
T

∏
α∈λ

(xT (α) + wT (α)+c(α)(x1 + · · ·+ xd)) (7)

ここで，sλ(x|a)は factorialシューア多項式である．T の和は型が λで要素が {1, · · · , d}に
属するヤング盤 T についてとり，T (α)は T の α ∈ λにおける数を表し，αが (i, j)-成分な

らば c(α) = j − iである．
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例 3.2. d = 2とし，λ = (1, 1)（箱が縦に 2個並んだヤング図形）とすると次のようになる．

sλ(x) = x1x2

wsλ(x) = (x1 + w1(x1 + x2))(x2 + w1(x1 + x2))

factorialシューア多項式の諸性質は [10]に譲るが，その性質より次が従う．

命題 3.3. {wsλ(x)}λ∈P(d)はQ[x1, · · · , xd]Sd のQ上の基底を成す．

重み付きのシューベルト類との関係を以下で説明する．まず，n(> d)を任意にとり，wGr(d, n)

を重みが (wn, · · · , w1)である重み付きグラスマンとする．重み付きグラスマン上の標準束 S

は一般にはベクトル束にならないが，複素軌道束の構造を持つ．通常のグラスマン多様体の

ときと同様に，H∗(wGr(d, n);Q)はその標準束 Sのチャーン類で生成される．すなわち，全

射環準同型

φ : Q[x1, · · · , xd]Sd −→ H∗(wGr(d, n);Q)

が φ(ei(x)) = ci(S
∗)によって定まる．ここで，ei(x)は基本対称式である．

定理 3.4. λを高さが d以下のヤング図形とする．任意の n(> d)に対して，次が成り立つ．

wsλ(x)
φ7→

wSλ λ ∈ P(d, n)のとき，

0 それ以外

この意味で，wsλ(x)は重み付きのシューベルト類を普遍的に代表するものである．そし

て wsλ(x)は（その定義式 (7)より）標準軌道束の第 1チャーン類によってシューア多項式

を捻ったものであると言える．

wsλ(x)についてのより踏み込んだ解析は [2]にゆずるが，例えば次のようなことが分かっ

ている．ここでは記述の統一のためにwsλ(x)をQ[x1, · · · , xd]Sd の元として導入したが，定

義より明らかにwsλ(x)は Z[x1, · · · , xd]Sd の元であり，シューア多項式の整係数和として書

くことが出来る．

wsλ(x) =
∑
µ

mλµsµ(x) (mλµ ∈ Z)

mλµの具体形は factorialシューア多項式の理論から得られ，その形から実はmλµ ≥ 0が従う．
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