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0.4 ピタゴラスの定理 17

を得る．これは (0.10)においてC =
1

2
とした式に他ならない．

例 0.4のように，複数の量の関係式を次元を用いて導くことを次
元解析という．次元解析では，(0.10)におけるCの値を決定するこ
とはできない．しかし，運動方程式 (0.11)を解かなくても，問題設
定に必要な量の次元だけを用いて，定性的に重要な情報を指数の計
算をするだけで得ることができる．例 0.4の問題の場合，(0.10)か
ら落下距離は落下時間の 2乗に比例することがわかる．よって，落
下時間が 2倍になったら，落下距離は 4倍になることが，運動方程
式をわ̇ざ̇わ̇ざ̇解かなくてもわかる！
定量的な情報，すなわちCの値を知りたかったら運動方程式を解
かなくてはならないが，実際に物体を落下させておおよそのCの値
を得ることもできる．実験から得られる次元の無い量C の値には
誤差が含まれるので「おおよそ」と言った．そのような誤差を微分
を使って見積もる方法を第 5章(p.133)で述べる．

問 0.1 例 0.4(p.15)において，落下する物体の質量mの代わりに物
体の密度 ρを採用して，関係式 h = f(ρ, g, t)としたときの関数 f

を次元解析から定めよ．なお，密度は単位体積当たりの質量である
から次元は [ρ] = ML−3である．

0.4 ピタゴラスの定理
「直角三角形において，直角に向かい合う辺〔斜辺〕の上の正方形
は直角を囲む 2辺の上の正方形〔の和〕に等しい」という命題は，ピ
タゴラスの定理として知られている．現代的な表現をすれば，「直
角三角形の直角を挟む 2辺の長さを a, b，斜辺の長さを cとすると
き，c2 = a2 + b2が成り立つ」となるだろう (図 0.6)．
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18 第 0章 次元と次元解析の考え方

図 0.6 直角三角形

ピタゴラスの定理は，名前が冠
してあるように，ピタゴラス3) が
率いる学派が発見した命題といわ
れている．ピタゴラスの存命中の
発見であれば紀元前 500年頃のこ
とであろう．ピタゴラスは書物を
残していないので，証明の詳細は不明であるが，いくつかの推測は
なされている [34, pp.78–79]．一方，「論証数学」の発明はピタゴラ
ス後の紀元前 444年頃のヒポクラテスによるから [41, 第 6章]，ピタ
ゴラスによる証明がなされていたかどうか以前に，そもそも命題に
は証明が必要であるという考えがなかった可能性が高い．紀元前の
はっきりとした証明としてあげられるのは，ユークリッド4) の『原
論』第 1巻・命題 47における証明である．(『原論』の邦訳書 [42,

p.33][41, p.241]を参照．本節冒頭のピタゴラスの定理の命題は [41]

による．〔斜辺〕と〔の和〕は訳者による補足．) 遅くとも紀元前
300年頃には知られていた証明で，それ以来，現在にいたるまで，
世界中で数百ともいわれる証明が発見されている．ここで紹介する
証明は次元解析を用いたものである．幼少期のアインシュタイン5)

にご登場願おう．次の小節は，ストロガッツの記事『アインシュタ

3) Pythagoras, 紀元前 570年頃–紀元前 490年頃．現在のトルコ沿岸 (エーゲ海)
にあるイオニア地方 (Ionia)のサモス島 (Samos)で生まれ，エジプトに留学
し，のちに故郷に帰ったという以外，その生涯は深い神秘におおわれている
[34, p.77]．ピタゴラスの定理はしばしば三平方の定理といわれるが，この
呼称は第 2次世界大戦中の「敵性語排除」の際に考案されたものである [41,
p.244]．

4) Euclid, 紀元前 325年頃–紀元前 265年頃．エジプトのアレクサンドリア
(Alexandria)で生没したといわれる．ラテン語読みだとエウクレイデス
(Euclidは英語表記)．ユークリッドはその実在すら疑われるほどに，その生
涯がほとんど謎に包まれている．

5) Albert Einstein，1879.3.14［独］–1955.4.18［米］．20世紀最高の理論物理
学者．現代の物理的な現実に対する考え方に，もっとも多大な寄与をした．
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インの最初の証明』[96]に依拠している．

◎— アインシュタインの「最初の証明」
アインシュタインは 4，5才のころ，父からコンパス (方位磁石)

を見せてもらった．針がいつも北を向いている！何かが引っ張って
いるわけでもないのに．

私はこの体験が私に深い印象を与えたことを，今でも覚え
ていますし，少なくとも覚えていると信じています．もの
ごとには深い隠された何かが潜んでいるのだと．

アインシュタインはエッセイ『自伝的覚え書き』でこう語っている
[40, p.10]．さらに続けて，

12才のとき，私は全く異なる性質の第二の驚きを経験しま
した．それは，学年の初めに手にしたユークリッド平面幾
何学を扱った小さな本の中にありました．

その本に書かれていた明瞭さ，すなわち数学的仮定から「疑う余地
なく確実に証明される」という考えは，アインシュタイン少年にコ
ンパスの不思議とはまったく異なる性質の不思議さを引き起こし
た．そして，次のように続けている．

ピタゴラスの定理は，その聖なる幾何学の小冊子が私の
手に渡る前に，叔父から聞いたことがあります．私は苦労
して，三角形の相似性に基づいてこの定理を「証明」する
ことに成功しました．そうすると，直角三角形の辺の関係
は，鋭角の 1つによって完全に決定されなければならない
ことが「明らか」になりました．

残念ながらアインシュタインが語った「証明」の記録はない．し



book:<2022/1/17>(20:56)

kbdbook6<2017/01/25>: pLaTeX2e<2020-04-12>+0 (based on LaTeX2e<2020-02-02>+5):

20 第 0章 次元と次元解析の考え方

かし，シュレーダーの本 [90, p.3]には，その「証明」が本当になさ
れたことを擁護する一文が載っている．

ヤコブ・アインシュタインが 11歳の甥っ子アルバートに
(ユークリッド)幾何学を教えていたとき，幼いアインシュ
タインは，最大限に単純化することに努めていたが，ユー
クリッドの証明の中には不必要に複雑なものがあると感じ
ていた．例えば，ピタゴラスの定理 a2 + b2 = c2の典型的
な証明では，斜辺が c，辺が aと bの基本的な直角三角形
に加えて，余分な直線，角度，四角形が本当に必要だった
のだろうか？鋭い少年は「少し考えて」，たった 1本の線
を追加するだけで証明できることを思いついた．

シュレーダー氏は，アインシュタインのこの話をテル・アビブの
ヴァイツマン研究所のリフソン氏から聞き，リフソン氏はアイン
シュタインの助手だったシュトラウス氏から聞き，シュトラウス氏
は直接 (大人の)アインシュタインから話を聞いた [90, p.3の脚注
2]．名前を明かしているので，確度の高い伝言ゲームなのだろう．
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図 0.7 最小角 θ

いよいよアインシュタイン少
年の証明を，次元解析風に紹介し
よう．
図 0.7 のように，直角三角形

ABCの斜辺の長さを xとすると，
[x] = Lで，面積の次元は L2 で
ある．よって，面積をドイツ語の
Ebeneの頭文字を使ってExとおくと，[

Ex

x2

]
=

[Ex]

[x]2
=

L2

L2
= 1 (0.12)

より，次元の無い比例定数をmとしてEx = mx2と書ける．θを
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三角形の最小角とすると，面積は θに依存するから，mは θの関数
m(θ)となる (図 0.7)．角度の単位ラジアンは，円の弧の長さと半径
の比であるから，[θ] = LL−1 = 1となって次元はない．表 1.3(p.38)

を見よ．(弧度法と度数法については，注意 1.2(p.38)を参照．)

C

A

B

P

図 0.8 1本の補助点線

次に，図 0.8のように，直角三
角形ABCの頂点Cから斜辺に垂
線を下ろす．この補助点線がアイ
ンシュタイン少年が見つけた 1本
の線である (はず)．
図 0.8からわかるように，こう
して，直角三角形ABCは，二つ
の相似縮小された直角三角形CBPとACPに分割される．
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図 0.9 カラー版は口絵 iiページ

あとは，Ex = mx2の xが a, b, cの場合を考えれば，図 0.9の
ように，Ea + Eb = Ecが成り立つ．よって，ma2 +mb2 = mc2，
すなわち，a2 + b2 = c2を得る．
この証明で用いた文字の選び方はシュレーダー [90, pp.3–4]によ
る．ドイツ語の面積をもちだし—シュレーダーはドイツの物理学者
だからこれは思いつくとしても—，E = ma2, E = mb2を使って最
終的にアインシュタインの有名な公式E = mc2に引っかけたとこ
ろは，同書で転載している漫画 [56]からヒントを得たのだろうか．
もちろん，エネルギーと質量の等価公式E = mc2において，後述
するように，Eはエネルギー (表 1.3(p.38))，mは質量 (表 1.1(p.34))，
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cは光速 (表 1.5(p.41))である．

0.5 素朴な疑問
以上，次元や次元解析を簡単に導入した．読者のみなさんは大ま
かな流れを把握することができたと期待する．文中，詳細は第○○
章で後述するといった記述があったが，そういった記述の他にも，
以下のような素朴な疑問がいくつか湧いてきたことと思われる．

• 比較できる「量」とは何か．そもそも「単位」とは何か．
• なぜ [面積] = [長さ]2としてよいのか．例えば，坪やヘクター
ルはそれ自身で面積の単位である．

• (0.9)p.15において，[h] = [m]α[g]β [t]γとおいたが，なぜこのよ
うなべき乗の関係だけを考えればよいのか．

• (0.12)p.20において，
[
Ex

x2

]
=

[Ex]

[x]2
としたが，このような次元

の計算は自然なのか．

本章に続く，第 1章(p.25)と第 2章(p.47)で，これらの疑問に答え
ていく．それ以降の章では，さまざまな実用的な例を中心に，次元
解析の具体的手法を学んでいく．


