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1. ディドの問題

筆者の特集記事において触れた「周長一定のジョ
ルダン曲線の中で囲む面積が最大のものは何か」と
いう等周問題は，古代ローマの詩人ウェルギリウ
スの叙事詩『アエネーイス』の伝説1)にもとづいて
しばしばディドの問題と呼ばれる．自らの弟に夫
を殺されたフェニキア人の王女エリッサは，祖国
を追われ北アフリカ沿岸部 (現在のチュニジア付
近)に漂着した．居住地を確保するためアフリカ
の先住民と交渉し，牛一頭の皮で覆えるだけとい
う条件で土地を分与された．エリッサは一計を案
じ，牛の皮 (ビュルサ)を細長くひも状にして，そ
れで囲めるだけの広大な土地を手に入れた (図 1)．
これが古代都市国家カルタゴの建国に繋がったと
いう「伝説」である．アフリカの先住民は，エリッ
サのことを，彼女の紆余曲折した遍歴から「さす
らう者」の意としてディドと呼んだという2)．

図 1

ディドの戦略を勾配流方程式として定式化して
みよう．図 2のように，x軸を地中海沿岸，上半
平面をアフリカ側とし，ビュルサから作ったひも

を，時間変化する開曲線 C(t)とする．

C(t) = {X(u, t) ∈ R2; u ∈ [0, 1], 条件 (∗)}
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曲線 C は両端点で x軸に直交しながら，両端点
は x軸上を動くという条件 (∗)を課す．すなわち，
T を単位接線ベクトル，N を外向き単位法線ベク
トルとしたとき，e = t(1, 0)とし，

(∗) : X(i, t) = ai(t)e, N(i, t) = (−1)ie

とする (i = 0, 1)．C の時間発展方程式は
∂X

∂t
= V N + WT , u ∈ (0, 1), t > 0 (1)

である．曲線 C(t) の全長 L(t) を保存しながら，
C(t)と線分 [a1(t), a0(t)]で囲まれた部分 D(t)の
面積 A(t) を最大化していく勾配流方程式を考え
る．Ḟ = dF

dt
として，Lと Aの時間発展は

L̇ =
∫

C(t)
κV ds, Ȧ =

∫
C(t)

V ds (2)

となる．ラグランジュの未定乗数 λ を使って，
Ȧ − λL̇ ≥ 0 から，法線速度を V = 1 − λκ と
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し，L̇ = 0から λ = π

L⟨κ2⟩
, ⟨κ2⟩ = 1

L

∫
C

κ2 ds

を得る．これより，法線速度

V = 1 − π

L⟨κ2⟩
κ (3)

は，曲線 C の全長 Lを保存しながら，面積 Aを
最大化していく勾配流方程式を与える．接線速度
W は曲線の形状に影響しないことを利用して，次
節で，数値計算の一様配置法に用いる．

2. 折れ線近似

(1)を数値計算する．曲線 Cを折れ線Γで，領域
D を Ω でそれぞれ近似する．Γ は頂点 {Xi}N

i=0

をN 辺の線分 Γi で繋いだ折れ線である (図 3)．
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第 i辺 Γi の長さを ri とすると，Γi の単位接線
ベクトルは ti = Xi − Xi−1

ri
となる．単位法線ベ

クトルは det(ni, ti) = 1となるように定める．頂
点Xiにおける外角を ϕiとし，Γi上の量 fiの頂点
Xi における平均を avif = fi + fi+1

2 cos(ϕi/2)
とする．

頂点Xi における単位接線ベクトルと単位法線ベ
クトルを，それぞれ Ti = avit, Ni = avinと定
義する (i ∈ [1, N))．端点ではN0 = e = −NN

である．(1)の近似で，Γの発展方程式を

Ẋi = ViNi +WiTi, i ∈ [1, N), t > 0 (4)

とする．法線速度 Vi を Γi 上の量 vi を用いて
Vi = aviv と分解し，pi = tan ϕi

2
+ tan ϕi−1

2
とおいて，Γi 上の離散曲率を κi = pi

ri
とすると，

全長L =
N∑

i=1
riの時間発展は L̇ =

N∑
i=1

κiviriとな

る．また，面積 A = 1
2

N∑
i=1

Xi · X⊥
i−1 の時間発展

は Ȧ =
N∑

i=1
viri + errA (誤差項)となる．図 4の

ような一様配置法によるWiを用いれば，ri ≡ L

N
となるように頂点Xiを接線 Ti方向に動かすこと
ができて errA = 0を得る．こうして，L̇と Ȧは
(2)の離散化に対応する (詳細は拙著3))．
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図 4：非一様配置 (a)と一様配置 (b)

図 5 と図 6 は，一様配置した初期折れ線を，
(3) の近似として，Γi 上の法線速度 vi = 1 −

πN

L⟨κ2⟩
κi, πN =

N∑
i=1

pi, ⟨κ2⟩ = 1
L

N∑
i=1

κ2
i ri を用

いて，(4)をルンゲクッタ法で解いた結果である．
t=0 t=0.65 t=1.3

t=3.25 t=6.5 t=12.9

図 5 Γ(0)：楕円の一部
t=0 t=0.35 t=0.7

t=1.75 t=3.5 t=7.0

図 6 Γ(0)：サインカーブの一部

十分時間が経ったとき，折れ線は半円弧に漸近
している．実際，ディドの問題の解は半円弧であ
ることが，等周問題のフルヴィッツの解法と類似
の方法で証明できる4)．また，工夫すれば時間を離
散化しても全長保存・面積増大は可能であろう5)．
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