
特集／極値問題を考える

極値問題と関数のグラフの描画
関数の極値とその応用 (高校生から大学院生に向けて)
関数の極値とその効用

矢 崎 成 俊

1. 1変数関数の極値：増減表
(高校生，大学 1 年生に向けて)

標準的な高校数学 IIIの問題からはじめよう．
問題 関数 y = 1

1 + 3x2 のグラフをかけ．
解答例 導関数 y′, y′′を計算して，以下のよう

な増減，凹凸の表 (俗称，増減表)を作る．

x −1/3 0 1/3
y′′ + 0 − − − 0 +
y′ + 9/8 + 0 − −9/8 −
y �6 3/4

�-
1

�
? 3/4 �-

極限 lim
|x|→∞

y = 0から，無限遠方で x軸に漸近
することがわかる．また，y > 0や偶関数 (y軸に
ついて線対称)であることに注意して，所望のグ
ラフの概形 (図 1)を得る． ■
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図 1の 2つの●点 (±1/3, 3/4)は変曲点で，左
の変曲点 P における接線の傾きは 9/8 > 1 なの
で，45度より大きい傾きである．普通自動車では
45度の坂道は登れない．グラフを山の稜線に見立
て，左側の裾野から歩いて登山するとする．この
とき変曲点 Pが登り道のピーク，いわば胸突き八
丁になる．八丁とは，現代の単位に換算すると，
丁 = 360尺, 3.3尺 = 1 mから，8丁 ≒ 873 mで

ある．富士山頂付近の険しい八丁をいったことか
ら，登りのきつい難所，転じて，物事を成し遂げるの
に一番苦しい時期を表す言葉になった．富士山の高
さを 3776 mとすると，山頂から 873/3776 ≒ 1/4
の割合だから，上のグラフの変曲点 Pの高さ 3/4
は，文字通り胸突き八丁となっている．
今回の特集のキーワードは極値．上の問題では
山頂が極値で，登り坂と下り坂のピークは導関数
y′ の極値だった．このように変曲点や極値をとる
xの値がわかると，増減表を書くことが出来て，グ
ラフの様子がよくわかる．では変曲点や極値をと
る xの値が求まらない場合でも増減表はかけるの
だろうか．立方体針金枠にシャボン膜を張る実験
を通して考えよう．
実験 バケツに満たした洗剤溶液 (水＋台所用
洗剤＋洗濯糊かグリセリン)に立方体針金枠を浸
す (図 2 (a))．そっと持ち上げると針金枠にシャ
ボン膜が張られる．このとき，膜は図 2 (b)のよ
うに立方体の 6面に張られるのだろうか？

(a) (b)
図 2

観察 針金枠を静かに持ち上げて，枠にシャボ
ン膜を張ると，図 3 (a)(b)のように，台形 8枚，
2等辺三角形 4枚，正方形 1枚の計 13枚の膜が張
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られる．過渡的に 2等辺三角形 12枚の膜が張ら
れ瞬間的に (c)のようになる場合もある．

(a) (b) (c)
図 3

表面張力により膜は表面積を極小にするように
張る．実験すると実感できるが，図 3 (c)よりも
(a)(b) の膜の張り方が選択される．数学的には
(a)(b)の膜の表面積があらゆる膜の張り方の中で
極小であることを意味する．本当か検証しよう．
立方体の一辺の長さを 1，図 3 (a)(b)の小さい

正方形の一辺の長さを x，正方形 1枚，等脚台形 8
枚，2等辺三角形 4枚の合計 13枚の図形で膜が張
られていると̇す̇る̇．膜の総面積を f(x)とすると，

f(x) = x2 +
√

2(1 − x) + 2(1 + x)
√

(1 − x)2 + 1

となる (0 ≤ x < 1)．図 3 (c) の膜の総面積は
f(0) = 3

√
2 ≒ 4.2である．図 2 (b)の立方体の

全 6面に張った膜の総面積 6よりも小さいが，う
まくすれば全 6面に膜を張ることも可能である．
問題 関数 f(x) のグラフをかけ．また，ある

x∗ ∈ (0, 1)が唯一存在して，f(x∗) < f(0)とな
ることを示せ．
解答例 f(x) は 2 次多項式＋無理関数の形を

しているので，3回微分すれば何とかなるだろう
と楽観視する．一方，無理関数の部分は g(x) =√

(1 − x)2 + 1とおいて整理して，

f ′(x) = 2x −
√

2 + 2g(x) − 2(1 − x2)
g(x)

f ′′(x) = 2 − 4(1 − x)
g(x)

+ 6(1 + x)
g(x)3

f ′′′(x) = 6(3 − 2x)
g(x)5

を得る．f ′(x) = 0や f ′′(x) = 0となる xの値は
わからないので，普通の方法で増減表を作るのは
難しい．しかし，3階導関数の分子が嬉しい形に
なっているので，ここから切り崩していく．
まず区間 [0, 1] で f ′′′(x) > 0 である．よって

f ′′(x) は単調増加で，f ′′(0) < 0, f ′′(1) > 0 よ
り，中間値の定理から，ある x1 ∈ (0, 1)が唯一存
在し f ′′(x1) = 0を満たす (図 4 (a))．
次に f ′(0) = 0より f ′(x1) < 0がわかる．区間

(x1, 1]で f ′′(x) > 0で，f ′(1) > 0より，再び中
間値の定理から，ある x∗ ∈ (x1, 1)が唯一存在し
f ′(x∗) = 0を満たす (図 4 (b))．
以上より増減表を書くことができる．

x 0 x1 x∗ 1
f ′′ − − 0 + + + +
f ′ 0 − − − 0 + +
f 3

√
2

�
?変曲点 �- 極小値 �6 5

増減表より，f(0) = 3
√

2 > f(x∗)がわかり，関
数 y = f(x)のグラフの概形を得る (図 4 (c))．■
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図 4

このように，x1 や x∗ など具体的な値はわから
なくても，増減表を書けることがわかった．近似
的には，数値計算 (f ′(x) = 0を満たす近似値 xを
見つけるニュートン法など)により，x∗ ≒ 0.0729
がわかる．これより f(x∗) ≒ 4.2425を得る．一
方，f(0) ≒ 4.2426だから，ぎりぎりだが確かに
f(x∗) < f(0)が成り立っている．
厳密には図 3はいずれもプラトーの法則 (安定
な平衡形の膜の張り方)に抵触しており，一時的な
(不安定な)膜の張り方である．実際，枠をバケツ
から引き上げたとき，一瞬図 3 (c)になり，過渡
的に図 3 (a)(b)の形を経て，最終的にはもう少し
大きな丸みを帯びた正方形の形に落ち着くような
現象がしばしば観察される (詳細は拙著5)参照)．

2. 2変数関数の極値：主成分分析
(大学 2，3 年生に向けて)

前節は 1変数関数の増減，凹凸，極値について
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考察した．本節では 2 変数関数について考える．
2変数関数のグラフは 3次元空間内で曲面となり，
増減表のような情報の一覧表を作ることができな
い．極値や鞍点 (峠点)を求めることが解析の最初
の目標となる．しかし極値の情報だけでも多くの
ことがわかる．例えば，最小自乗法は 2変数関数
の極値問題の実用的な応用例だ．しかし，よく知
られているので，ここでは最小自乗法に似て非な
る主成分分析を紹介する．
仮想テストの結果 100人の生徒の英語と数学

の共に 100 点満点のテストをした (英語のテス
トは全 5 問，1 問 20 点)．結果，英語の点数は
0 ≤ xi ≤ 100，数学は 60 ≤ yi ≤ 80 のような
点数の分布となった (i = 1, 2, · · · , 100，図 5)．
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英語の点数 x と数学の点数 y から総合評価の
点数 z を算出するとき，通常は単純に相加平均
z = x + y

2
を考えるだろう．相加平均の点数 z

とは，図 6のように，英語と数学の点数ベクトル

t =

(
x

y

)
を方向ベクトル a = 1

2

(
1
1

)
の直線に

射影した内積 t · aの値 z に他ならない．
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図 6

英語と数学の点数の動く範囲は [0, 100], [60, 80]

なので，zmin =

(
0
60

)
· a, zmax =

(
100
80

)
· aと

おくと，zmin = 30, zmax = 90となる．よって，
相加平均の点数は高々幅∆z = zmax − zmin = 60
の中に分布している．幅 60点の中に 100人がひ
しめいてしまった理由は，数学の点数が 20 点差
の中に分布しているからで，数学の点数の幅が英
語の 1 問分の点数になったことに起因している．
∆z が小さいと順位の差が出にくい．例えば，点

数ベクトルが t1 =

(
20
80

)
, t2 =

(
40
60

)
の生徒た

ちは，z1 = z2 = 50となって同順位となる．
点数をばらけさせて単独順位をなるべく増や

すために，相加平均を一般化した重み付き平均
z = (1 − s)x + sy (s ∈ [0, 1])を考える．s = 0.5
の場合が相加平均だ．重み付き平均の点数 zとは，

点数ベクトル tを方向ベクトル a =

(
1 − s

s

)
の

直線に射影した内積 t · aの値 z に他ならない．
例えば，数学の点数の幅は英語 1 問分だから，

s = 1
6
として，重み付き平均の点数を z = 5x + y

6
とすると，zmin = 10, zmax = 96.6̇, ∆z = 86.6̇
を得る．相加平均の点数に比べて∆z が格段に大
きくなった．上述の相加平均 50 点だった t1, t2

は，z1 = 30 < z2 = 43.3̇となり点数差が出る．
理論上∆zを最大化するための sを求めよう．結

論は s = 0.097のとき zmin = 5.82, zmax = 98.06
となり，最大幅∆z = 92.24を得る．図 7の z 軸
は s = 0.097のときの方向ベクトル aの直線だ．
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一般に，xy座標平面上の散布図からデータの分
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散を最大化する方向ベクトル
(

a

b

)
を求め，そこ

から総合特性値 z = ax + byを定める方法を主成
分分析という．以下にその方法の概略を示す．

n個の散布図データ {(xi, yi)}n
i=1 から，xと y

のそれぞれの分散と (x, y) の共分散をそれぞれ
σxx, σyy, σxy とする．すなわち，

σxx = 1
n

n∑
i=1

(xi − x)2, x = 1
n

n∑
i=1

xi

σyy = 1
n

n∑
i=1

(yi − y)2, y = 1
n

n∑
i=1

yi

σxy = 1
n

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)

である．分散共分散行列を V =

(
σxx σxy

σxy σyy

)
と

し，z = ax + by の係数ベクトルを a =

(
a

b

)
と

する．このとき，z = ax + byの分散 σzz は

σzz = taV a (ta = (a, b))

と表される．
以下，条件 |a|2 = 1のもと，分散 σzz を最大に

する aを求めたい．そこで，2変数関数

S(a) = taV a − λ|a|2

に対する条件付き極値問題を考える (λ はラグラ
ンジュの乗数)．標準的に ∂S

∂a
= 0,

∂S

∂b
= 0 か

ら，極値点の候補を洗い出すと，V a = λaを得
る．よって，非自明解は V の固有値と固有ベクト
ルに他ならない．固有値は，

1
2

(
σxx + σyy ±

√
(σxx − σyy)2 + 4σ2

xy

)
と算出できるので，相関係数を rxy = σxy√

σxxσyy

とおくと，r2
xy ≤ 1がわかり，

(σxx + σyy)2 −
(

(σxx − σyy)2 + 4σ2
xy

)
= 4σxxσyy

(
1 − r2

xy

)
≥ 0

より，固有値は非負となる．ゆえに，V の固有値

λ1, λ2 は，は λ1 ≥ λ2 ≥ 0 を満たし，λ1 に属
する固有ベクトルを a1 とすると，分散 σzz は，
σzz = ta1V a1 = λ1 のときに最大となる．
以上より，分散が十分に大きかったら，a1 =(
α1

α2

)
として，xと yの総合特性値として重み付

き平均 z = α1x+α2yが適切であることがわかる．
仮想テストの結果のような 100点が満点の場合，

zの値も [0, 100]の範囲であることがわかりやすい．
そこで (α1 > 0, α2 > 0の場合)，s = α2

α1 + α2

とし，a =

(
1 − s

s

)
とおくと，aは固有ベクトル

a1 と同方向で，重み付き平均 z = (1 − s)x + sy

の動く範囲が [0, 100]となる．上の仮想テストの
結果データの場合 α1 = 0.994, α2 = 0.107, t =
0.097, 1 − t = 0.903であった．(α1 > 0, α2 > 0
以外の場合，z = α1x + α2yが負値となることも
ある．しかし適切に重み付けして原点移動すれば，
動く範囲を [0, 100]にすることができる．)

3. 汎関数の極値：等周問題
(大学 3，4 年生に向けて)

1変数関数，2変数関数の極値と続いた．本節で
は，ジョルダン曲線がもたらす大域的量 (汎関数)
の極値を扱う．次の素朴な問題を考えてみよう．
問題 牛乳パックの直方体の部分の容積は，一般

に 7×7×19.4 = 950.6 mlである．内容量 1000 ml
は虚偽表示なのか (図 8)．

図 8

上の問題は等周問題と関連している．等周問題
はジョルダン曲線に対して考える問題であるの
で，まずジョルダン曲線とその周辺について整
理する．平面 R2 上のジョルダン曲線を連続関数
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[0, 1] 3 u 7→ x(u) =

(
x(u)
y(u)

)
とする．ただし単

純閉曲線なので x(0) = x(1)で，[0, 1)上で xは
単射である．以降，ジョルダン曲線 xの像を

Γ = {x(u) ∈ R2; u ∈ [0, 1]}

と表し，Γもジョルダン曲線と呼ぶことにする．ま
た，Γで囲まれた部分をΩとし，Γの正の方向を，
uが増加する方向に Γに沿って動いたとき，いつ
も左手に Ωを見る方向とする (図 9)．

正の方向

図 9

関数 xを連続微分可能とし，局所長を g(u) =

|x′(u)|とおく (F ′ = dF

du
)．g > 0とき曲線 xは

正則であるといい，弧長 sを ds =
√

dx2 + dy2 =
g(u) du の不定積分から定める．単調性 s′(u) =
g(u) > 0から uは sの関数となり，正則曲線を
x(s) = x(u(s))と表示できる．逆関数の微分法か
ら x′(s) = x′(u(s))

g′(u(s))
となり，|x′(s)| = 1を得る．

すなわち，弧長とは局所長が 1となるパラメータ
である．以後，混乱しない限り xも xと書き，正
則なジョルダン曲線 Γを考える．

Γの周長を L，Ωの面積を Aとすると，

L =
∫ 1

0
g du =

∫
Γ

ds

(∫ L

0
を
∫

Γ
と書く

)

A = 1
2

∫ 1

0
(x · n)g du = 1

2

∫
Γ

x · n ds

となる．ここで，n = −t⊥ は Γの外向き単位法
線ベクトル，t = g−1x′は Γの単位接線ベクトル，
(a, b)⊥ = (−b, a)は反時計回りの 90度回転であ
る．したがって，A = 1

2

∫ 1

0
x⊥ · x′ du と書くこ

ともできる．(後の変分計算にはこの形の方が使い
やすい．) また，x が 2 階連続微分可能な場合
は，曲率が κ = g−1n′ · tと定義される (図 9)．

ジョルダン曲線の周長と面積に関して次の問題
が知られている．
等周問題 周長一定のジョルダン曲線の中で，

囲まれた面積が最大となる曲線は何か．
次の実験は等周問題の解を示唆するものである．
実験 針金で取っ手付きの輪を作る．針金の枠

よりも小さい輪を糸で作り取っ手に引っかける (2
つの輪は共にジョルダン曲線)．それをバケツに満
たした洗剤溶液 (水＋台所用洗剤＋洗濯糊かグリ
セリン)に浸す (図 10 (a))．そっと持ち上げると
針金と糸の輪っか全体にシャボン膜が張られる (図
10 (b))．そして，糸の中に張った膜だけを (乾い
た指でつついて)割る (図 10 (c))．

(a) (b)

(c) (d)
図 10

結果，糸は円を描く (図 10 (d))．糸と針金枠の
間に張られた膜 ((d)の灰色部分)は，表面張力に
よって最小面積になっているので，相対的に糸で
囲まれた (膜が無くなった)部分の面積は最大化さ
れた．糸の長さは変わらないから，等周問題の解
として円が得られることが実験的にわかった．
ジョルダン曲線 Γ を決めると周長 L と面積 A

が決まるので，それぞれ Γの汎関数として L(Γ)，
A(Γ)のように表す．さらに，等周比 (isoperimet-
ric ratio)と呼ばれる無次元量

I(Γ) = L(Γ)2

4πA(Γ)

を導入する．このとき，任意の Γに対して次の不
等式が成立することが知られている．
等周不等式 I(Γ) ≥ 1 (等号は Γが円のとき

に限る)
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Γが半径 rの円のときは，L(Γ) = 2πr, A(Γ) =
πr2から I(Γ) = 1である．例えば，Γが単位正方
形のとき，I(Γ) = 4

π
> 1となる．等周不等式は，

Γが円でないことと I(Γ) > 1は同値であるとい
う主張である．I(Γ) = 1が停留値となることは以
下の変分計算から確認できる (ΓをC2級とする)．
ε > 0とし，Γを微小変形したジョルダン曲線 Γε

を次式のように与える．

Γε = {x(u) + εz(u) ∈ R2; u ∈ [0, 1]}

形式的に L′(Γ) = d

dε
L(Γε)

∣∣∣∣
ε=0
などと書くと，

L′(Γ) =
∫

Γ
κ(z · n) ds, A′(Γ) =

∫
Γ

z · n ds

を得る．よって，z = pn + qtと分解したとき，
接線 t方向への Γの変形は上の変分計算には関係
ないことがわかるので，はじめから曲線を法線方
向 z = pnにのみ微小変形するとしてよい．この
とき，等周比に対して変分計算すると，

I ′(Γ) = L

2πA

∫
Γ

(
κ − L

2A

)
p ds(

L′(Γ) =
∫

Γ
κp ds, A′(Γ) =

∫
Γ

p ds

)
となる．p(u)は任意で I ′(Γ) = 0より，変分法の
基本補題から，Γは κ ≡ L

2A
の曲線，すなわち円

だから，I(Γ) = 1は停留値であることがわかる．
等周不等式の成立を認めると，周長 L(Γ)を一

定としたとき，面積 A(Γ)の最大化と等周比 I(Γ)
の最小化は同値である．最小値は I(Γ) = 1であ
り，それを達成する Γは円に限るから，等周問題
は等周不等式から導かれる．等周問題や等周不等
式の証明は，Hurwitzによるフーリエ級数を用い
た証明，Steinerによる対称化の方法などさまざま
知られている1, 2)．本稿では次節で古典的曲率流方
程式を用いた証明3)を紹介しよう．
さて，等周問題が解決すると，冒頭の紙パック

の問題に回答できる．店で図 8の形状の飲料を購
入するとき，紙パックは膨らんでいるだろう．上
から見ると正方形の紙パック (図 11 (a)) が，図
11 (b)のように膨らんでいる．

MILK MILK

(a) (b)
図 11

紙は伸びないので等周問題の解を適用できる．
正方形よりも円 (点線)の方が面積は大きいが，実
際は円までは変形せず，多少丸く膨らむくらいであ
るが，それでも面積は増加する．実際，図 11 (b)の
閉曲線は，牛乳パックの正方形の底面の周長の 4分
の 1と同じ長さの中心角 90度の楕円弧を 4つ組み
合わせたものである．灰色部分の面積は正方形の
面積と大きく変わらないように見えるが 6.6%増え
ている．牛乳パックの直方体の部分の高さ 19.4 cm
を，単純に，灰色部分を底面とした柱の高さを h，
直方体の部分の高さを 19.4 cm − h と分けると，
h = 15.2 cmとすれば容積は 1000 mlとなる．つ
まり，牛乳パックの直方体の高さの78%が図11 (b)
の程度に膨れれば，内容量 1000 mlと記載できる
ことがわかる．

4. 極小値に向けて動く曲線と等周問題の解
(大学 4 年生，大学院生に向けて)

時々刻々と変形するジョルダン曲線を

Γ(t) = {x(u, t) ∈ R2; u ∈ [0, 1]}, t ∈ [0, T )

とする．前節の Γεにおいて，εを時間 tとみたす
と，pは時刻 0におけるΓ(t)の法線速度 V (u, 0) =
∂tx(u, 0) · n(u, 0) に等しいから，Γ 上の内積を
(a, b) =

∫
Γ

ab dsとして，

L′(Γ(0)) =
∫

Γ(0)
κV ds = (κ, V )

を得る．シュワルツの不等式と相加平均相乗平均
の不等式より，ノルムを ||a|| =

√
(a, a)として，

|(κ, V )| ≤ ||κ|| ||V || ≤ ||κ||2 + ||V ||2

2
と評価できる．2つの不等式の等号が成立するよ
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うに正規化すると，その条件は V = cκ (cは定数)
と ||V || = ||κ||であるから，(κ, V )は V = −κの
とき最小値 −||κ||2 をとる．各時刻 t > 0におい
ても同様に考えれば，方程式 V (u, t) = −κ(u, t)
は，周長 L(Γ(t))を内積 (·, ·)を用いた計量により
最も大きく減らす成長法則を与える．その意味で
V = −κは曲線短縮方程式と呼ばれる．
一般に，法線速度 V を κや κの導関数，あるい

は n, L, Aなどの関数として与えて Γ(t)の形状
を決定する問題を移動境界問題と呼ぶ4)．方程式
V = −κの解析が当該分野の嚆矢となったことか
ら，V = −κは古典的曲率流方程式とも呼ばれる．

Γ(t)を Γ(0) = Γ0を滑らかな初期ジョルダン曲
線とする V = −κの解曲線とし，L(t)と A(t)を
Γ(t)の周長と囲む面積とする．Γ(t)は，変形の途
中で特異点を発生せずに徐々に凸になり有限時間
で 1点に消滅することが知られている (図 12)．

図 12

n の偏角を θ とすると，曲率は κ = g−1θ′ で
あるので，面積の時間変化 dA

dt
(t) = A′(Γ(t))に

V = −κを代入して，
dA

dt
= −

∫
Γ(t)

κ ds = −
∫ 1

0
θ′ du = −2π

から，A(t) = A0 −2πtを得て (A(0) = A0)，Γ(t)

の消滅時刻 T∗ = A0

2π
を得る．

以上の準備のもと，L(0) = L0 として等周不等
式 L2

0 ≥ 4πA0 を示そう．まず上式から，

4π
dA

dt
= −2

(∫
Γ(t)

κ ds

)2

(1)

である．右辺の 2乗の項にシュワルツの不等式を
用いると，周長の時間変化 dL

dt
(t) = L′(Γ(t))に

V = −κを代入して，(∫
Γ(t)

κ ds

)2

≤ L

∫
Γ(t)

κ2 ds = −L
dL

dt

となる．これを (1)の右辺に代入し，両辺を [0, T∗]

で積分すると，1点消滅の結果L(T∗) = A(T∗) = 0
を使って，−4πA0 ≥ −L2

0から等周不等式を得る．
等号成立はシュワルツの不等式で等号成立すると
きで，それは曲率 κが (0, T∗)で一定，すなわち
Γ(t)が円のときである．よって Γ0も円となり，等
周不等式が完結する．

Γ(t)の等周比を I(t) = L(t)2

4πA(t)
とおくと，

dI

dt
= − L

2πA

(∫
Γ(t)

κ2 ds − π
L

A

)
がわかる．ここで Γ(t)が凸曲線のとき上式の括弧
内は非負値をとなることが知られている (ゲージ
の不等式)．よって，V = −κ の解曲線は変形の
途中で凸になるので，等周比は極小値 I = 1に向
かって減少する．このことは，図 12からも示唆さ
れるが，解曲線 Γ(t)は円に漸近しつつ時刻 T∗ で
1点に縮退することがわかっている．

3 節と 4 節は駆け足だった．拙著6)を参照され
たい．
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