D’Alembert et Condorcet

—Quelques aspects de Phistoire du calcul des probabilités—
Eizo YAMAZAKI*

1° Partie—Sur les doutes et les erreurs de Jean d’Alembert
concernant le calcul des probabilités

§1.1 Introduction

Pendant trente ans, depuis la publication de I’Encyclopédie jusqu’aux derniéres
années de sa vie, Jean d’Alembert douta constamment du calcul ordinaire des
probabilités que Montucla défendit ainsi: “Il semble, dit-il, que malgré ce que
les raisonnements de d’Alembert ont de spécieux, ils n’ont pas ébranlé, dans I’esprit
des mathématiciens en général, la théorie généralement admise des probabilités”
(p. 406).** De son cdté, Todhunter énumeére toutes les erreurs de d’Alembert et
le juge sévérement: ‘“Ce grand mathématicien est connu dans Ihistoire de la
Théorie des Probabilités pour son opposition aux opinions généralement admises.
Sa haute réputation dans les sciences, la philosophie et la littérature lui assurait
pour ses paradoxes et ses erreurs certaines attentions qu’on n’aurait pas faites,
§’ils avaient procédé d’un écrivain moins distingué” (p. 258).* Bertrand suit le juge-
ment de Todhunter: ‘“Les grands géométres ont écrit sur le calcul des probabilités;
presque tous ont commis des erreurs: La cause en est, le plus souvent, au désir
d’appliquer des principes & des problémes qui par leur nature échappent 2 la science.
D’Alembert commet la faute opposée: Il nie les principes. Imposer aux hasards
des lois mathématiques est pour lui un contresens; il rejette le probléme et détourne
les yeux” (pp. 52-53)%. Dés lors il semble que les doutes de d’Alembert n’aient
plus été ’'objet d’études de la part des historiens des sciences. Il est siir que d’Alem-
bert a commis beaucoup d’erreurs; dans le domaine des mathématiques et de la
physique, il est difficile d’étre ’avocat de ceux qui commettent des erreurs. Mais,
alors que Todhunter se borne & énumérer séparément les erreurs de d’Alembert,
nous estimons qu’il faut les combiner entre elles pour reconstruire les pensées
fausses, mais subtiles de celui-ci, et que c’est 1 le seul moyen de le défendre.

On peut diviser les écrits de d’Alembert concernant le calcul des probabilités
en trois groupes:

(a) les articles de I’Encyclopédie;

(b) les mémoires dans ses Opuscules Mathématiques et dans ses Mélanges

d’Histoire, de Philosophie et de Littérature;
(c) un article dans le Supplément de 1’Encyclopédie et le dernier mémoire
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concernant le calcul des probabilités dans ses “Opusc. Math.”

§1.2 Sur les articles de I’Encyclopédie

Au début de la publication de I’Encyclopédie, d’Alembert semble se charger
d’écrire tous les articles concernant le calcul des probabilités. Il commence par
écrire l'article “Absent”.! 1l s’agit de la discussion sur le temps ot un absent doit
étre réputé pour mort, ce qui était I'un des sujets traité par N. Bernoulli dans sa
thése De Usu Artis Conjectandi in Jure. D’Alembert suggére la nouvelle méthode
de Buffon qui donne une ingénieuse solution tant i ce probléme qu’a d’autres, tel
que celui de Pétersbourg qui deviendra plus tard la principale source de ses doutes
sur le calcul des probabilités. Il n’explique pas cette méthode en détail, mais il
annonce qu’il 'exposera dans l'article “Probabilité”.’* Dans I’article ‘““Combinai-
son”,® il conseille aux lecteurs de lire ’Ars conjectandi de J. Bernoulli et 1’ Analyse
des Jeux de Hasard de Monmort, en écrivant que la théorie des combinaisons est
trés utile pour le calcul des jeux de hasard et que c’est sur elle que repose toute la
science des probabilités. Puis il renvoie les lecteurs aux articles, “Jeu,'° Probabilité,
etc.”

C’est & l’article “Croix ou Pile”® que pour la premiére fois il expose avec
certitude ses doutes sur le calcul des probabilités. Il demande d’abord combien
il y a & parier qu’on aménera croix en jouant deux coups consécutifs. Suivant les
principes ordinaires, il y a quatre combinaisons:

Premier coup: Croix Croix Pile  Pile

Second coup:  Croix Pile  Croix Pile
parmi lesquelles une seule fait perdre, et trois font gagner; il y a donc 3 contre 1
A parier en faveur du joueur qui jette la piéce. Cependant, selon d’Alembert, il
n’y a que trois combinations possibles:

Premier coup: Croix Pile Pile

Second coup: ——  Croix Pile
car, dés qu’une fois croix est venu, le jeu est fini, et le second coup est compté pour
rien. (Désormais nous écrirons simplement C pour Croix et P pour Pile.) 1l
n’y a donc, selon d’Alembert, que 2 contre 1 4 parier. Par le méme raisonnement
il prétend qu’en jouant trois coups, il n’y a que 3 contre 1 a parier.

Cest la difficulté du probléme de Pétersbourg que d’Alembert expose ensuite
dans I’article “Croix ou Pile”: “Pierre joue contre Paul, écrit-il, A cette condition
que si Pierre améne croix au premier coup, il payera un écu a Paul; s’il n’améne
croix qu’au second coup, deux écus, si au troisiéme coup, quatre, et ainsi de suite.
On trouve par les régles ordinaires que ’espérance de Paul, et par conséquent ce
qu’il doit mettre au jeu est (1-+2-+4 Etc)/(1 + 1+ 1 Etc), quantité qui se trouve
infinie.”® Dans P’article “Avantage”,? d’Alembert prend correctement I’espérance
pour la somme des gains multipliés par leurs probabilités. Donc il doit calculer
I’espérance du probléme de Pétersbourg comme:

1x124+2x1/44+4x1/8+....
= 12 + 1/2 + 1/2 4 .... (tend a linfinie)
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Pourquoi d’Alembert a-t-il faussement calculé ’espérance du probléme de Péters-
bourg? Peut-étre ne veut-il pas considérer I’espérance comme un terme mathé-
matique et emploie-t-il ce mot dans un sens vague. En effet I'article “Espérance’®
n’en présente que les aspects mythologiques, géographiques et morales, ce qui montre
que d’Alembert n’a écrit aucune ligne pour cet article. Dans ses mémoires des
Opusc. Math. il commencera bient6t & réfuter sévérement la notion de I’espérance
pascalienne, mais alors il semble qu’il veuille autant que possible éviter de I’employer.
Tout en signalant la difficulté du probléme de Pétersbourg dans I’article “Croix ou
Pile”, il n’entre pas dans les détails, qu’il réserve .pour I’article ‘“‘Probabilité”.

Dans larticle “Gageure’, d’Alembert réfute I’objection de M. Necker con-
cernant la probabilité d’amener croix en deux coups. Necker consentait a ce qu’il
n’y ait que trois combinaisons possibles: C, P-C, P-P. Mais il croit que la pro-
babilité d’amener croix au premier coup est double de celle d’amener P-C ou P-P.
Donc selon Necker la probabilité que le joueur gagne est de 3/4, ce qui est égal &
la valeur obtenue par le calcul ordinaire. Necker propose un autre probléme pour
réfuter d’Alembert: ‘Il suivrait de votre fagon, dit-il, de compter les probabilités
qu'on ne pourrait en aucun nombre de coups gager avec parité d’amener la face
A d’un dez 2 trois faces A4, B, C; car vous la trouverez toujours de 2" — 1 contre
2", n étant le nombre de coups dans lequel on entreprend d’amener la face A4.”
D’Alembert répond que les objections de Necker, surtout la derniére, méritent sans
doute beaucoup d’attention. Mais il déclare qu’il lui parait toujours difficile de
bien expliquer pourquoi et comment I’avantage peut étre triple, lorsqu’il n’y a que
deux coups favorables. Cependant il n’entre pas non plus dans les détails, et
écrit qu’il examinera plus 4 fond ce probléme aux articles, “Jeu,' Pari,'® Probabilité!*”,

Les adversaires de d’Alembert contredisaient souvent sa maniére d’énumérer
les combinaisons possibles. A ce point de vue Necker était particuiliérement
conciliant en consentant i ce qu’il n’y ait que trois combinaisons possibles, en
donnant avoir raison 3 d’Alembert. Supposons qu’on répéte un grand nombre
de fois ce jeu, en jetant la piéce a plusieurs reprises. Les coups formeront une
longue série de pile et de croix:

PCCPCPPPCPCC..........

Il s’agit alors de déterminer la fagon de diviser cette série. La théorie ordinaire
conseillera de diviser la série en deux termes; mais ce serait absurde, parce que, si
I’on améne croix au premier coup, un nouveau jeu commencera nécessairement par
le coup suivant. Donc la méthode de d’Alembert sera plus naturelle que celle de
la théorie ordinaire.

Supposons la série suivante:

....... PPCCPPCCPPCCPPCC.......
Si I’on la divise en deux termes suivant la théorie ordinaire, il y aura deux sortes
de divisions:
....... |PP|CC|PP|CC|PP|CC|PP|CC]|.......
....... P|PC|CP|PC|CP|PC|CP|PC|C .......
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Dans le cas de la premiére division, les deux joueurs gagnent alternativement, et
la probabilité est égale & 1/2. Dans le cas de la seconde I'un gagne toujours, et la
probabilité est égale a 1. Et, suivant d’Alembert, la probabilité sera de 2/3:
....... PP|C|C|PP|C|C|PP|C|C|PP|C|C.......

Suivant la méthode de d’Alembert on ne pourrait distinguer aisément les premiers
coups d’avec les seconds, et I'on devrait examiner chaque terme et juger si un jeu
sera fini par ce terme. 1l y aurait plus de chance que le jeu soit fini par croix; donc,
il y aurait plus de chance que le jeu commence par pile, car d’Alembert nie I'indé-
pendance des coups successifs. Ainsi il est possible que la probabilité d’amener
croix en deux coups soit différente de 3/4. Cependant d’Alembert tombe dans
une grave erreur, quand il dit que les probabilités de C, P-C et P-P sont 4 peu prés
égales.

Prenons une longue série de croix et de pile; le nombre de croix doit étre a
peu prés égal au nombre de pile, tant que la probabilité d’amener croix est égale a
celle d’amener pile. Quand on suppose que C,P-C, P-P soient également possibles,
le nombre de pile est au nombre de croix en raison de 3:2. Donc, tout au moins il
faut que la probabilité d’amener croix au premier coup soit double de celle d’amener
P-P. Si 'on suppose suivant le raisonnement de d’Alembert que la probabilité
d’amener P-C soit plus grande que celle d’amener P-P, la probabilité d’amener
croix en deux coups sera plus grande que 3/4, ce qui est contraire i lattente de
d’Alembert qui croit que la valeur approche de 2/3.

Dans les sept premiers volumes de I’Encyclopédie, d’Alembert a déja proposé
ces deux problémes qui sont 3 Porigine de tous ses doutes concernant le calcul des
probabilités. C’est pour les coups deux fois, trois fois ou maintes fois répétés
qu’il doutait d’appliquer le calcul ordinaire des probabilités. En effet il ne croyait
pas a I'indépendance des coups consécutifs, mais il n’a pas encore exposé en détail
cette idée. La plupart des explications de détail ont été réservés aux deux articles
“Probabilité!* et Jeu’'® qui devaient étre les articles les plus importants de 1’Ency-
clopédie concernant le calcul des probabilités. Aprés I’édition de son 7° tome en
1757, on fut obligé d’interrompre la publication de I’Encyclopédie, & I’exception
de quelques volumes de planches. Heureusement aprés une interruption de huit
ans, I'imprimerie put répandre, et tous les volumes inédits parurent la méme année
en 1765. D’Alembert écrivit les articles tels que ‘“Loterie,'? Pari,® etc””, mais les
deux importants articles ‘“Jeu”° et “Probabilité”** ne fut pas signé par lui.

Si ces deux articles avaient été écrits par d’Alembert, ils auraient contenu toutes
ses opinions sur le probléme de Pétersbourg et sur le jeu de “Croix ou Pile”. En
outreon aurait trouvé dans I’article “Jeu’, ’examen des conditions pour queles joueurs
consentent & jouer. En effet, en comptant le pari de certains examples de jeux,
d’Alembert a écrit 4 la fin de Particle “Pari”: “Au reste, ces régles doivent étre
modifiées dans certains cas, ol la probabilité de gagner est fort petite et celle de
perdre fort grande. Voyez Jeu.”* En citant ce dernier paragraph, Todhunter
emet des doutes: “Il n’y a rien dans I’article “Jeu” auquel on peut appliquer cette
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remarque, ce qui est le plus curieux, parce que “Jeu” précéde “Pari”’ dans I’ordre
alphabétique” (p. 260).** On peut dire la méme chose pour larticle ‘‘Loterie”
dans lequel d’Alembert conseille de voir I’article ‘“Probabilité”, car tous les volumes
qui ont suivi le 7° tome ayant paru dans la méme année, 'ordre alphabétique
n’avait plus d’importance.

De plus, on peut dire que quelqu’un dirigea I’article “Jeu”, article qui com-
porte 12 pages, mais ou I'on ne trouve rien sur le calcul des probabilités. On lit
vers la fin cette ligne trés simple: “Jeu de Hasard. Voyez Jouer.””'® L’article
“Jouer!* également anonyme, est rempli de calculs pratiques concernant les jeux
avec la définition ordinaire de ’espérance. Il est probable que c’est une substitution
de larticle “Jeu’ que d’Alembert annongait dés le premier tome. On pourrait
supposer qu’il ait écrit les articles “Jeu” et ‘““Probabilité”’, mais que quelqu’un ait
refusé de les publier dans I’Encylopédie. On ne peut pas dire que ses pensées n’étaient
pas encore miries en 1765, parce qu’il commengait déja & réfuter le calcul ordinaire
des probabilités dés 1761, dans les ““Opusc. Math.” On ne peut dire non plus qu’ay-
ant écrit dés 1761 les mémoires sur le calcul des probabilités, il manque d’intérét
de les répéter dans I’Encyclopédie; car il écrira plus tard dans le Supplément un
article intitulé “Probléme sur les cartes”*.

D’Alembert commence son 52° mémoire sur le calcul des probabilités par les
phrases suivantes: “Je demande pardon aux Géométres de revenir encore sur ce
sujet. Mais j’avoue que plus j’y ai pensé, plus je me suis confirmé dans mes doutes
sur les principes de la théorie ordinaire; je désire qu’on éclaircisse ces doutes . ..”
(p. 39).8 C’était la premiére fois qu il écrivait un long mémoire sur le calcul des pro-
babilités en n’abordant pas a son application & l’inoculation. Pourquoi a-t-il
humblement demandé pardon aux lecteurs? Peut-étre savait-il lui-méme qu’il
n’avait que peu de choses & écrire sur ce sujet. En voyant qu’il a écrit les 23° et
27° mémoires sous la forme d’extraits de lettres, nous pourrions imaginer qu’il se
sentait un peu géné dés 1767 de répéter ses doutes. Il semble que ce soit I’article
“Probléme sur les cartes” qui I’'a poussé 4 écrire le 52° mémoire. Nous verrons
plus tard importance de cet article pour d’Alembert. Alors, pourquoi d’Alembert
ne Pa-t-il pas écrit directement dans ses “Opusc. Math.”? Cela prouverait son
désir d’exprimer ses doutes dans I’ Encyclopédie.

Nous pensons en effet que d’Alembert écrivit les manuscrits de “Jeu” et de
“Probabilité”’, mais il fut empéché de les publier, tandis que ses autres articles tels
que “Loterie” et ‘“Pari” furent imprimés. Il y aurait eu parmi les rédacteurs de
I’Encyclopédie des discussions longues et génantes pour supprimer les manuscrits
de d’Alembert; et aprés de telles discussions il est naturel que personne n’a pu ni
ajouter ni retrancher un mot 4 ses manuscrits de “Loterie” et de “Pari”. D’autre
part, ayant accepté lui-méme qu’on retire ses deux manuscrits, d’Alembert n’a pas
voulu toucher aux autres. C’est ainsi que la citation de “Jeu’ ou de “Probabilité”
aurait été laissée intacte dans les articles “Loterie” et “Pari””. Sans doute, d’Alem-
bert gardait-il un souvenir désagréable de cette affaire, et désirait-il publier dans
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I’Encyclopédie quelque nouvel exemple qui justifie ses doutes.

§1.3 Les polémiques entre D. Bernoulli et d’Alembert, concernant I'application du
calcul des probabilités a I'inoculation

Au commencement de 1760, D. Bernoulli avait envoyé a I’Académie Royale
des Sciences de Paris un mémoire intitulé ““Essay d’une nouvelle analyse de la mor-
talité causée par la petite vérole et des avantages de I'inoculation”® que d’Alembert
critiqua trés sévérement. D. Bernoulli s’est plaint de la critique de d’Alembert
et écrivit une bréve réponse qui fut ajoutée au début de son “Essay” sous forme
d’Introduction Apologétique. D’Alembert publia sa critique augmentée dans
le tome 2 des Opusc. Math.** Par la suite il publia plusieurs autres critiques du
mémoire de Bernoulli, soit dans ses Mélanges (Tome 5), soit dans ses Opusc. Math.
(Tome 4 ou 5).

D’abord D. Bernoulli représente mathématiquement le ravage de la petite
vérole. Il évalue le nombre s de ceux qui n’ont jamais eu la petite vérole jusqu’a
I’dge de x par la formule

m

m—Der 1

s =
&: les vivants de cet age x
m: sur m personnes qui sont attaqués par elle, la petite vérole en enléve une
n: surnpersonnes qui ne ’'ont pas encore eue, la petite vérole en attaque une
11 suppose que m et n sont constants pour tous les ages et égaux a 8. Malgré
P’opinion de certains médecins, il admet que tous les nouveaux-nés n’ont pas encore
la petite vérole lors de leur naissance. A partir de quelques tables de décés, on
peut obtenir £.

Bernoulli, adoptant les listes de Halley, calcule:

(1) le nombre des morts de la petite vérole pour chaque 4ge pendant une année;

(2) le nombre des.morts par d’autres maladies pour chaque 4ge pendant une

année.

1l trouve ainsi le gain absolu et le gain relatif. Celui-la est 'augmentation des vi-
vants, lorsqu’on ne meurt jamais de la petite vérole; celui-ci est le gain absolu divisé
par la somme des vivants. Il évalue le ravage de la petite vérole par le gain absolu
ou relatif, et démontre aux médecins I'importance de perfectionner la méthode de
Iinoculation. Si D. Bernoulli se bornait & présenter mathématiquement le ravage
de la petite vérole, d’Alembert aurait peu a redire au calcul de Bernoulli, bien qu’il
ne lui paraisse pas correct; mais Bernoulli avance un peu plus loin.

Il envisage un risque de I'inoculation. En supposant que 'inoculation enléve
une victime sur 200, il compare la vie moyenne des hommes inoculés lors de leur
naissance avec la vie moyenne des hommes qui attendent I’attaque de la petite
vérole naturelle dans leur vie. Celle-ci compte 27 ans et 7 mois, tandis que celle-1a,
29 ans et 7 mois. L’augmentation de la vie moyenne par I'inoculation est de 2 ans.
Pour que I'inoculation n’abaisse pas la vie moyenne, elle peut enlever une victime
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sur 9.43 personnes, et méme dans ce cas elle reste avantageuse. Voici le raisonne-
ment de Bernoulli: ““Quand on a moins de 16 ans, on n’est pas utile pour la société;
donc on appelle I’4ge de 16 ans la naissance civile; et, si I'inoculation enlevait une
victime sur 9.43, le nombre des vivants avant la naissance civile serait diminué,
mais il s’augmenterait de plus en plus aprés la naissance civile.””*

D’Alembert veut réfuter le mémoire de Bernoulli particuliérement du point de
vue moral. Sans doute Bernoulli a-t-il présenté un mémoire mathématique. Donc
d’Alembert a dii répondre en mathématicien particuliérement dans ses mémoires
des Opusc. Math. Par contre dans son mémoire des Mélanges,” il était libre: il
a agi en moraliste. Cependant la difficulté de sa situation morale est évidente.
Car en réfutant moralement la méthode employée par Bernoulli pour calculer
les avantages de I'inoculation, il a dii défendre en méme temps I’inoculation contre
les anti-inoculistes.

Dans son mémoire des ‘“Mélanges”, il commence par remarquer la difficulté de
calculer les avantages de I'inoculation et 'insuffisance du calcul de Bernoulli. Ce der-
nier pensait que ’augmentation de la vie moyenne prouve I’avantage de I’inoculation,
malgré l’existence de quelque petit risque. Mais d’Alembert n’y consent pas:
Quelque petit que soit le risque de I'inoculation, elle enléve sa victime en un mois.
Ce risque est présent, tandis que ’augmentation de la vie moyenne n’arrivera que
dans I’avenir. Et, c’est la qualité des hommes de jouir du présent et de s’inquiéter
peu de ’avenir. Donc on ne peut comparer un risque présent avec une espérance
dans I’avenir. D’Alembert demande: ‘Si on admet les suppositions de Bernoulli,
celui qui se fait inoculer est & peu prés dans le cas d’un joueur qui risque 1 contre
200, de perdre tout son bien dans la journée, pour I’espérance d’ajouter a ce bien
une somme inconnue, et méme assez petite au bout d’un nombre d’années fort
¢éloignées, et lorsqu’il sera beaucoup moins sensible 4 la jouissance de cette aug-
mentation de fortune. Or comment comparer ce risque présent a cet avantage
inconnu et éloigné?”’ (p. 477)

D’Alembert exagére le probléme, mais I’analogie entre I’avantage de I'inocula-
tion et I’espérance du jeu est frappante. Ce n’est pas seulement 1’égalité de 'espé-
rance qui décide les joueurs a jouer, mais le consentement moral de chaque joueur.
On pourrait dire méme que, si 'espérance et la probabilité de gagner sont égales
pour les deux, il est possible qu’ils ne consentent pas 4 jouer, parce qu’ils n’aiment
pas et n’ont pas I’habitude de jouer.

En examinant les divers documents, d’Alembert trouve la possibilité de di-
minuer le risque de I’inoculation jusqu’a ce que le nombre de victimes de I'inoculation
soit égal a celui des morts de la petite vérole naturelle en trois mois. Cette fois-ci
'avantage de I'inoculation est assuré, parce que risquer de mourir au bout d’un
mois ou dans I’espace de trois, est & peu prés la méme chose pour le commun des
hommes. “Cependant, dit-il, si j’ose dire ici, ce que je pense, je ne suis point sur-
pris que d’autres citoyens se refusent & ce méme avantage, quelque considérable
qu’il puisse paraitre. Dés qu’on accordera qu’on peut mourir de l'inoculation,
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je n’oserai plus blamer un pére qui craindra de faire inoculer son fils. Car, si ce
fils par malheur en est la victime, son pére aura éternellement a se faire le reproche
affreux d’avoir avancé la mort de ce qu’il avait de plus cher” (p. 484).”° Ainsi,
d’Alembert condamne lintervention de I’Etat: “Si I'inoculation peut donner la
mort, 'Etat n’est pas en droit d’obliger les citoyens a s’y soumettre’ (p. 493).°

Enfin il conclut: “Je crois beaucoup plus sage de s’en tenir fermement a cette
assertion: ‘‘On ne meurt point de la petite vérole inoculée, quand elle est donnée
avec prudence et dans les circonstances convenables” (p. 496).” “Jusqu’a présent
il ne parait pas y avoir de preuve du contraire” (p. 497).”* En 1765 La Condamine
affirmera au sujet de I'objection de d’Alembert: ‘“La différence de deux risques,
dont I'un est trés prochain et dont I’autre peut étre trés éloigné, étant inappréciable,
de l'aveu de I'auteur de I'objection, qu’ai-je pu faire de mieux, que de supposer
I'un de deux risques beaucoup plus grand, et ’autre plus petit qu’ils ne le sont en
effet, et d’en tirer une conséquence d’autant plus évidente que la supposition est
plus exagérée? . .. L’objection n’aurait plus lieu si ’on prouvait que 'inoculation
prudemment administrée n’est jamais mortelle. Il est du moins trés vraisemblable
qu’elle peut étre perfectionnée au point de la rendre exempte de tout risque; et mon
illustre adversaire parait ne pas s’éloigner de ce sentiment” (p. 511).¥ Ainsi La
Condamine, le célébre historien de I'inoculation, a-t-il réfléchi et approuvé la
critique morale de d’Alembert! Sans doute le mémoire de La Condamine précéde-
t-il celui du tome 5 des Mélanges,® mais toutes les opinions citées dans le dernier
mémoire ont déja été exposées briévement dans le 11° mémoire des “Opusc. Math.””*"

La comparaison des avantages et des désavantages de l'inoculation est trés
difficile ainsi que nous I’avons vu jusqu’ici. A vrai dire, D. Bernoulli a eu le mérite
d’appliquer pour la premiére fois le calcul des probabilités au probléme médical.
Il triomphait donc au point de vue mathématique. Mais, ne peut-on pas dire que
c’était déja le temps de demander aux médecins de ne sacrifier personne par I’inocula-
tion, et que la prophylaxie moderne suivait désormais I’opinion de d’Alembert?
Alors pourrait-on dire que d’Alembert a été vaincu auprés des mathématiciens,
mais qu’il a triomphé auprés du monde médical.

Cependant, dans le 11° mémoire des Opusc. Math.'" d’Alembert propose lui
aussi sa nouvelle maniére de calculer ’'augmentation de la vie moyenne par 1’inocula-
tion. Suivant cette méthode, il faut avoir les connaissances suivantes:

(1) la liste des déces,

(2) la somme des morts de la petite vérole dés la naissance jusqu’a chaque

age,

(3) le nombre des personnes a chaque 4ge qui n’ont jamais eu la petite vérole

dans leur passé.
Le calcul de Bernoulli ne nécessite que la liste des décés. Les deux constantes
m et n lui permettent de calculer les deux tables (2) et (3). Mais suivant d’Alembert
c’est une simplification excessive que de supposer la constance de m et n. D’Alem-
bert pense que 1/m augmente avec ’Age, particuliérement depuis I'dge de 15 ans
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jusqu’a la mort, et que 1/n étant petit pour I’enfant en bas dge, augmente jusqu’a
’age de 10 ans, puis diminue graduellement. Cette négation de la constance de
m et n Poblige chercher les tables (2) et (3) par 'expérience. Mais, ou d’Alembert
peut-il trouver ces tables? Il est naturel qu’il ne peut nous laisser aucun calcul
pratique. Nous ajouterons que d’Alembert ne consente pas non plus & la constance
des risques de I'inoculation & chaque 4ge, ce que suppose Bernoulli.

Bernoulli répond sur quelques points. 1l dit que son calcul n’est qu’approxi-
matif, mais qu’il satisfait 3 tous les phénomeénes connus. Il avoue qu’il ajuste la
valeur de m et n pour que 1/13 de la population meure de la petite vérole; il choisit
m = 8 au lieu de m = 7 généralement adopté, parce qu’il y aurait un trop grand
nombre de morts par la petite vérole dans le cas de m = 7. Il fait une légere
concession & d’Alembert, en disant qu’il n’y a que la premiére année d’age qui lui
a semblé d’abord un peu surchargée dans la distribution de tout le ravage variolique.
Selon la liste de Halley, la moitié des nouveaux-nés meurt jusqu'a I’dge de 4 ans.
Si m et n sont constants, les morts de la petite vérole se concentreront avant 1’age
de 4 ans. En effet, suivant le calcul de Bernoulli, la moitié des morts par la petite
vérole se trouve chez les enfants de moins de 4 ans et demi. Il conseille donc de
faire inoculer les enfants aussitdt aprés leur naissance ou tout au plus a I’dge d’un
an accompli: “Si cependant une longue expérience donnait & connaitre qu’a la
premiére année de vie les enfants fussent beaucoup moins exposés a prendre la
petite vérole que les années suivantes, ce serait un motif de différer I'inoculation
jusqu’a I'dge d’un an accompli.”’® Le nombre des enfants morts de la petite vérole
en bas Age serait le plus principal point de litige entre eux, parce qu’il s’agit de I’age
auquel on fait inoculer les enfants; mais il n’y aurait de preuves décisives ni pour
d’Alembert ni pour Bernoulli. D’Alembert doit se borner a dire que le risque de
mourir de la petite vérole ne commencerait qu’a 4 ans et non pas dés I’age d’un an.

Quant aux critiques morales de d’Alembert, Bernoulli ne céde point.: “Sil’on
fait inoculer 1300 nouveaux-nés, on délivrera 100 enfants de la mort de la petite
vérole. 1l est siir que 'augmentation de la vie moyenne n’augmente que de deux
ans, mais c’est parce qu’on distribue uniformément I’avantage de 100 nouveaux-
nés sur 1300. Donc, les personnes de mérite pourraient apprécier cette augmenta-
tion de deux ans.”*® D’Alembert s’irrite de cette réponse: ‘“‘Bernoulli avoue lui-
méme que 12/13 d’enfants ne regoivent aucun avantage de I'inoculation. Pourquoi
tous les nouveaux-nés doivent se risquer pour 1/13, quoique ce risque ne soit pas
grand.” On peut voir l'irritation de d’Alembert dans le 23° mémoire §8.%

Les polémiques ne pouvaient aboutir du point de vue mathématique, du
fait du manque de statistiques médicales. Aussi d’Alembert sollicite-t-il ’aide de
I’Etat et des Facultés de médecine pour réaliser les statistiques nécessaires. De
plus, ces polémiques ont eu un autre effet: elles ont poussé d’Alembert a faire con-
naitre 4 nouveau ses doutes sur le calcul des probabilités. En effet, ses différents
mémoires sur I’inoculation sont presque toujours accompagnés par un autre mémoire
concernant ses doutes sur le calcul des probabilités. Ces deux objets ont, en com-
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mun, 1’évaluation morale des probabilités. Dans I’article “Absent”, d’Alembert
a déja suggéré de résoudre le probléme de I'absent et d’autres questions embarras-
santes telles que le probléme de Pétersbourg par la théorie de Buffon, qui consiste
‘A avoir la plus grande certitude morale possible qu’une supposition est vraie.”
C’est pour cela que d’Alembert a hésité & employer et a critiquer I'espérance
pascalienne dans I'Encyclopédie. En réfléchissant 3 I’avantage de I'inoculation,
peut-€tre a-t-il compris qu’il n’y aurait pas d’autres expressions plus effectives que
Pespérance, pour évaluer généralement l’avantage des probabilités; alors il
commencera a critiquer obstinément ’espérance pascalienne.

§1.4 Sur la probabilité d’amener croix en deux coups

Comme nous 'avons vu dans la section §1.2, d’Alembert n’énumére pour ce
jeu que trois combinaisons qui sont également possibles: C, P-C, P-P; et il conclut
dans Particle “Croix ou Pile” que la probabilité d’amener croix en deux coups est
égale 3 2/3. Dans les mémoires des Opusc. Math. il semble faire peu & peu quelques
concessions a la théorie ordinaire. Dans le 10° mémoire, il écrit que la probabilité
n’est ni de 2/3 ni de 3/4, mais moyenne entre ces deux nombres, quoiqu’elle approche
plus de 2/3 que de 3/4 (p. 22).** 1l insiste sur le fait que les probabilités de C, de
P-C et de P-P sont & peu preés égales, mais en méme temps il accepte que la proba-
bilit¢ de P-P est moindre que les deux autres. Pour la réponse au 2° probléme de
Necker il déclare que la difficulté n’existe plus, tant qu'on approuve I'inégalité de
probabilité de chaque combinaison possible. Enfin dans le 27° mémoire il ne dit
rien de la valeur.®* Supposons alors que les probabilités de C et de P-C soient
égales a 1/2 et celle de P-P, 4 1/3, la probabilité d’amener croix en deux coups devi-
endra

12 + 12
12+ 12 + 13

Ce qui est en accord avec le calcul ordinaire. Sans doute il existe une grave
contradiction dans ce calcul: la somme des trois probabilités dépassera 1'unité.

124+ 124+1/3=4/3>1

Mais il faut dire que dés le 23° mémoire, il commence 4 douter que la certitude ne
doive &tre toujours égale 4 l'unité.? Comme ce doute est trés grave, nous y re-
viendrons plus loin.

D’abord nous verrons comment d’Alembert veut justifier I’égalité de la pro-
babilité des trois cas: C, P-C, P-P. Voici la premiére explication qu’il écrit dans
le 10° mémoire: “Sans difficulté 1/2 est la probabilité d’amener croix & un coup
quelconque, en supposant qu’on joue ce coup; mais §’il est incertain qu’on joue ce
coup, si la probabilité qu'on le jouera, est 1/2, alors multiplier la premiére pro-
babilité 1/2 par la seconde 1/2, n’est-ce pas multiplier 'une par l'autre deux pro-
babilités de différente nature, une probabilité (savoir la premiére) qui reste toujours
égale 3 1/2, et une probabilité (savoir la seconde) qui ne reste pas toujours 1/2, mais
qui devient certitude dés qu’on la multiplie par la premiére. En effet la probabilité

=3/4
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1/2 d’amener croix ou pile, suppose nécessairement qu’on jouera le coup; ainsi la
combinaison de cette probabilité avec le second fait changer celle-ci de nature, et
la suppose certaine, de simplement probable qu’elle était auparavant?” (pp. 18-19)

Nous examinerons d’abord la probabilité de n’amener croix qu’au second coup
sous les deux suppositions suivantes:

le premier cas—on suppose qu’on ne joue pas encore le premier coup,

le second cas—on suppose qu’on ait déja joué le premier coup, mais qu’on ne

joue pas encore le second coup.

Pour jouer le second coup, il faut amener pile au premier coup. Dans le premier
cas, (a) la probabilité d’amener pile au premier coup est égale a 1/2, mais (b) la
probabilité d’amener croix au second coup n’est pas nécessairement égale a 1/2,
parce qu’il est incertain qu’on le joue. Comme il ne dit rien de cette probabilité,
nous lui donnerons la valeur x. Dans le second cas, (c) le premier coup devient
certitude: on a amené nécessairement pile. Nous prendrons I'unité pour la valeur
de certitude, parce que dans son premier mémoire il ne doute pas encore de cette
valeur. Enfin (d) la probabilité d’amener croix au second coup est maintenant
égal a 1/2, parce qu’il est sir qu’on le jouera.

D’Alembert interdit de multiplier une probabilité du premier cas par celle du
second, parce que ce sont deux probabilités de différente nature. Donc, multiplions
deux probabilités de méme nature I'une par l'autre, et supposons I’égalité de ces
deux produits:

12xx=1x1/2

Est-ce qu’on peut dire que x est égal a I'unité? A vrai dire, il est peu probable que
d’Alembert consente & donner une certaine valeur & x, parce qu’il insisterait sur
le fait qu’on ne peut jouer le second coup qu’aprés avoir amené pile au premier coup.
Mais malgré lui, x = 1 montrera que croix arrivera nécessairement au second
coup, ce qui est absurde. Voila I’exagération de d’Alembert. Peut-étre veut-il
dire en employant le mot “certitude” que la probabilité d’avoir amené pile au pre-
mier coup, n’est plus de 1/2, mais qu’elle augmente et approche de I'unité. Son
principe ne serait qu’approximatif. Mais quelle approximation?

Voici notre hypothése. Selon d’Alembert, les coups consécutifs ne sont pas
indépendants. Un coup dépend de ceux qui le précédent. Si I'on améne croix
plusieurs fois de suite, la probabilité d’amener croix au coup suivant sera bien
moindre que 1/2. Alors, d’Alembert aurait pu affirmer son principe inversement:
si les probabilités d’amener pile et croix sont absolument égales a 1/2, il serait
défendu d-imaginer le coup précédent, ou bien on pourrait négliger la probabilité
du coup précédent, car on peut le supposer arbitrairement, soit pile, soit croix.
Considérons deux coups successifs de piéce. Le second pile et le second croix
dépendent du premier pile: la probabilité de P-P est moindre que celle de P-C.
Cependant, si 'on peut supposer que les probabilités du second pile et du second
croix sont approximativement égales, c’est-a-dire, si I’on peut regarder que le second
coup est approximativement indépendant du premier coup, on pourra négliger
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approximativement la probabilité du premier coup. Ainsi, suivant notre hypothése
il faudra dire: “Pour jouer le second coup, il faut amener pile au premier coup,
dont la probabilité est égale & 1/2. Mais on peut regarder que les probabilités
du second pile et du second croix sont égales & 1/2. Donc, au point de vue du
second coup, le premier coup peut étre regardé comme certain, parce qu’il peut
étre arbitraire, soit pile, soit croix.”

Sans doute, I’explication conforme a notre hypothése est un peu différente de
celle de d’Alembert, mais on ne trouverait aucune contradiction entre elles. Dans
le 27° mémoire, d’Alembert néglige le premier pile pour examiner le second coup,
et ainsi il regarde les trois combinaisons possibles comme:

le premier croix  le second croix  le second pile

ce qui est favorable du point de vue de notre hypothése; malheureusement son
explication ne parait pas étre en accord avec la nétre: “Il me parait, dit-il, que
mathématiquement parlant ces trois coups sont également possibles par la raison
que croix ou pile arrivant au second coup, suppose que pile est nécessairement
arrivé au premier, en sorte que le second cas pile et croix, ainsi que le troisiéme
cas pile et pile ne forment chacun qu’un seul cas individuel et comme un seul coup”
(p. 289).%

Malgré la différence, il est possible que d’Alembert ait suivi notre hypothése.
En effet, en prétendant que C, P-C et P-P sont & peu prés également possibles,
d’Alembert a déja avoué I'inégalité des probabilités de P-C et P-P, tandis que notre
hypothése est fondée sur I’égalité de ces deux probabilités. Donc, §’il avait suivi
notre hypothése, il n’aurait pu I’avouer franchement aux lecteurs.

La premiére explication de d’Alembert était trop compliquée et difficile a
comprendre. Donc il a dii la simplifier dans son 27° mémoire. Ainsi il a expliqué
qu’on devait amener pile au premier coup pour jouer le second, et il a appelé cela
la certitude de premier coup. Mais, s’il avait insisté sur cette simplification exces-
sive, il se serait perdu dans un raisonnement embarrassant: “On a amené pile
deux fois de suite; alors les deux coups deviennent certitude; donc on peut amener
pile trois fois de suite par la probabilité de 1/2;ainsi, pile est arrivé trois fois de suite,
et ces trois coups deviennent certitude; donc on peut amener pile quatre fois de
suite par la probabilité de 1/2; ainsi de suite.” Et, c’est la raison pour laquelle
nous supposons que d’Alembert a dii avoir quelques idées semblables 2 celles de
notre hypothése.

§1.5 Sur le probléme de Pétersbourg. Est-ce que le jeu peut durer éternellement?

Dans P’article “Absent”,* d’Alembert a suggéré de traiter le probléme de Péters-
bourg par la méthode de Buffon fondée sur sa notion de “la plus grande certitude
morale possible”. Dans I’article “Croix ou Pile” il n’a pas encore voulu le traiter
par 'espérance pascalienne, mais il a déclaré clairement qu’on devait le résoudre
entiérement sous forme mathématique: “Pour rendre plus complétes les solutions
des problémes concernant les jeux, il serait & souhaiter qu’on piit y faire entrer
les considérations morales . . . Mais toutes ces considérations, étant presque impos-
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sibles & soumettre au calcul & cause de la diversité des circonstances, on est obligé
d’en faire abstraction et de résoudre les problémes mathématiquement.”® En con-
sidérant I’évaluation morale des probabilités dans ses polémiques sur I'inoculation
d’Alembert veut critiquer mathématiquement le probléme de Pétersbourg, et nier
la validité de I’espérance pascalienne.

Ce qui méne I’espérance du probléme de Pétersbourg & une somme infinie,
c’est évidemment la possibilité que croix arrive a tous les coups et que par conséquent
pile n’arrive jamais. Mais la difficulté ne sera pas complétement résolue, si ’on
ne joue qu’un nombre fini de coups: ‘“Par exemple, dit-il, si Pierre et Paul ne jouent
qu’en cent coups, on trouvera que Paul doit donner 50 écus & Pierre. Oriln’y a
point de joueur qui vouliit donner cette somme en pareil cas” (p. 5).* Aussi,
d’Alembert croit-il qu’il n’est pas convenable de limiter le nombre de coups par
des conditions morales telles que la fortune des joueurs, quoiqu’il soit recomman-
dable aux mathématiciens de considérer celles-ci dans le calcul des probabilités.

D’Alembert propose dans le 10° mémoire: “Quand la probabilité d’un événe-
ment est fort petite, elle doit étre regardée et traitée comme nulle; et qu’il ne faut
point multiplier cette probabilité par le gain espéré” (p. 8)."* Quelque grand que
soit le nombre 7, suivant le calcul ordinaire la probabilité d’amener croix » fois de
suite n’est pas absolument nulle, mais 1/2”. D’Alembert déclare: Il est pourtant
vrai, et méme évident que cette supposition est possible dans la rigueur mathémati-
que. Ce n’est donc physiquement parlant qu’elle est fausse” (p. 454)."® Et, il
continue: *(Si Pierre et Paul jouent croix ou pile, et si pile arrive dix fois de suite),
Paul se récriera infailliblement au 10° coup, que la chose n’est pas naturelle et que
sirement la piéce a été préparée de maniére & amener toujours pile” (p. 455).®
D’Alembert suppose que croix arrive nécessairement (et par conséquent la proba-
bilité d’amener pile est absolument nulle) aprés un certain nombre de coups; mais
il se désole de ne savoir fixer ce nombre. (p. 4).1°

11 veut chercher la valeur limite de probabilité qui doit étre regardée comme
physiquement nulle. Mais, §’il suppose qu'une probabilité moindre que 1/1000
soit physiquement nulle, il devra compter quelque diminution pour une probabilité
dont la valeur est trés approchée de 1/1000 (par exemple 1/999, 1/998 etc). Alors,
jusqu’d quelle terme doit-il compter une pareille diminution? “S’il faut diminuer
tous les termes méme ceux qui contiennent des fractions assez grandes comme 1/4
ou 1/8, pour lors la régle des probabilités se trouvera fautive et imparfaite, méme
dans le cas ou la probabilité ne sera pas fort petite” (pp. 11-12).*® Il faut remarquer
qu’il y a deux espéces de probabilités pour d’Alembert: la probabilité mathématique
et la probabilité physique. Et il veut corriger ou remplacer la valeur de celle-1a
par la valeur de celle-ci. '

Ainsi d’Alembert demande: “Est-ce qu’il est également possible que croix
ou pile arrivera au 4° coup, aprés qu’on a amené croix trois fois de suite?”” (p. 13)*°
11 pense que, si cette supposition est vraie, il est possible que croix arrivera toujours
et que pile n’arrivera jamais, ce qui n’a jamais lieu physiquement.
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Sans doute le principe de d’Alembert est fautif au point de vue du calcul des
probabilités. Cependant il demande l'aide de sa philosophie pour fonder son
principe physiquement. Ilécrit: ‘‘La variété des événements successifs est un phéno-
meéne constant de la nature; et leur similitude constante ou répétée un grand nombre
de fois, est au contraire un phénoméne qui n’arrive jamais™ (p. 15).2* Ou “toute
uniformité singuliére d’événements annonce une cause; dés qu’on ne supposera
point de cause, on ne doit supposer d’uniformité extraordinaire” (p. 89).2° Sans
doute d’Alembert a-t-il raison. Si ’on n’avait pas eu une telle conviction, comment
aurait-on pu établir les sciences modernes? Comme il devait rester mathématicien
particuliérement dans ses mémoires des Opusc. Math., il n’a pas expliqué ces
phrases en détail ; mais nous pourrons les regarder comme sa définition philosophique
ou épistémologique du hasard. Certainement, c’est la variété des événements qui -
nous fait juger qu’un phénoméne est probable. Donc, quand nous trouvons quelque
uniformité singuliére d’événements, nous cherchons une cause suivant le principe
de causalité. Et c’est la naissance des sciences modernes.

Dans le 23° mémoire d’Alembert présente de nouvelles propositions con-
cernant la probabilité d’amener croix » fois de suite. Ses premiéres propositions

sont d’adopter la valeur ou simplement (€ et a sont des

1
positifs arbitraires) au lieu de 1/2*; ces substitutions réduisent I’espérance du
probléme de Pétersbourg 4 une valeur définie. D’Alembert montre qu’en choisissant
convenablement la valeur de { ou @, on peut obtenir des résultats raisonnables

pour 'espérance du probléme de Pétersbourg. Pour réduire la probabilité 3 zéro

. . . 1
apreés un certain nombre de termes, il conseille de prendre la valeur Wk—_n")

1

2"(1 4+ B(k — n)™7%/?)
entier) (pp. 74-76).® Les nouveaux termes qu’il propose dans le 23° mémoire
n’ont guére d’importance, parce qu’il ne croit pas i leur exactitude. I se con-
tente de montrer qu’on peut faire divers essais pour chercher la vraie probabilité.

Cependant, selon d’Alembert, croix ne peut jamais arriver un grand nombre de
fois de suite. De 12 vient une autre difficulté: déterminer les combinaisons possibles
en calcul des probabilités. Supposons qu’on jette une piéce cent fois de suite. Le
nombre de toutes les combinaisons de pile et de croix monte a 2!, Si toutes les
combinaisons de pile et de croix sont également possibles suivant le calcul ordinaire,
il y a une probabilité d’amener croix cent fois de suite par 100 X 2% coups. Mais,
selon d’Alembert, pile arrive nécessairement, aprés avoir amené croix » fois de suite.
Sans doute d’Alembert ne peut-il trouver ce nombre n, mais il considére qu’il est
trés inférieur & 100. Il pense donc qu’il ne faut pas énumérer les combinaisons
ol croix arrive successivement (n + 1) fois, (n + 2) fois. . . ., 100 fois, c’est-a-dire
les cas ol 'une des éventualités de croix ou de pile arrive avec une fréquence beaucoup
plus grande que l'autre. Il croit aussi que les combinaisons ol croix et pile se
trouvent mélés, sont plus probables que ce que nous apprend le calcul ordinaire.

ou (k, B sont des positifs arbitraires, et g, un nombre
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Dés le 10° mémoire il déclare que la régle des combinaisons des événements est
défectueuse dans le calcul ordinaire: ‘Je ne crois pas, dit-il, que dans le nombre
des combinaisons possibles, celle qui amenera plusieurs fois de suite le méme événe-
ment, est aussi possible que chacune des autres en particuliers” (p. 14).'

La méthode consistant & énumérer toutes les combinaisons mathématiquement
possibles est valable sous la condition de I’égalité de leurs probabilités. Si cette
condition manque, il sera préférable qu’on n’énumére que les combinaisons physi-
quement possibles, et qu’on recherche directement leurs rapports de probabilités.
Nous trouverons ainsi la vraie raison pour laquelle d’Alembert insiste sur les trois
combinaisons possibles pour le jeu de croix ou pile en deux coups, car c’est un bon
exemple pour réfuter ’énumération de toutes les combinaisons mathématiquement
possibles. Donc il n’est pas nécessaire pour d’Alembert d’insister sur la valeur
2/3. Ce qui est le plus important pour lui, ce serait le principe de n’énumérer
que les combinaisons physiquement possibles. Mais pour pouvoir prétendre qu’il
est préférable d’énumérer suivant sa méthode, il est obligé de regarder ses trois
combinaisons comme A peu prés également possibles.

On peut trouver quelques exemples trés intéressants concernant les combinai-
sons physiquement possibles dans son mémoire des Mélanges. Sans doute, dans
ses Mélanges, adoptait-il une orientation moins mathématique devenant philosophe
dans son mémoire concernant le calcul des probabilités, ou moraliste dans son
mémoire concernant I'inoculation. Il est vrai qu’au 18¢ siécle tous les philosophes
étaient plus ou moins des moralistes.

D’Alembert considére d’abord 25 lettres arrangées suivant différentes maniéres:

Constantinopolitanensibus

aabceiiilnnnnnooopssstttu

nbaeptolnoiauostnisninctn
Ces trois arrangements contiennent les mémes lettres: dans le premier les lettres
forment un mot connu; dans le second les lettres sont disposées suivant leur ordre
alphabétique; enfin dans le troisiéme les caractéres sont péle-méle, sans ordre et
au hasard. D’Alembert conclut: “L’homme sensé ne regarde pas en quelque
maniére les trois arrangements comme également possibles physiquement parlant,
quoique la possibilité mathématique soit égale et la méme pour tous les trois” (p.
459).18

Certes, les hommes sensés excluraient au départ le premier arrangement et
méme le second de I’étude du hasard, en disant: ‘Ce n’est pas un objet pour con-
sidérer le hasard; ce serait un objet pour examiner la faculté mentale de celui qui
touche ces lettres.”” Pourquoi? Deés le départ, on a inventé les lettres pour re-
présenter une signification donnée par leur arrangement, et on leur a donné ’ordre
alphabétique. Les régles des lettres ont été données dés leur invention; donc, quand
on trouve dans I'arrangement des lettres un sens quelconque ou I’ordre alphabéti-
que, on pense naturellement que quelqu’un les a réarrangées intentionnellement.
Mais il en est de méme pour la nature. C’est grice a la croyance sur "uniformité
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du monde extérieur que les sciences physiques modernes se sont développées.
D’Alembert était un grand mécaniste. Donc, il lui a fallu distinguer strictement la
probabilité d’avec la certitude physique: Qu’est-ce que la probabilité? Cest
une interrogation qu’on doit faire tout au moins une fois fondamentalement.
Le probléeme de Pétersbourg ne Iui a donné qu’une chance de se la poser.

Enfin nous citerons un autre exemple de son mémoire des “Mélanges”. Ber-
noulli a cherché “par quelle raison les orbites des planétes sont renfermées dans une
trés-petite zone paralléle & I’écliptique et qui n’est que la dix-septiéme partie de la
sphére”. 1l a trouvé qu’il y avait & parier plus de 1400000 contre un que la chose
n’arriverait pas ainsi. D’Alembert répond ironiquement: “Si les planétes étaient
toutes dans le méme plan, on trouverait qu’il y a I'infini & parier contre un que cet
arrangement ne devrait pas arriver. Cependant, tout autre arrangement particulier
et arbitraire qu’on voudra imaginer (par exemple Mercure & 20 degrés d’inclinaison,
Vénus 3 15, Mars 3 52, Jupiter 4 40, Saturne 2 83) est unique, comme celui de I’arran-
gement des planétes dans le méme plan ... Pourquoi donc Bernoulli cherche-t-il
une cause dans le premier cas, lorsqu’il n’en chercherait point dans le second cas?”
(p. 460)*® Cette fois-ci, d’Alembert a eu raison. Si toutes les planétes étaient dans
le méme plan, cette uniformité extraordinaire permettrait aux savants de trouver
facilement une cause physique; mais quel que soit ’arrangement des planétes, ils
en trouveraient la cause aprés des études longues et fastidieuses.

§1.6 Les doutes sur I'espérance pascalienne

Dans le 10° mémoire, d’Alembert était déja mécontent des régles ordinaires
de I’espérance, mais il n’a suggéré I'inapplicabilité de ces régles qu’au seul probléme
de Pétersbourg, en conseillant de ne pas multiplier la probabilité d’un événement
par le gain espéré lorsque la probabilité est fort petite. Dans ce mémoire, il s’in-
téresse particuliérement 3 la distinction entre probabilité mathématique et pro-
babilité physique. Mais dans les mémoires suivants, son intérét se trouve de plus
en plus vers les difficultés posées par 1’espérance.

Dans le 23° mémoire, il cite deux exemples qui le font douter de I’espérance.
Premiérement, il suppose que Pierre et Paul jouent & la condition que si Paul n’améne
croix qu’au 100° coup, il donnera 2% écus & Pierre, mais que si Paul 'améne avant
le 100° coup, il ne lui donnera rien. Malgré que son espérance soit d’un demi écu,
Pierre ne le donnera jamais & Paul pour jouer au pair, parce qu’il perdrait siirement
son demi écu. Deuxiémement il compare les deux cas suivants: au premier il
est certain qu’on gagne 500 livres; au second on gagnera 1000 livres avec une pro-
babilité de 1/2. L’espérance est égale pour ces deux cas, mais dans le premier on
ne risque rien. D’Alembert formule les réflexions suivants: Il me semble que
toutes les idées d’espérance, d’enjeu, de somme qu’il faut donner pour jouer au
pair, ne sont pas facile & fixer d’une maniére précise” (p. 82).* Et il ajoute: “Ce
sera principalement la probabilité bien plus que la somme espérée qui constitue
Pespérance, car quelle que soit la somme espérée qu’est-ce que l’espérance si la
probabilité est fort petite?” (p. 83)*° 1l gardait cette idée durant toute sa vie. On
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peut le voir dans le 52° mémoire: “C’est la probabilité seule qui forme I'espérance
véritable et comme la somme espérée quelque grande qu’elle soit n’augmente pas
cette probabilité, il me semble qu’on ne doit pas multiplier cette somme par la
probabilité, pour avoir ce qu'on nomme P’espérance du joueur” (p. 47).%

Ce qui est le plus important, c’est qu’il commence & douter dés le 27° mémoire
que ’espérance totale ne soit la somme des espérances partielles. Il I’avoue franche-
ment dans le 52° mémoire: “Si on ne doit gagner par exemple qu’au second coup,
il est clair qu’on n’aura point gagné au premier coup. On ne peut donc avoir a
la fois I’espérance de gagner au premier et de gagner au second. Pour avoir I'espé-
rance totale, faut-il donc ajouter les espérances partielles qui semblent s’exclure les
unes les autres? Je ne veux pas conclure de 1a que le résultat de cette addition ne
soit pas exact. Je dis que la théorie s’énonce d’une maniére obscure et pas satisfai-
sant” (p. 42).» Nous verrons plus tard que Condorcet répond admirablement &
ce probléme. Pourquoi D’Alembert doute-t-il de I’addition des espérances partielles?
Cest parce qu’il croit trouver un exemple contredisant une pareille addition. Le voici:

D’Alembert considére une forme modifié du probléme de Pétersbourg pour ex-
pliquer que dans ce probléme ce n’est pas la durée du jeu supposée infinie qui rend
I’enjeu infini: “Au lieu de supposer que I'un des Joueurs doive donner un écu au
premier coup, deux au second, quatre au troisiéme, etc, toutes autres conditions
étant d’ailleurs absolument les mémes, supposons qu’il doive ne donner qu’un écu
a chaque coup; on trouvera qu’alors I’enjeu devra étre 1/2 + 1/4 efc a I'infini, égal
4 un écu, quoiqu’on suppose que la durée du jeu puisse étre infinie. . .. Ce dernier
cas peut fournir contre moi une objection que personne ne m’a faite, et qui peut
néanmoins paraitre trés-forte. On pourrait dire: dans le cas précédent le calcul
donne un écu pour la somme que I'un des Joueurs doit donner 3 I’autre avant
le jeu, et ce résultat est en effet conforme 2 la raison, car puisque le Joueur qui doit
donner cet enjeu, recevra infailliblement de ’autre un écu ni plus ni moins, quelque
chose qu’il arrive, il est clair que pour rendre égale la condition des deux Joueurs,
il doit donner un écu a lautre. Or c’est ce qui ne devrait pas étre suivant votre
maniére d’évaluer les probabilités: car la probabilité que I'un des deux coups
arrivera un trés grand nombre de fois de suite, étant nulle selon vous, la série 1/2 4
1/4 4 1/8 etc aboutira, aprés un certain nombre fini de termes & zéro absolu, et
par conséquent la somme de cette série sera moindre que 1. Je répond que cette
objection, sans me faire changer de sentiment sur ’'impossibilité que je crois incon-
testable par ’expérience, me rend seulement trés suspecte un autre régle du calcul
des probabilités qui consiste & ajouter les espérances partielles pour avoir I’espérance
totale” (pp. 300-301).%

Premiérement il faut dire que d’Alembert n’applique pas fidélement sa propre
théorie & son argument. Pour obtenir 1’espérance totale, il doit additionner les
probabilités des termes suivants:

C PC PPC.......... P-P-P-..P-C P-P-P-...P-C 1)
n—1) n
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tandis qu’il semble additionner celles des termes suivants:

P P-P P-P-P.......... P-P-P-..P-P 0 2)
~——

(Supposons que croix arrive nécessairement, aprés que pile soit arrivé » fois de suite.)
Evidemment la somme des probabilités (2) est moindre que 1, mais la série (1) a
un terme de plus que la série (2), et la probabilité du terme de la série (1) est plus
grande que celle du terme correspondant de la série (2). D’Alembert doit donc
s’efforcer de déterminer les probabilités des termes (1) dont la somme devrait étre
1, avant de douter de I’addition des espérances partielles. Deuxiémement, il
faut remarquer que dans ce probléme I’espérance est égale a la probabilité elle-
méme. On doit donc demander & d’Alembert: Est-ce que la somme de toutes
les probabilités, c’est-a-dire la valeur de certitude peut étre inférieure & 1? En
vérité d’Alembert répond affirmativement selon cet argument. Enfin, il est impor-
tant de déterminer le moment ou il a trouvé ce probléme. Peut-étre d’Alembert
a-t-il été embarrassé quelque temps par la difficulté de cette forme modifié du
probléme de Pétersbourg et aurait-il voulu avoir un certain temps pour y réfléchir.
Mais dans le 27° mémoire il était déja fier d’exposer ce probléme qui pourrait fournir
contre lui une importante objection que personne ne lui a faite jusque-13. Donc il
est possible qu’il ait déja eu I'idée de ce probléme, lorsqu’il a écrit le 23° mém-
oire, dans lequel il a exprimé son premier doute sur la certitude, mémoire qui n’a
précédé le 27° mémoire que d’au plus un ans.

Il nous semble que I’espérance est I'objet le plus important de ses critiques
dans ses 27¢ et 52° mémoires. Sans doute il avait déja écrit en détail sur la distinc-
tion entre probabilité physique et probabilité mathématique, y ajoutant des
réflexions philosophiques, et 4 ce moment-la il ne lui restait que peu de choses a
dire sur ce sujet.

§1.7 Les doutes sur la certitude et le “‘Probléme sur les cartes”.

D’Alembert commence & douter dans son 23° mémoire que la valeur de la cer-
titude ne doive étre toujours égale i l'unité. Ses doutes proviennent de deux
causes:

La premiére cause—II s’agit du jeu d’amener croix en deux coups. D’Alembert
croit qu’il n’y a que trois combinaisons C, P-C, P-P qui sont & peu prés également
possibles. Comme la probabilité de la premiére combinaison C doit étre égale a
1/2 selon d’Alembert, la somme de ces trois combinaisons monte 4 peu prés 4 3/2.
La premiére cause nous montre que la valeur de la certitude dépasse I'unité.

La seconde cause—Il s’agit aussi du jeu d’amener croix en deux coups. Pour
jouer le second coup, on doit supposer que pile est nécessairement arrivé au premier,
et ce premier pile doit étre regardé comme certitude. Mais quelle certitude? Dans
le 10° mémoire il écrit: ‘“Le cas pile et croix n’est exactement aussi possible que le
cas croix seul; mais le rapport des probabilités me parait inappréciable” (p. 21).1
Avec quelle prudence il écrit ces lignes! Dans ses autres mémoires, méme ces
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prudentes expressions sont disparues! Pour défendre son principe contre ses ad-
versaires, il ne veut pas dire franchement ce qu’il pense. Mais sa pensée est évidente.
11 pense que dans ce cas la certitude est trés proche de 1, mais inférieure 4 1. Par
conséquent la seconde cause nous montre que la certitude est inférieure a I'unité.

En outre, il aurait dd accepter la certitude ordinaire dont la valeur est rigoureu-
sement égale 3 I'unité.

Dés le premier écrit sur le calcul des probabilités, il a dii étre embarrassé par
ces trois espéces de certitudes qu’il n’a osé d’écrire. Mais toutes: les fois qu’il a
rencontré quelque difficulté, il a recouru a I'idée de certitude. Ainsi toutes les dif-
ficultés semblaient se concentrer sur cette idée. Enfin suivant sa fausse argumen-
tation, il a découvert la troisiéme preuve ou la valeur de la certitude n’est pas
nécessairement égale a I'unité, dans la forme modifiée du probléme de Pétersbourg.
Celle-ci appartient 2 la seconde cause. Alors il n’a pu éviter de parler de ses dotites
sur la certitude. En effet il a écrit dans le 23° mémoire: “Dans I’analyse des
hasards, on regarde la certitude comme 1 et la probabilité, comme une fraction de
la certitude. Cette supposition est-elle bien exacte a tous les égards? Car mille
probabilités ne feront jamais une certitude. Drailleurs, s’il y a certitude qu’on
gagnera 500 liveres, et probabilité 1/2 qu’on gagnera 1000 livres, dira-t-on que les
deux cas sont les mémes?” (p. 83).%

Certes dans le calcul ordinaire on donne la valeur 1 & la certitude, et on déter-
mine les probabilités comme ses fractions. Comme le calcul ordinaire énumére
mathématiquement toutes les combinaisons et les regarde comme également pos-
sibles, la certitude peut &tre toujours constante, et égale & 'unité. Comme d’Alem-
bert nie ce principe, il est naturel pour lui que la certitude mathématique qui n’est
que la somme des probabilités puisse étre variable. Peut-étre est-il jaloux du calcul
ordinaire dans lequel on réussit heureusement & établir la certitude comme constante.
Il voudrait la réfuter en établissant la distinction philosophique entre probabilités
et certitude. En effet il écrit: mille probabilités ne feront jamais une certitude.
Et, pour approuver sa pensée, il veut qu’on apprécie le sentiment moral de ’homme:
la probabilité nous demande un risque, tandis qu'on ne risque rien dans la certi-
tude.

Au début du 27° mémoire il écrit: “Comment on peut donner a I'incertitude
une valeur précise et déterminée par le calcul qui est la fraction de la certitude,
quoique rigoureusement et métaphysiquement la certitude soit, par rapport a la
simple probabilité, ce qu’est I'infini par rapport a I’unité” (p. 284).2* Nous voyons
ici son espérance de déterminer l'incertitude au point de vue de la certitude
philosophiquement définie. Mais c’est impossible, parce que lincertitude n’est
pas autre chose que la probabilité, et que la certitude ne peut étre, mathématique-
ment parlant, que la somme des probabilités. Aussi écrit-il 4 la fin de ce mémoire:
“Soit p + q le nombre total des cas, p la probabilité d’un certain nombre de cas,
q la probabilité des autres; la probabilité de chacun sera a la certitude totale comme
petgsontap+ q. Voila ce que je nie encore; j’accorde que les probabilités de
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chaque cas sont comme p et g; je conviens qu’il arrivera certainement et infaillible-
ment, un des cas dont le nombre est p 4+ g; mais je nie que du rapport des probabilités
entre elles, on puisse en conclure leur rapport a la certitude absolue, parce que
la certitude absolu est infini par rapport 4 la plus grande probabilité” (p. 309).%
On peut voir son désir de nier la certitude mathématique qui n’est que la somme des
probabilités et d’établir la philosophie de la certitude par le mot “certitude absolue”.

L’article “Probléme sur les cartes”* est trés important au point de vue de la
certitude. Todhunter I’a trouvé dans I’Encyclopédie Méthodique, mais il n’a pas
su qu’il avait été déja imprimé dans le Supplément de I’Encyclopédie en 1776. Tod-
hunter s’écrie alors avec stupeur: Il parait curieux que de telles erreurs aient
pu étre admises dans I’ Encyclopédie Méthodique’ (p. 292).*® Certes, on peut trouver
des erreurs assez extraordinaires dans cet article, mais il faut dire en méme temps
que Todhunter interpréte mal les erreurs de d’Alembert. Ayant lu tous les écrits
de d’Alembert concernant le calcul des probabilités, il signale toutes les erreurs
qu'a commises d’Alembert. Cependant, comme Todhunter ne s’efforce point de
reconstituer ces erreurs pour éclaircir les vraies idées de d’Alembert, il comprend
mal I’article “Probléme sur les cartes™ et il ne touche point aux idées de d’Alembert
sur la certitude.

Citons d’abord larticle: “Pierre tient huit cartes dans ses mains, qui sont,
un as, un deux, un trois, un quatre, un cing, un six, un sept, un huit, qu’il a mélés:
Paul parie que les tirant ’une aprés I’autre, il les devinera & mesure qu’il les tirera.
L’on demande combien Pierre doit parier contre un que Paul ne réussira pas dans
son entreprise?” Il donne la solution de cette premiére question: ‘L’espérance
de Paul au premier coup est 1/8, au second coup 1/7; d’oi il s’ensuit que son espérance
pour les deux premiers coups est 1/8 X 1/7... Par la méme raison I’espérance de
Paul pour trois coups sera 1/8 X 1/7 X 1/6; pour sept elle sera 1/8 x 1/7..... X
1/2; donc I’enjeu de Pierre sera & celui de Paul comme 8!—1 est 4 1.”

Puis d’Alembert passe 4 la seconde question: “‘Si Paul pariait d’amener ou de
deviner juste 3 un des sept coups seulement, son espérance serait 1/8 + 1/7 +
«...+ 1/2, et par conséquent I’enjeu de Pierre & celui de Paul, comme 1/8 + 1/7
.o +1231—-18—1/7.... —1/2.” La troisiéme question est la suivante:
““Si Paul pariait d’amener juste dans les deux premiers coups seulement, son espé-
rance serait 1/8 ++ 1/7, et le rapport des enjeux, celuide 1/8 4+ 1/7a1 — 1/8 — 1/7.”
Pourquoi d Alembert a-t-il proposé la troisiéme question aprés la seconde? La
troisiéme question n’est-elle pas superflue, aprés avoir résolu la seconde?

11 faut reconnaitre que cet article est écrit intentionnellement et d’une fagon
trés artificielle. La solution de la premiére question est correcte. La probabilité
pour que Pierre devine juste toutes les 7 cartes ne sera que 1/8 X 1/7... X 1/2.
Il décompose ce produit en 7 termes, 1/8, 1/7,...1/3 et 1/2, dont le sens est exposé
dans la solution. Ainsi il prépare avec précaution la possibilité de les additionner
dans la 2° question. La solution de cette 2° question est fausse; il faut remarquer
que dans cette solution la somme des probabilités dépasse I'unité et 'enjeu devient
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négatif pour Pierre, & cause de
1—18—1/7T—....... —1/2<0;

ce qui est incroyable, si ’on se référe au calcul ordinaire des probabilités. La solution
de la 3° question est aussi erronée, mais on n’y trouve plus cette absurdité. On
pourrait dire que d’Alembert, en arrangeant ces deux solutions 1’'une aprés I’autre,
veut souligner le résultat étonnant de la 2° question: la somme des probabilités
dépasse I'unité, ce qui appartient & la premiére cause.

Todhunter donne de la seconde question deux interprétations dont la premiére
lui semble correcte. Premiérement il suppose que Paul devine juste une fois et

se trompe six fois; alors la solution sera 1/8 (1/7+1/6..... +1/2). Deuxiéme-
ment il suppose que Paul devine tout au moins une fois, et il résout: la pro-
babilité qu’on ne réussit jamais & deviner sera 7/8 X 6/7 X ...... X 1/2 =1/8;

donc, la solution sera 1 — 1/8 = 7/8 (pp. 290-291).** 1I est clair que la 2° inter-
prétation est juste. Pourquoi Todhunter a-t-il faussement jugé que la premiére
etait correcte? Peut-étre, parce qu’il ne comprend pas de quelle maniére d’Alembert
trouve sa solution composée d’une somme de sept fractions. Donc nous résoudrons
la seconde question suivant la pensée de d’Alembert.

Paul et Pierre jouent avec huit cartes. En les tirant 'une aprés I’autre, Paul
veut le deviner. Si Paul ne réussit pas sept fois de suite a4 deviner, Pierre gagnera;
au contraire, 4 peine Paul devine-t-il juste une carte, que Paul gagne et que le jeu
est fini 3 ce moment-la. Alors, ce jeu de cartes lui apparait analogue au jeu de
croix ou pile. Paul a sept occasions de gagner: deviner juste au premier coup, au
second coup,..., au 7° coup. La probabilité de deviner juste au premier coup est
1/8; celle de deviner juste au second coup est 7/8 X 1/7, parce que pour deviner au
second coup, il faut que Paul se trompe au premier coup dont la probabilité est 7/8
suivant le calcul ordinaire. Cependant selon d’Alembert cette probabilité 7/8
doit devenir certaine pour tirer la seconde carte. Donc la probabilité de deviner
juste au second coup est 1/7. Par le méme argument, la probabilité de ne deviner
juste qu’au 3° coup est 1/6 et ainsi de suite.

Voila la réapparition de la certitude qui appartient a la seconde cause. Lorsque
Paul ne devine juste qu’au second coup, la probabilité 7/8 qu’il se trompe au premier
doit devenir certaine. Au 3¢ coup, la probabilité 7/8 x 6/7 = 3/4 et au 7° coup la
probabilité 7/8 x 6/7... X 2/3 = 1/4 doivent devenir certaines. Est-ce que la
valeur de la certitude est la méme pour ces trois cas? Sans doute, d’Alembert
croit que ces trois valeurs sont approximativement les mémes, et qu’elles sont trés
proches de l'unité; mais rigoureusement parlant, il est probable que la valeur de
la certitude du 3° cas est moindre que celle des deux premiers cas. On pourrait
supposer que pour persuader aux lecteurs que tout au moins la valeur des deux
premiers cas doit étre égale A I'unité, d’Alembert ajoute la troisiéme question dans
larticle. On pourrait dire qu’il accorde un double rdle a la 3° question: tout au
moins la solution de la troisiéme est correcte; et, s’il en est ainsi, celle de la seconde
aussi sera approximativement correcte. Voild la raison pour laquelle nous pré-
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tendons que cet article a été écrit intentionnellement et d’une fagon trés artificielle.
Enfin comparons encore une fois le résultat obtenu par le calcul ordinaire avec
celui qui découle du calcul de d’Alembert:

les probabilités les probabilités suivant
suivant le calcul ordinaire le calcul de d’Alembert
1/8 =1/8 1/8
1/8 =1{7/8 x|1/7 1/7
1/8={7/8 x 6/7 x [1/6 1/6
1/8=[7/8 X .......... X 2/3x|1/2 1/2
— la certitude —
la somme des
probabilités 7/8 18+1/74+ ....41/2

Ne peut-on pas imaginer que d’Alembert ignorait le calcul ordinaire et qu’il
se trompait dans ses considérations imprudentes? Nous répondrons: non. Car,
§’il ignorait la théorie ordinaire et s’il pensait peu et tombait en erreur par im-
prudence, il croirait que ce qu’il a écrit n’était pas un simple doute, mais un calcul
absolument juste qui pourrait renverser radicalement le calcul ordinaire des pro-
babilités. Alors, pourquoi n’a-t-il pas écrit un autre mémoire exclusivement relatif
a ce probléme pour réfuter définitivement le calcul des probabilités? Quatre ans
apreés la publication de cet article, il a répété ses doutes sur le calcul des probabilités
dans son 52° mémoire, mais il n’y a rien écrit concernant ce sujet. L’article “Pro-
bléme sur les cartes” lui a donné une autre preuve de douter que la certitude ne
soit nécessairement égale & I'unité; mais il a compris que les résultats obtenus par
ses considérations ne seraient qu’approximativement corrects.

§1.8 L’ignorance des causes et la probabilité

Comme nous 'avons mentionné a la section §1.2, d’Alembert prétend aussi
que toute la science des probabilités roule sur la théorie des combinaisons. En
effet il applique correctement le calcul ordinaire aux problémes autres que celui
d’amener successivement les mémes événements. 1l traite correctement le probléme
de jeter m piéces toutes ensemble en une seule fois: il est possible qu’on améne 100
croix par un seul coup de 100 piéces dont la probabilité est 1/2'°. Le calcul ordinaire
regarde ce probléme comme équivalent au probléme de jeter m fois une piéce. Mais
selon d’Alembert on ne peut jamais amener croix cent fois de suite. Donc il réfute
I’équivalence de ces deux problémes dans son 27° mémoire:

“Je suis bien éloigné de croire avec le commun des Analystes que ce soit le
méme de jeter une piéce en air m fois de suite ou de jeter m piéces toutes ensemble
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une fois.... Il est peut-étre plus possible, physiquement parlant, d’amener 2 la
fois le méme événement répété, que de I'amener successivement. ... Dans le pre-
mier cas, c’est une seule et méme cause qui agit a la fois pour produire m effets;
dans le second, c’est une cause répétée qui agit successivement pour produire m
effets successifs. Or il est peut-étre plus possible, tout le reste étant d’ailleurs égal
que les effets soient semblables dans le premier cas que dans le second cas. ... Je
sais bien qu’en Mathématique, on fait abstraction et avec raison, de toutes ces
différences physiquement possibles, et c’est pour cela que les deux cas sont con-
sidérés comme étant les mémes mathématiquement; mais dans le calcul des combi-
naisons appliqué aux événements physiques, il s’agit de bien distinguer ce qui est
physiquement possible d’avec ce qui ne ’est pas; et c’est une attention qu’on n’a
pas assez faite jusqu’a présent dans I’analyse de jeu” (pp. 287-289).%

Le raisonnement de d’Alembert semble trés sophistiqué. Cependant il doit
maintenant penser plus profondément qu’auparavant aux causes d’un événe-
ment. Dans le 52° mémoire il veut déduire la dépendance des coups d’une piéce
de la nouvelle fagon suivante: (1) Le nombre des maniéres d’amener croix est,
au début, égal & celui d’amener pile. Supposons que ce nombre soit n. (2) Si
croix arrive deux fois de suite, on devra exclure ces deux maniéres pour le coup
suivant; donc la probabilité d’amener croix au 3° coup sera (n — 2)/(2n — 2).

Nous pourrions interpréter sa pensée comme suit: La cause qui améne croix
ou pile est complexe et composée d’un certain nombre de petites causes qu’on ne
peut régler. (Supposons que I'impossibilité de faire appel 4 la méme cause pour
les coups successifs démontre I'impossibilité de la régulation de petites causes.)
Nous ne savons pas si I'idée des causes qu’on ne peut régler est équivalente a I'idée
de I’ignorance des causes, mais d’Alembert finit par écrire dans le méme mémoire:
“Comme tout est lié dans I’ordre des choses, nous pourrions, si nous connaissions
la loi de I’enchainement des causes et des effets, deviner et prédire ce qui arrivera
a chaque coup, si ce sera croix ou pile; dans I’ignorance ol nous sommes du secret
de la nature, nous ne pouvons dire précisément si ce sera pile ou croix” (p. 48).

De 1a partira la pensée de Laplace; mais Laplace se délivrera dés le début du
cauchemar de la certitude absolue de d’Alembert. Alors, qui répondra fidélement
‘aux doutes de d’Alembert? Ce sera son disciple, le Marquis de Condorcet, qui
était comme lui un philosophe et un mathématicien.

D’Alembert cite Buffon et Béguelin comme ses défenseurs qui lui ont répondu
aimablement, et Necker et D. Bernoulli comme ses adversaires. Il semble que ses
adversaires aient généralement gardé le silence envers ses objections, car les doutes
de d’Alembert sont entourés des considérations philosophiques qu’il n’exposait
pas clairement, parce qu’il voulait rester mathématicien dans la plupart de ses
mémoires. Todhunter le remarque, en citant ce que Gouraud a écrit: ‘“‘Quant
au reste des mathématiciens, ce ne fut par le silence ou le dédain qu’il répondit aux
doutes que d’Alembert s’était permis d’émettre. Mépris injuste et malhabile ol
tout le monde avait A perdre et qu’une postérité moins prévenue ne devait point
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sanctionner” (p. 293).® Malgré Gouraud et Todhunter, nous montrerons dans
la 2° partie comment Condorcet a répondu prudemment et fidélement aux doutes
de d’Alembert.

2° Partie—La réponse de Condorcet aux doutes de d’Alembert
concernant le calcul des probabilités

§2.1 Introduction

Il est connu que Condorcet s’intéressait au calcul des probabilités longtemps
avant la mort de d’Alembert. En 1772 il a déja écrit une lettre & Turgot: “Je
m’amuse 3 calculer les probabilités. Je ferai un petit livre sur cet objet, d’ou il
résultera, & ce que j'espére, que nous savons peu de choses sur cette matiére. Je
suis au fond de I’avis de M. D’Alembert et nous ne différons que sur quelques dé-
tails” (p. 6).2” Cependant il n’a publié aucun mémoire sur ce sujet jusqu’a la mort
de d’Alembert. Peut-étre, est-ce par le respect envers son maitre que Condorcet
s’est retenu de publier ses opinions.

En 1784, I’année suivant celle de la mort de d’Alembert, il a écrit dans /’Ency-
clopédie Méthodique quelques suppléments d’articles concernant le calcul des pro-
babilités, dont le plus important pour connaitre ses pensées est celui de ““Probabi-
lité”.?¢ Puis ses principales oeuvres sur le calcul des probabilités se sont succédées
durant plusieurs années. De 1784 & 1787, il a présenté six mémoires a I’Académie
Royale des Sciences de Paris, qui ne contiennent cependant aucune nouveauté
notable de calcul.””"* En méme temps il a publié en 1785 un autre ouvrage “Essai
sur l'analyse a la probabilité des décisions....”®® Enfin son dernier ouvrage
“Elémens du calcul des probabilités. . ..’ qui devait paraitre vers 1787 en appendice
aux Lettres d’Euler a une Princesse d’Allemagne a été publié en 1805 comme un
ouvrage posthume.*

Montucla suggére que “Condorcet a appuyé quelques objections de d’Alembert
dans plusieurs articles de I’Encyclopédie Méthodique ou par ordre de matiére” (p.
406),* mais Todhunter conclut par I’observation superficielle: Il me semble qu’il
n’y ait aucun fondement d’exposer que Condorcet appuie I’objection de d’Alembert”
(p. 293).® Au contraire Granger, citant la lettre susdite, écrit attentivement:
“D’Alembert et Condorcet s’entendent surtout sur une position négative; Condorcet
comme d’Alembert appelle de ses voeux une révision des notions fondamentales
du Calcul. Il s’agira quant au Marquis, de rendre la théorie des Hasards plus
propre a décrire les données aléatoires de la conduite” (p. 6).” Et, Granger souligne
que “la similitude de points de vue entre Condorcet et d’Alembert concerne essen-
tiellement la révision du concept pascalien d’Espérance mathématique” (p. 6).%7
Non seulement il suit 'opinion de d’Alembert sur I’espérance mathématique, mais
encore, en inventant le concept de “motif de croire” pour décrire les données aléa-
toires de la conduite, il veut répondre prudemment & la proposition de d’Alembert
que le méme événement ne peut arriver physiquement parlant un grand nombre
de fois de suite, tant qu’on supposera les choses abandonnées au hasard.
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§2.2 Sur l'espérance mathématique

A la fin de son 27° mémoire des “Opusc. Math.” d’Alembert résume ses doutes
sur ’espérance: ‘‘La probabilité 1/m est & la probabilité 1/n comme np écus est
a mp écus. Jen conviens; donc 1/m X mp écus = 1/n X np écus; J’en conviens
encore; donc I’espérance, ou ce qui est la méme chose, le sort d’un Joueur qui aura
la probabilité 1/m de gagner mp écus, sera égale a I’espérance, au sort d’un Joueur
qui aura la probabilité 1/n de gagner np écus. Voila ce que je nie; je dis que I’espé-
rance est plus grande pour celui qui a la plus grande probabilité, quoique la somme
espérée soit moindre, et qu’on ne doit pas balancer de préférer le sort d’un Joueur
qui a la probabilité 1/2 de gagner 1000 écus, au sort d’un Joueur qui a la probabilité
1/2000 de gagner 1000000 écus” (p. 308).** Et, d’Alembert finit par douter que
I’espérance totale ne soit la somme des espérances partielles.

En considérant les doutes de d’Alembert, Condorcet se met & expliquer I’espé-
rance mathématique tout autrement que lui. Dans I’article “‘Probabilité’’*® Con-
dorcet définit abstraitement la valeur moyenne des événements: ‘‘Supposons que
nous ayons plusieurs événements A, 4/, 4”... dont les probabilités soient p, p/,
P'... et que e, €,e”... représentent les valeurs ou les effets de ces événements,
effets ou valeurs qu’on suppose du méme genre; la valeur moyenne de I’événement
A sera exprimée par pe/(p + p’ + p” +...); celle de I’événement A’ par p’e’/(p +
D'+ p"+ ...)etcelle de 'événement 4" par p”e’[(p + p’ +p” + ...) et la valeur
moyenne des événements ou de ’événement quelconque qui arrivera nécessairement
sera (pe +pe +p'e’ + ..)(p+p +p"+ ...), les valeurs de e, e, e”...
pouvant étre de différents signes.” Si I’on donne le gain ou la perte pour la valeur
de chaque événement, on aura la définition de I’espérance totale ou partielle.

Tous les concepts mathématiques ont au départ un sens clair et simple. Dans
I'histoire du calcul des probabilités I'espérance mathématique a été inventée pour
mesurer le sort du joueur. On a cru que I’égalité des espérances est la condition
nécessaire et en méme temps suffisante pour jouer au pair. D’Alembert a insisté
sur ce sens originel de I’espérance. Cependant on trouve souvent qu’un concept
mathématique, qui était simple et clair dans sa forme primitive, perd sa simplicité
et sa clarté dans le développement de son calcul, et se transforme en un concept
plus abstrait et plus compliqué; et les mathématiciens savent bien qu’ils ne doivent
nier les mathématiques du fait que leurs concepts élémentaires perdent leur sens
primitif par la généralisation qu’impose le développement du calcul mathématique.
Condorcet savait bien la nature de la généralisation mathématique. Donc il n’a
plus insisté sur le sens pascalien d’espérance mathématique. Il pense que I’espérance
ne représente que la valeur moyenne des gains espérés des joueurs. Ainsi tous les
doutes que propose d’Alembert, méme celui sur I’addition des espérances partielles
disparaissent, et maintenant il ne lui reste qu’a examiner I’applicabilité de ’espérance
aux jeux de hasard: “‘Aussi, dit-il, ce n’est point contre cette régle en elle-méme, mais
‘contre I'usage qu’on peut en faire qu’il s’est élevé des objections.”’*

Quand deux hommes 4 et B jouent ensemble, avec les conditions telles que
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A a une probabilité p de gagner une somme s et B une probabilité p’ de gagner la
méme somme, la valeur moyenne de gain de 4 sera égale a ps, et celle de B, égale
a p’s. Sila somme s doit étre fournie par 4 et B, et qu’on demande dans quelle
proportion ils doivent la fournir pour jouer a jeu égal, Condorcet répondra suivant
le calcul ordinaire que chacun doit donner une somme égale 4 son espérance, c’est-
3-dire la valeur moyenne de son gain. Mais Condorcet veut nier I’équivalence
de “I’état des deux joueurs” ou du “sort des joueurs”, ce qui est en accord avec
la position de d’Alembert:

“Ce n’est pas, dit-il, que I’état des deux joueurs soit semblable; car le joueur
A, aprés le jeu, aura une somme p’s de gain ou une somme ps de perte, et le joueur
B une somme ps de gain, p’s de perte, en sorte que leur état est essentiellement
différent, excepté lorsque I'on a p = p’.”*® Rigoureusement parlant, Condorcet
distingue le sort des joueurs de leur état, et il conclut que le sort de A et de B n’est
pas égal, méme si I'on suppose p = p/, mais il n’est pas nécessaire pour nous de les
distinguer I'un de I'autre. Reconnaissons seulement que, tant que la probabilité
de gagner n’est pas égale pour les deux joueurs, leur sort ou leur état n’est plus
semblable pour Condorcet, quoique leur espérance soit la méme. Cette conclusion
est plus sévére que I’objection de d’Alembert.

Alors, pourquoi 4 et B consentent-ils & jouer sous les conditions telles que 4
fournit ps écus a la mise et B, p’s écus? Condorcet veut chercher entre 1’état de
chaque joueur la plus grande égalité que la nature des choses puisse permettre:
“Or, dit-il, ici cette égalité ne peut s’établir qu’en supposant le jeu répété un grand
nombre de fois.”* Si 4 et B répétent un grand nombre de fois le jeu, 4 gagnera
en moyenne ps écus et B, p’s écus. Donc ni 4 ni B ne tireront aucun profit de
ces jeux.

C’est de ce point de vue qu’il prétend I’inapplicabilité de I’espérance au pro-
bléme de Pétersbourg. Il est absurde qu’avant de jouer le jeu de Pétersbourg, I'un
des joueurs B doit donner une somme infinie & I’autre joueur A comme espérance.
““Mais, dit-il, on peut observer que le cas qui devient le plus probable, en supposant
que I’on continue le jeu, ne peut avoir lieu ici, & moins qu’on ne suppose le jeu répété
un nombre infini de fois.” De plus, un jeu peut contenir un nombre infini de coups.
D’ou Condorcet conclut: ‘“Ce n’est donc pas la régle qui est en défaut, mais I’ap-
plication de la régle & un cas que I’on présente comme réel, et qui cependant ne
peut I’étre, puisqu’il suppose la réalité d’'une somme infinie, d’'un nombre infini
de coups dans chaque partie, et d’'un nombre infini de parties.””*®

Comme nous I’avons vu dans la premiére partie de ce mémoire, d’Alembert
remarque que le probléme n’est pas résolu raisonnablement, bien qu’on limite le
nombre de coups dans une partie, car la somme que B devrait donner & 4 est encore
telle, dans le cas d’un grand nombre de coups, qu’aucun homme raisonnable ne
voudrait risquer de la donner. Condorcet a approuvé aussi cette objection de
d’Alembert, et il nous a laissé un calcul détaillé:

Il suppose que chaque partie soit limitée & 14 coups, et que A paie 1 si pile
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arrive le premier coup, 2 s’il arrive le second, 2*% §’il arrive le 14°, et 2** s’il n’arrive
pas du tout. La mise, c’est-a-dire la somme que B doit donner sera 8. On aura
7/8 pour la probabilité que 4 gagnera, 1/16 pour la probabilité qu’il n’y aura ni
perte ni gain, et 1/16 pour celle que B gagnera. Il est possible que B gagne 16376,
mais la probabilité de ce gain ne sera que 1/16384. Au contraire 4 aura une pro-
babilité 15/16 de ne pas perdre, mais il ne pourra gagner que 7 dans le cas le plus
favorable, tandis qu’il pourra perdre jusqu'a 16376. Et voici la conclusion de
Condorcet: “On voit donc qu’il y a une trés-grande inégalité entre les positions
de A et de B en ne considérant qu’un seul coup, et que non seulement il y a des
circonstances ou ni ’un ni I'autre ne doivent vouloir consentir & changer I’état
ou ils sont avant le jeu contre celui qui résulte de cette convention....”?® Ce
calcul détaillé est répété dans un mémoire présenté a I’Académie Royale des Scien-
ces.® '

Il est certain selon Condorcet que 1’espérance mathématique est la meilleure
méthode approximative pour savoir le sort des joueurs, mais en méme temps il lui
semble qu’elle reste fort insuffisante surtout pour les jeux singuliers tels que le
probléme de Pétersbourg. Condorcet reconnait la nécessité de suppléer le simple
calcul de I’espérance par un autre calcul détaillé, dont il était fier et dont il estimait
tant I'importance qu’il se décida a 'exposer a 1’Académie.

Son opinion sur I’espérance ne change point dans ses “Elémens du calcul des
probabilités”** Depuis longtemps il réfléchissait sur le fondement du calcul des
probabilités, sans rien publier & ce sujet. Donc, une fois qu’il s’était décidé a
I’écrire, il n’avait plus besoin de réviser son opinion. Cependant, & vrai dire, il en
donna une exposition un peu différente dans son livre “Elémens . . .””, parce que cet
ouvrage avait pour but d’enseigner aux débutants le calcul des probabilités. D’abord
Condorcet y donne une description historique du concept d’espérance qu’il définit
au sens pascalien. Puis il signale que I’espérance pascalienne s’est heurté & une
grande difficulté dans le probléme de Pétersbourg. Ainsi, en réfléchissant sur
I’espérance, il trouve que l’espérance ne signifie que la valeur moyenne du gain
du joueur. Et enfin il remarque qu'on doit distinguer deux espéces de valeurs
moyennes.

Suivant Condorcet “les premiéres sont destinées & représenter une valeur
déterminée qui est inconnue et dont il s’agit d’avoir une valeur aussi approchée
qu’il est possible, pour 'emplacer i la place de la valeur vraie” (p. 107).* Voici
un exemple: on donne la valeur moyenne des heures observées par plusieurs mon-
tres pour déterminer I’heure vraie. Cependant il y a une autre espéce de valeur
moyenne: “Si I'on prend, dit-il, la valeur moyenne de la durée de la vie d’un
homme d’un 4ge donné, on n’a qu’une trés petite probabilité que cette valeur exprime
la durée réelle d’un individu donné” (pp. 108-109).22 Cette fois-ci, ““il y a plusieurs
valeurs déterminées possibles et différentes entre elles, et la valeur moyenne cherchée
n’est pas regardée comme une valeur approchée, mais seulement comme une valeur
équivalente dans certaines circonstances, quand méme on serait sir qu’elle ne
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peut étre égale 2 la vraie valeur, ni méme en approcher; dans ce cas la vraie valeur
est une de celles entre lesquelles on prend la valeur moyenne” (p. 108).*® Con-
dorcet conclut que I'espérance appartient a la seconde espéce et que de 1a provient
la difficulté de I’espérance, quand on veut I’appliquer uniformément i tous les
jeux de hasard.

La comparaison des deux espéces de valeurs moyennes était admirable pour
montrer aux lecteurs la nature de ’espérance mathématique. Condorcet a examiné les
doutes de d’Alembert concernant I’espérance mathématique, et il les a presque tous
approuvés, mais sa réponse était excellente. Il comprenait bien ce qu’on doit
faire, quand on rencontre de grandes difficultés qui ont été introduites par le dévelop-
pement du calcul mathématique. Premiérement il a donné a 1’espérance une défini-
tion généralisée. Deuxiémement pour suppléer l'insuffisance de I’espérance, il a
donné un calcul détaillé du probléme modifié de Pétersbourg.

§2.3 Sur le nouveau concept “motif de croire”

Supposons que dans un coup il arrive nécessairement un événement 4 dont
la probabilité est p, ou un autre événement N contradictoire & A4 et dont la proba-
bilité est g, et calculons la probabilité qu on améne dans (¢ + ¢/) coups I’événement
A, t fois et 1événement N, ¢’ fois. En supposant I'indépendance des coups suc-
cessifs, on obtiendra suivant le calcul ordinaire des probabilités:

Gl sl LY
1]

lequel est un terme du binéme (p + ¢)***'

En réfléchissant sur le probléme de Pétersbourg, d’Alembert doute de ce prin-
cipe généralement approuvé. Selon lui, il est possible, mathématiquement parlant,
de regarder les coups successifs comme indépendants, mais physiquement parlant,
le méme événement n’arrive jamais un grand nombre de fois de suite. Il en déduit
que physiquement parlant il est faux d’énumérer toutes les combinaisons et de les
regarder toutes comme également probables. D’Alembert résume ses doutes sur
I’indépendance des coups successifs & la fin de son 27° mémoire: “Le nombre des
combinaisons, dit-il, qui améne tel cas est au nombre des combinaisons qui améne
tel autre cas comme p est 4 g. Je conviens de cette vérité qui est purement mathé-
matique; donc, conclut-on, la probabilité du premier cas est & celle du second
comme p est & g. Voild ce que je nie ou du moins de quoi je doute fort; et je crois
que si, par exemple, p = g, et que dans le second cas le méme événement se trouve
un trés trand nombre de fois de suite, il sera moins probable physiquement que le
premier, quoique les probabilités mathématiques soient égales™ (p. 308).*

Qu’en pense Condorcet? Est-il de I’avis de d’Alembert sur cette objection?
A premiére vue Condorcet réfute I’objection de d’Alembert, parce que pour con-
sidérer le probléme de Pétersbourg, il suit constamment le calcul ordinaire, et il
réussit & démontrer 'inapplicabilité de I’espérance mathématique 3 ce probléme.
Méme dans son calcul sur le probléme modifié de Pétersbourg ou il limite le nombre
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de coups, il approuve le calcul ordinaire. De plus, il faut dire que la plus grande
difficulté de I’espérance se trouvait dans le probléme de Pétersbourg. Donc, main-
tenant Condorcet n’a plus besoin de restreindre ’application du calcul ordinaire.
Cependant, peut-on conclure & la légére que Condorcet approuve physiquement
I'indépendance des coups successifs?

Il faut remarquer que d’Alembert lui-méme a approuvé mathématiquement
Pindépendance des coups successifs. Nous pourrions dire que malheureusement
d’Alembert a dii appliquer son espérance exclusivement aux jeux physiquement
possibles, parce qu’il a défini physiquement 1’espérance, adoptant la définition
pascalienne. Condorcet au contraire a donné une nouvelle définition généralisée
de I’espérance: il ’a définie mathématiquement. Alors, nous pourrions dire que
heureusement Condorcet a dii appliquer son espérance a tous les jeux mathématique-
ment possibles, supposé qu’ils soient physiquement impossibles. Aussi, pour
étre I’adversaire de d’Alembert, Condorcet a-t-il dii le déclarer explicitement, mais
il ne I’a pas fait. Il n’a jamais cité le nom de son maitre dans ses oeuvres concernant
le calcul des probabilités. Tout au moins il faudrait dire que Condorcet se retenait
avec prudence de juger d’Alembert, bien qu’il ait pensé que 1’opinion de ce dernier
était fausse. '

Il y a eu & cette époque-1a quelques mathématiciens qui étaient en accord avec
d’Alembert. Par exemple, pour approuver la dépendance des coups successifs
qu’avait formulée d’Alembert, Béguelin a supposé qu’il y avait dans la nature “des
causes continuellement agissantes qui tendent & en changer ’état a chaque instant,
et qui ne permettent pas que le méme événement arrive un grand nombre de fois
de suite” (p. 407).2 De plus, il est sir qu'on ne peut démontrer rigoureusement
par I'expérience ni la dépendance ni I'indépendance des coups successifs. Et, c’est
ainsi que d’Alembert a voulu demander le secours de la philosophie pour défendre
son opinion. On doit reconnaitre qu’il n’était pas si facile de réfuter I'objection
de d’Alembert. Alors il faut se demander finalement: si I’on suppose que Condorcet
se soit retenu de réfuter la dépendance des coups successifs qu’avait proposée
d’Alembert, ne pourrait-t-on pas trouver dans la théorie de Condorcet quelque
autre réponse adressée a d’Alembert?

Nous examinerons le fondement du calcul des probabilités que Condorcet ex-
pose dans son ouvrage “Elémens...” Il distingue d’abord la probabilité absolue
de la probabilité moyenne: “On dit également: Il y a cinq & parier contre un
que telle chose arrivera, soit que I'on parle d’un événement dont la probabilité
est 5/6, comme lorsque jetant un dé de six faces, cet événement est de ne pas amener
un tel nombre de points déterminés, ou bien de ne pas amener un doublet au tric-
trac; soit qu’on parle d’un événement que ’on sait &tre arrivé 5 fois contre un dans
r événements comme lorsqu’on dit qu’il y a 5 & parier contre un qu’un homme de 47
ans vivra au dela de 54. 1l est aisé de voir que ’on désigne par la méme expression
deux choses non seulement différentes par leur nature, mais inégales entre elles,
puisque dans le premier cas, la probabilité est réellement 5/6, et qu’il s’agit d’une
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probabilité absolue, tandis que dans le second cas c’est une probabilité moyenne
que ’on obtient, et elle est exprimée par (5r + 1)/(6r + 2), quantité plus petite que
5/6. Cette expression ne peut &tre admise dans le langage que dans le cas ou r
est trés grand, les deux probabilités sont sensiblement égales, et elle ne s’y est
introduite que par la raison qu’avant de savoir calculer les probabilités de cette der-
niére espéce, on supposait, lorsqu’on voulait calculer d’apres les événements passés
la probabilité des événements futurs, qu’il observeraient entre eux le méme ordre”
(pp. 78-79).%

L’idée de la probabilité moyenne a été introduite dans le calcul en 1764 par le
théoréme de Bayes qui estime les probabilités des causes par lesquelles les événements
observés pouvaient étre arrivés. Le théoréme de Bayes a été développé en 1774
par Laplace, et Condorcet lui-méme en a publié un mémoire dans I’Hist. de I’Acad.
Roy. des Sci.® 1l faut dire que pour démontrer le théoréme de Bayes, on doit user
un terme du bindme (p + ¢)t**’ pour représenter la probabilité des coups successifs.
Dongc, il est clair que selon d’Alembert ces deux espéces de probabilités se rattachent
aux événements mathématiquement possibles mais physiquement impossibles.
Condorcet, en exposant ces deux espéces de probabilités, déclare avec intention que
jusque-la il ne considérait que les idées absolument abstraites dans le calcul des
probabilités, comme s’il ne voulait ni affirmer ni nier leur possibilité physique.

Condorcet définit ensuite son nouveau concept “motif de croire”. Si 'on
répéte un certain nombre de fois le jugement qu’un tel événement arrivera, et si le
rapport du nombre des jugements vrais divisé par le nombre total dépasse 1/2,
Condorcet dira qu’on a le motif de croire que I’événement aura lieu.

Granger admire que Condorcet distingue trois aspects de la notion de pro-
babilité: la probabilité abstraite a priori, la probabilité fréquence et la probabilité
comme estimation subjective de la valeur d’un pari” (p. 68).*” Etil conclut: ““Con-
dorcet a clairement saisi les rapports d’un sens mathématique et d’un sens psycho-
logique de I’aléatoire. La technique des probabilités telle qu’il la congoit est donc
essentiellement, prise en son ensemble, une Stochastique, un Ars conjectandi,
qui se fonde sur une combinatoire des possibles sans jamais s’y absorber tout a
fait” (p. 72).*” Mais, ce que Condorcet écrit est souvent assez compliqué et méme
obscur. On doit ’examiner minutieusement.

D’un c6té, Condorcet insiste sur la subjectivité de ce motif de croire: “II
parait, dit-il, qu’on doit regarder ce motif qui nous porte a croire comme un senti-
ment, comme une suite nécessaire de la constitution d’un étre sensible. Ce qui sem-
ble le prouver en quelque sorte, c’est que la force de ce motif dépend non seulement
de la constance et par conséquent de la répétition plus fréquente des mémes im-
pressions d’ou résulte une plus grande probabilité, mais aussi de l’intensité de ces
impressions quoiqu’elle n’afflue pas sur la probabilité. La raison et I’expérience
paraissent nécessaires pour nous instruire & nous défendre contre cette force, lors-
qu’elle tient & I’intensité des impressions, de méme que la raison et ’espérance nous
apprennent & ne pas juger, & ne pas nous conduire d’aprés des sensations trom-
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peuses” (p. 89).2 Ce paragraphe nous fait douter de ce que Condorcet veuille
y faire un reproche 4 d’Alembert. N’est-ce pas I'illusion de d’Alembert de croire
la dépendance des coups successifs dans le probléme de Pétersbourg? Est-ce que
d’Alembert est trompé sur l'intensité de ses impressions qui n’infflue pas sur la
probabilité? Tout au moins Condorcet pourrait reprocher 3 d’Alembert de son
imprudence, mais il ne le juge pas.

De l’autre cdté, Condorcet démontre les trois propositions suivantes pour iden-
tifier ce motif de croire avec la probabilité mathématiquement définie: “‘Pre-
miérement, si la probabilité p qui donne 4 surpasse la probabilité g qui donne N,
il y a lieu de croire que ’événement A4 arrivera plutdt que de croire qu’il n’arrive
pas. Secondement, ce motif de croire est d’autant plus grand que la probabilité
p est aussi plus grande, et approche de I'unité. Troisiémement, ce motif de croire
augmente proportionnellement & cette méme probabilité p. Il démontre d’abord
que la 3¢ proposition dépend de la vérité des deux premiéres, et ensuite que la vérité
de la 2° proposition dépend encore de la vérité de la premiére. Enfin il démontre
la premiére: de quelque peu que p excéde g, on aura encore un motif de juger que
A aura lieu plutét que N. Nous remarquons que dans les trois démonstrations
Condorcet a employé aussi les termes du bindme (p + ¢)!*t’ pour représenter les
probabilités des coups successifs.

Dans le monde ou nous habitons, les événements ont leurs probabilités de se
réaliser. Cette probabilité est une mesure objective. Au point de vue de 1'épisté-
mologie, I’homme doit estimer la probabilité par lui-méme. C’est le motif de
croire qui est la probabilité évaluée par ’'homme. En ce sens, le motif de croire et
la probabilité sont différents sur leur nature. Celui-1a concerne le sujet qui recon-
nait le monde extérieur, et celle-ci concerne le monde extérieur lui-méme. Heureuse-
ment, on a réussi & trouver la valeur de la probabilité mathématique a l'aide de la
théorie des combinaisons, en supposant que dans la nature un événement soit in-
dépendant des mémes événements qui le précédent successivement. Mais, que fera-
t-on pour trouver la valeur numérique du motif de croire qui n’est que I’évaluation
subjective de la probabilité? Malgré tout il faut lui donner quelque valeur, pour
que Condorcet en parle dans ses oeuvres mathématiques. Alors, il n’y aurait
d’autres méthodes que de représenter le motif de croire comme une fonction de la
probabilité. C’est ainsi que Condorcet expose trois propositions sur le motif de
croire dans lesquelles il veut montrer qu’a I’'une de ses extrémités le motif de croire
peut &tre en accord avec la probabilité de I’événement sous la condition que I’événe-
ment est indépendant des mémes événements qui le précédent successivement.
A Pautre extrémité, le motif de croire ne représente que 1’évaluation subjective qui
ne dépend pas de la probabilité réelle, mais de I'intensité des impressions qu’on ne
peut calculer.

Ainsi on peut regarder que ces trois propositions et cette description sur sa
subjectivité ne déterminent que les deux extrémités du motif de croire. Il est sfir
qu’en inventant le nouveau concept de “‘motif de croire”, Condorcet veut répondre
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aux doutes de d’Alembert, mais il faut dire que le motif de croire est encore une
notion trés obscure. Il n’est défini qu'aux deux extrémités entre lesquelles on pour-
rait supposer librement quelques ordres hypothétiques.

Condorcet voulait établir la mathématique sociale. Cela veut dire qu’il
supposait la vaste applicabilité du calcul ordinaire des probabilités. Mais, comme
il est impossible de démontrer rigoureusement son applicabilité, il semble que
Condorcet ne vouliit ni déclarer sa croyance ni‘réfuter explicitement I’opinion de
d’Alembert. Donc, malgré I'invention du nouveau concept de “motif de croire”,
Condorcet ne peut répondre que peu de choses & d’Alembert: il démontre seule-
ment que si les phénomeénes que d’Alembert nomme “mathématiquement possibles”
ont lieu dans le monde physique, on le reconnaitra avec exactitude par le motif de
croire. Et, quant aux autres phénoménes, ceux que d’Alembert nomme “‘physique-
ment possibles”, il n’en dit rien. Tout ce que nous en connaissons, c’est que, §’ils
existent, on les reconnaitra aussi par le motif de croire, mais que dans ces cas il
est douteux que le motif de croire soit proportionnel & la probabilité réelle.

Aprés avoir exposé les trois propositions concernant la proportionalité du motif
de croire 4 la probabilité et la subjectivité de ce motif, Condorcet distingue deux
ordres de vérités que donne le calcul des probabilités: ‘“Nous voyons, dit-il, que
le calcul des probabilités nous offre deux ordres de vérités bien distinctes. Les
premiéres sont des vérités purement mathématiques. Telles sont celles-ci: la pro-
babilité réelle de tel événement est égale 4 telle fraction de I'unité; la probabilité de
tel événement déduite de I’observation d’événements du méme genre, est exprimée
par telle formule. Les secondes sont des vérités réelles et physiques, telles que celles-
ci: I’événement A ayant une probabilité plus grande que I’événement N, je dois
juger que le premier arrivera plutdt que lautre; je dois me conduire plutdt en
supposant qu’il doit arriver, qu’en supposant que I’événement contraire aura
lieu” (p. 90).%8

11 est clair que les vérités mathématiques, proviennent de la probabilité absolue
ou moyenne et que les vérités physiques, du motif de croire. Mais, pourquoi faut-il
les distinguer? Si le motif de croire est tout & fait proportionnel a la probabilité
absolue ou moyenne, il ne sera pas nécessaire de distinguer entre vérités mathé-
matiques et vérités physiques. Si I’on insiste sur la subjectivité du motif de croire,
ce motif ne pourra étre proportionnel  la probabilité réelle, et en méme temps les
vérités physiques étant conduites par ce motif ne méritent pas de s’appeler les vérités.

La probabilité absolue et la probabilité moyenne qui donnent les vérités ma-
thématiques sont déduites de I’hypothése qu’un événement est indépendant des
mémes événements qui le précédent successivement. Donc, suivant d’Alembert,
les vérités mathématiques de Condorcet sont de fausses vérités qu’on tire de faits
qui ne sont que mathématiquement possibles et par conséquent physiquement im-
possibles. En outre nous savons que la susdite hypothése étant réalisée, le motif
de croire sera proportionnel 4 la probabilité réelle. Donc, si les vérités physiques
doivent étre distinguées des vérités mathématiques, celles-1a ne pourront suivre la
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susdite hypothése. Il parait que Condorcet, en proposant les vérités physiques, veut
se réconcilier avec d’Alembert. Il est peu probable que Condorcet croit comme
ce dernier que dans le jeu de hasard un coup dépende des coups précédents. Mais
on devrait dire que Condorcet hésite 4 réfuter ’objection de d’Alembert, et qu’il
veut laisser quelques terrains d’entente entre eux, 4 cause de la difficulté de démontrer
rigoureusement I'indépendance des coups successifs par ’expérience et de Pinsuffisan-
ce de la probabilité pour permettre de choisir un parti.

En effet, bien que dans I’Encyclopédie Méthodique la distinction entre deux
ordres de vérités soit absente, Condorcet laisse pour elle un manuscrit inachevé,
intitulé ““Vérité (Calcul des probabilités)’*” dans lequel il examine le cas ou I'on
est porté a la certitude, c’est-a-dire le cas ou le nombre des combinaisons qui pro-
duirait un événement surpasse de beaucoup celui des combinaisons qui ne ’'aménent
pas. Il propose “deux cas différents ou la supériorité de la probabilité de ’événement
est tellement grande qu’on peut en quelque sorte négliger dans sa conduite ou dans
ses raisonnements la probabilité de I’événement contraire, ou bien I’on doit avoir
égard a cette probabilité contraire.” Pour appuyer le premier cas, il considére
particuliérement le cas ol 'on peut connaitre la probabilité avec quelque rigeur,
mais ou I'on est obligé de choisir un parti. Le cas ou ’on est porté & la certitude,
correspondra au cas ou I'uniformité singuliére d’événements arrive dans la nature.
D’ Alembert écrit que *“toute uniformité singuliére d’événements annonce une cause”.
De méme, Condorcet pense que le motif de croire permet de juger et d’atteindre la
certitude physique.

11 est clair que Condorcet voulait répondre aux doutes de d’Alembert par I'in-
vention du nouveau concept de “motif de croire” et par la distinction entre vérités
physiques et vérités mathématiques. Le concept de motif de croire est encore vague
et obscur, mais il était trés fier de son invention. En effet, ayant exposé les trois
propositions et la subjectivité du motif de croire, il a écrit: ““Cette théorie métaphy-
sique qui ne pouvait étre connue avant la découverte du calcul des probabilités,
offre la seule réponse solide que I’on puisse faire aux subtilités de pyrrhonisme. En
effet elle prouve que la difficulté de démontrer I'impossibilité rigoureuse de se
tromper dans ses jugements, ne doit pas détruire nos motifs de croire; et que, de plus,
ces motifs loin d’étre tout & fait incertains lorsque nous ne pouvons atteindre a la
certitude absolue, sont susceptibles d’étre soumis & une mesure précise et calculée”
(p. 89).%

Les subtilités de pyrrhonisme ne sont-elles pas les doutes et les objections de
son maitre, d’Alembert? Condorcet pénétrait les idées de d’Alembert, et il s’est
abstenu prudemment de les réfuter. Ses réponses étaient encore vagues et méme
obscures, mais il demeurait le seul et vrai disciple de son maitre, et malgré son
opposition il aurait pu écrire: “Je suis au fond de I’avis de M. d’Alembert, et nous ne
différons que sur quelques détails.”

Je remercie Monsieur René Taton, directeur du Centre Alexandre Koyré,
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de son encouragement. Cette étude a été accomplie 4 Paris sur son conseil.
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