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1® Partie—Sur les doutes et les erreurs de Jean d'Alembert

concernant le calcul des probabilit6s

§ LI Introduction

Pendant trente ans, depuis la publication de VEncyclopedie jusqu'aux demieres
annees de sa vie, Jean d'Alembert douta constamment du calcul ordinaire des

probabilites que Montucla defendit ainsi: "II semble, dit-il, que malgre ce que
les raisonnements de d'Alembert ont de specieux, ils n'ont pas 6branle, dans I'esprit
des mathematiciens en general, la theorie g6n6ralement admise des probabilites"
(p. 406).^^ De son cote, Todhunter enumere toutes les erreurs de d'Alembert et
le juge severement: "Ce grand mathematicien est connu dans I'histoire de la
Theorie des Probabilites pour son opposition aux opinions gen6ralement admises.
Sa haute reputation dans les sciences, la philosophie et la litterature lui assurait
pour ses paradoxes et ses erreurs certaines attentions qu'on n'aurait pas faites,
s'ils avaient proc6d6 d'un 6crivain moins distingue" (p. 258).^® Bertrand suit le juge-
ment de Todhunter: "Les grands geomdtres ont ecrit sur le calcul des probabilites;
presque tous ont commis des erreurs: La cause en est, le plus souvent, au desir
d'appliquer des principes a des problemes qui par leur nature echappent a la science.
D'Alembert commet la faute opposee: II nie les principes. Imposer aux hasards
des lois mathematiques est pour lui un contresens; il rejette le probleme et detourne
les yeux" (pp. 52-53)®®. Des lors il semble que les doutes de d'Alembert n'aient
plus et61'objet d'etudes de la part des historiens des sciences. II est sur que d'Alem
bert a commis beaucoup d'erreurs; dans le domaine des math^matiques et de la
physique, il est difficile d'etre I'avocat de ceux qui commettent des erreurs. Mais,
alors que Todhunter se borne a enum^rer separement les erreurs de d'Alembert,
nous estimons qu'il faut les combiner entre elles pour reconstruire les pensees
fausses, mais subtiles de celui-ci, et que c'est la le seul moyen de le defendre.

On pent diviser les ecrits de d'Alembert concernant le calcul des probabilites
en trois groupes:

(a) les articles de VEncyclopedie;
(b) les m^moires dans ses Opuscules Mathematiques et dans ses Melanges

d'Histoire, de Philosophie et de Litterature;
(c) un article dans le Supplement de VEncyclopedie et le dernier memoire
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concemant le calcul des probabilit^s dans ses ''Opusc. Math''

%L2 Sur les articles de VEncyclopMie
Au debut de la publication de I'Encyclopedie, d'Alembert semble se charger

d'ecrire tous les articles concemant le calcul des probabilit^s. II commence par
ecrire Particle "Absent".^ II s'agit de la discussion sur le temps oil un absent doit
etre repute pour mort, ce qui etait Tun des sujets traite par N. Bernoulli dans sa
these De Usu Artis Conjectandi in Jure. D'Alembert suggere la nouvelle methode
de Buffon qui donne une ingenieuse solution tant k ce probleme qu'a d'autres, tel
que celui de Petersbourg qui deviendra plus tard la principale source de ses doutes
sur le calcul des probabilit^s. II n'explique pas cette methode en detail, mais il
annonce qu'il I'exposera dans Particle *Trobabilit6".^^ Dans Particle "Combinai-
son",® il conseille aux lecteurs de lire P^r^ conjectandi de J. Bernoulli et VAnalyse
des Jeux de Hasard de Monmort, en ecrivant que la theorie des combinaisons est
tres utile pour le calcul des jeux de hasard et que c'est sur elle que repose toute la
science des probabilites. Puis il renvoie les lecteurs aux articles, "Jeu,^® Probability,
etc."

C'est k Particle "Croix ou Pile"® que pour la premiere fois il expose avec
certitude ses doutes sur le calcul des probabilitys. II demande d'abord combien
il y a a parier qu'on amenera croix en jouant deux coups consecutifs. Suivant les
principes ordinaires, il y a quatre combinaisons:

Premier coup: Croix Croix Pile Pile
Second coup: Croix Pile Croix Pile

parmi lesquelles une seule fait perdre, et trois font gagner; il y a done 3 contre 1
a parier en faveur du joueur qui jette la piece. Cependant, selon d'Alembert, il
n'y a que trois combinations possibles:

Premier coup: Croix Pile Pile
Second coup: Croix Pile

car, des qu'une fois croix est venu, le jeu est fini, et le second coup est compte pour
rien. (D^sormais nous ecrirons simplement C pour Croix et P pour Pile.) II
n'y a done, selon d'Alembert, que 2 contre 1 a parier. Par le meme raisonnement
il pretend qu'en jouant trois coups, il n'y a que 3 contre 1 k parier.

C'est la difficulty du probleme de Pytersbourg que d'Alembert expose ensuite
dans I'article "Croix ou Pile": "Pierre joue contre Paul, ycrit-il, k cette condition
que si Pierre amene croix au premier coup, il payera un ycu a Paul; s'il n'amene
croix qu'au second coup, deux ycus, si au troisieme coup, quatre, et ainsi de suite.
On trouve par les regies ordinaires que I'espyrance de Paul, et par consyquent ce
qu'il doit mettre au jeu est (1 + 2 + 4 Etc)l{\ + 1 + 1 Etc\ quantity qui se trouve
infinie."® Dans Particle "Avantage",^ d'Alembert prend correctement I'espyrance
pour la somme des gains multipliys par leurs probabilitys. Done il doit calculer
I'espyrance du probleme de Pytersbourg comme:

1x1/2 + 2x1/4 + 4x1/8+....
= 1/2 +1/2 +1/2 + (tend a I'infinie)



D'Alembert et Condorcet 61

Pourquoi d'Alembert a-t-il faussement calcule Tesperance du probleme de Peters-
bourg? Peut-etre ne veut-il pas considerer Tesperance comme un terme mathe-
matique et emploie-t-il ce mot dans un sens vague. En effet I'article "Esperance"®
n'en presente que les aspects mythologiques, geographiques et morales, ce qui montre
que d'Alembert n'a ecrit aucune ligne pour cet article. Dans ses memoires des
Opusc, Math, 11 commencera bientot a refuter severement la notion de I'esperance
pascalienne, mais alors il semble qu'il veuille autant que possible eviter de I'employer.
Tout en signalant la difficulte du probleme de Petersbourg dans I'article "Croix ou
Pile", il n'entre pas dans les details, qu'il reserve pour I'article "Probabilite".

Dans I'article "Gageure"®, d'Alembert refute I'objection de M. Necker con-
cernant la probabilite d'amener croix en deux coups. Necker consentait a ce qu'il
n'y ait que trois combinaisons possibles: C, P-C, P-P. Mais il croit que la pro
babilite d'amener croix au premier coup est double de celle d'amener P-C ou P-P.
Done selon Necker la probabilite que le joueur gagne est de 3/4, ce qui est egal a
la valeur obtenue par le calcul ordinaire. Necker propose un autre probleme pour
refuter d'Alembert: *T1 suivrait de votre fagon, dit-il, de compter les probabilites
qu'on ne pourrait en aucun nombre de coups gager avec parite d'amener la face
A d'un dez a trois faces A, B, C; car vous la trouverez toujours \ contre

2", n etant le nombre de coups dans lequel on entreprend d'amener la face
D'Alembert repond que les objections de Necker, surtout la derniere, meritent sans
doute beaucoup d'attention. Mais il declare qu'il lui parait toujours difficile de
bien expliquer pourquoi et comment I'avantage peut etre triple, lorsqu'il n'y a que
deux coups favorables. Cependant il n'entre pas non plus dans les details, et
€cut qu'il examinera plus k fond ce probleme aux articles, "Jeu,^°Pari,^® Probabilite^^".

Les adversaires de d'Alembert contredisaient souvent sa maniere d'enumerer

les combinaisons possibles. A ce point de vue Necker etait particuilierement
conciliant en consentant a ce qu'il n'y ait que trois combinaisons possibles, en
donnant avoir raison a d'Alembert. Supposons qu'on repete un grand nombre
de fois ce jeu, en jetant la piece a plusieurs reprises. Les coups formeront une
longue serie de pile et de croix:

PCCPCPPPCPCC

II s'agit alors de determiner la fagon de diviser cette s6rie. La theorie ordinaire
conseillera de diviser la serie en deux termes; mais ce serait absurde, parce que, si
Ton amene croix au premier coup, un nouveau jeu commencera necessairement par
le coup suivant. Done la methode de d'Alembert sera plus naturelle que celle de
la theorie ordinaire.

Supposons la serie suivante:

PPCCPPCCPPCCPPCC

Si Ton la divise en deux termes suivant la theorie ordinaire, il y aura deux sortes
de divisions:

|PP|CC|PP|CC|PP|CC|PP|CC|
P|PC|CP|PC|CP|PC|CP|PC|C
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Dans le cas de la premiere division, les deux joueurs gagnent alternativement, et
la probabilite est egale a 1/2. Dans le cas de la seconde I'un gagne toujours, et la

probabilite est egale a 1. Et, suivant d'Alembert, la probabilite sera de 2/3:

PP|C|C|PP|C|C|PP|C|C|PP|C|C

Suivant la methode de d'Alembert on ne pourrait distinguer aisement les premiers
coups d'avec les seconds, et Ton devrait examiner chaque terme et juger si un jeu
sera fini par ce terme. II y aurait plus de chance que le jeu soit fini par croix; done,
il y aurait plus de chance que le jeu commence par pile, car d'Alembert nie I'inde-
pendance des coups successifs. Ainsi il est possible que la probabilite d'amener
croix en deux coups soit differente de 3/4. Cependant d'Alembert tombe dans
une grave erreur, quand il dit que les probabilites de C, P-C et P-P sont a peu pres
egales.

Prenons une longue serie de croix et de pile; le nombre de croix doit etre a
peu pres egal au nombre de pile, tant que la probabilite d'amener croix est egale a
celle d'amener pile. Quand on suppose que C,P-C, P-P soient egalement possibles,
le nombre de pile est au nombre de croix en raison de 3:2. Done, tout au moins il
faut que la probabilite d'amener croix au premier coup soit double de celle d'amener
P-P. Si Ton suppose suivant le raisonnement de d'Alembert que la probability
d'amener P-C soit plus grande que celle d'amener P-P, la probabilite d'amener
croix en deux coups sera plus grande que 3/4, ce qui est contraire a I'attente de
d'Alembert qui croit que la valeur approche de 2/3.

Dans les sept premiers volumes de VEncyclopedie, d'Alembert a deja propose
ces deux problemes qui sont k I'origine de tons ses doutes concernant le calcul des
probabilites. C'est pour les coups deux fois, trois fois ou maintes fois r^petes
qu'il doutait d'appliquer le calcul ordinaire des probabilites. En eflfet il ne croyait
pas a I'independance des coups consecutifs, mais il n'a pas encore expose en detail
cette idee. La plupart des explications de detail ont yte reserves aux deux articles

"Probability^^ et Jeu"^° qui devaient etre les articles les plus importants de VEncy
clopedie concernant le calcul des probabilitys. Aprds I'ydition de son 7® tome en
1757, on fut obligy d'interrompre la publication de VEncyclopedie, a I'exception
de quelques volumes de planches. Heureusement aprys une interruption de huit
ans, rimprimerie put rypandre, et tous les volumes inydits parurent la meme annye
en 1765. D'Alembert ycrivit les articles tels que "Loterie," Pari,^^ etc", mais les
deux importants articles "Jeu"^° et "Probability"" ne fut pas signy par lui.

Si ces deux articles avaient yty ycrits par d'Alembert, ils auraient contenu toutes
ses opinions sur le probleme de Pytersbourg et sur le jeu de "Croix ou Pile". En
outre on aurait trouvy dans Particle "Jeu", I'examen des conditions pour que les joueurs
consentent a jouer. En eflfet, en comptant le pari de certains examples de jeux,
d'Alembert a ycrit a la fin de Particle "Pari": "Au reste, ces regies doivent etre
modifiyes dans certains cas, oil la probability de gagner est fort petite et celle de
perdre fort grande. Voyez Jeu."" En citant ce dernier paragraph, Todhunter
emet des doutes: "II n'y a rien dans Particle "Jeu" auquel on peut appliquer cette
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remarque, ce qui est le plus curieux, parce que "Jeu" precede "Pari" dans I'ordre
alphabdtique" (p. 260).^® On peut dire la meme chose pour Particle "Loterie"
dans lequel d'Alembert conseille de voir Particle "Probabilite", car tons les volumes
qui ont suivi le T tome ayant paru dans la meme annee, Pordre alphabetique
n'avait plus d'importance.

De plus, on peut dire que quelqu'un dirigea Particle "Jeu", article qui com-
porte 12 pages, mais ou Pon ne trouve rien sur le calcul des probabilites. On lit
vers la fin cette ligne tres simple: "Jeu de Hasard. Voyez Jouer."^° L'article
"Jouer"^^ egalement anonyme, est rempli de calculs pratiques concernant les jeux
avec la definition ordinaire de Pesperance. II est probable que c'est une substitution
de Particle "Jeu' que d'Alembert annongait des le premier tome. On pourrait
supposer qu'il ait ecrit les articles "Jeu" et "Probabilite", mais que quelqu'un ait
refuse de les publier dans YEncylopedie. On ne peut pas dire que ses pensees n'etaient
pas encore muries en 1765, parce qu'il commen^ait deja a refuter le calcul ordinaire
des probabilites des 1761, dans les ''Opusc, MathY' On ne peut dire non plus qu'ay
ant ecrit des 1761 les memoires sur le calcul des probabilites, il manque d'interet
de les repeter dans VEncyclopedie; car il ecrira plus tard dans le Supplement un
article intitule "Probleme sur les cartes"^^

D'Alembert commence son 52® memoire sur le calcul des probabilites par les
phrases suivantes: "Je demande pardon aux Geometres de revenir encore sur ce
sujet. Mais j'avoue que plus j'y ai pense, plus je me suis confirme dans mes doutes
sur les principes de la theorie ordinaire; je desire qu'on eclaircisse ces doutes ..
(p. 39).^® C'etait la premiere fois qu il ecrivait un long memoire sur le calcul des pro
babilites en n'abordant pas a son application a I'inoculation. Pourquoi a-t-il
humblement demande pardon aux lecteurs? Peut-etre savait-il lui-meme qu'il
n'avait que peu de choses a ecrire sur ce sujet. En voyant qu'il a ecrit les 23® et

27® memoires sous la forme d'extraits de lettres, nous pourrions imaginer qu'il se
sentait un peu gen6 des 1767 de repeter ses doutes. II semble que ce soit l'article
"Probleme sur les cartes" qui I'a pousse a ecrire le 52® memoire. Nous verrons

plus tard importance de cet article pour d'Alembert. Alors, pourquoi d'Alembert
ne I'a-t-il pas ecrit directement dans ses ''Opusc, MathY'l Cela prouverait son
desir d'exprimer ses doutes dans VEncyclopedie.

Nous pensons en effet que d'Alembert ecrivit les manuscrits de "Jeu" et de
"Probabilite", mais il fut empeche de les publier, tandis que ses autres articles tels

que "Loterie" et "Pari" furent imprimes. II y aurait eu parmi les redacteurs de
VEncyclopedie des discussions longues et genantes pour supprimer les manuscrits
de d'Alembert; et apres de telles discussions il est naturel que personne n'a pu ni
ajouter ni retrancher un mot a ses manuscrits de "Loterie" et de "Pari". D'autre

part, ayant accepte lui-meme qu'on retire ses deux manuscrits, d'Alembert n'a pas

voulu toucher aux autres. C'est ainsi que la citation de "Jeu" ou de "Probabilite"
aurait ete laissee intacte dans les articles "Loterie" et "Pari". Sans doute, d'Alem

bert gardait-il un souvenir desagreable de cette affaire, et desirait-il publier dans
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VEncyclopedie quelque nouvel exemple qui justifie ses doutes,

%L3 Les polemiques entre D. Bernoulli et d'Alembert, concernant Vapplication du
calcul des probabilites a Vinoculation
Au commencement de 1760, D. Bernoulli avait envoye a I'Academie Royale

des Sciences de Paris un memoire intitule ̂ ""Essay d'une nouvelle analyse de la mor-

talite causee par la petite verole et des avantages de Vinoculation''^^ que d'Alembert
critiqua tres s6verement. D. Bernoulli s'est plaint de la critique de d'Alembert
et ecrivit une breve reponse qui fut ajoutee au debut de son ''Essay" sous forme
d'Introduction Apologetique. D'Alembert publia sa critique augmentee dans
le tome 2 des Opusc, Math}"^ Par la suite il publia plusieurs autres critiques du
memoire de Bernoulli, soit dans ses Melanges {Tome 5), soit dans ses Opusc. Math.
{Tome 4 ou 5).

D'abord D. Bernoulli represente mathematiquement le ravage de la petite
verole. II evalue le nombre s de ceux qui n'ont jamais eu la petite verole jusqu'a
I'age de x par la formule

m  .

{m — + 1

f: les vivants de cet age x

m: sur m personnes qui sont attaques par elle, la petite verole en enleve une
n: sur « personnes qui ne I'ont pas encore eue, la petite verole en attaque une

II suppose que m Qt n sont constants pour tous les ages et egaux a 8. Malgre
I'opinion de certains medecins, il admet que tous les nouveaux-nes n'ont pas encore
la petite verole lors de leur naissance. A partir de quelques tables de d6ces, on
pent obtenir

Bernoulli, adoptant les listes de Halley, calcule:
(1) le nombre des morts de la petite v6role pour chaque age pendant une annee;
(2) le nombre des morts par d'autres maladies pour chaque age pendant une

annee.

II trouve ainsi le gain absolu et le gain relatif. Celui-la est I'augmentation des vi
vants, lorsqu'on ne meurt jamais de la petite verole; celui-ci est le gain absolu divise
par la somme des vivants. II evalue le ravage de la petite verole par le gain absolu
ou relatif, et demontre aux medecins I'importance de perfectioimer la methode de
I'inoculation. Si D. Bernoulli se bornait a presenter mathematiquement le ravage
de la petite verole, d'Alembert aurait pen a redire au calcul de Bernoulli, bien qu'il
ne lui paraisse pas correct; mais Bernoulli avance un peu plus loin.

II envisage un risque de I'inoculation. En supposant que I'inoculation enleve
une victime sur 200, il compare la vie moyenne des hommes inocules lors de leur

naissance avec la vie moyenne des hommes qui attendent I'attaque de la petite
verole naturelle dans leur vie. Celle-ci compte 27 ans et 7 mois, tandis que celle-la,
29 ans et 7 mois. L'augmentation de la vie moyenne par I'inoculation est de 2 ans.
Pour que I'inoculation n'abaisse pas la vie moyenne, elle pent enlever une victime
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sur 9.43 personnes, et meme dans ce cas elle reste avantageuse. Voici le raisonne-
ment de Bernoulli: "Quand on a moins de 16 ans, on n'est pas utile pour la society;
done on appelle I'age de 16 ans la naissance civile; et, si Tinoculation enlevait une
victime sur 9.43, le nombre des vivants avant la naissance civile serait diminue,
mais il s'augmenterait de plus en plus apres la naissance civile."^®

D'Alembert veut refuter le memoire de Bernoulli particulierement du point de
vue moral. Sans doute Bernoulli a-t-il presente un memoire mathematique. Done
d'Alembert a du repondre en mathematicien particulierement dans ses memoires
des Opusc, Math, Par contre dans son memoire des Melanges,^^ il 6tait libre: il
a agi en moraliste. Cependant la diflBicult6 de sa situation morale est evidente.
Car en refutant moralement la methode employee par Bernoulli pour calculer
les avantages de I'inoculation, il a du defendre en meme temps I'inoculation contre
les anti-inoculistes.

Dans son memoire des ''Melanges'', il commence par remarquer la difiiculte de
calculer les avantages de I'inoculation et I'insuflBisance du calcul de Bernoulli. Ce der
nier pensait que I'augmentation de la vie moyenne prouve I'avantage de I'inoculation,
malgre I'existence de quelque petit risque. Mais d'Alembert n'y consent pas:
Quelque petit que soit le risque de I'inoculation, elle enleve sa victime en un mois.
Ce risque est present, tandis que I'augmentation de la vie moyenne n'arrivera que
dans I'avenir. Et, c'est la qualite des hommes de jouir du present et de s'inqui6ter
pen de I'avenir. Done on ne pent comparer un risque present avec une esperance
dans I'avenir. D'Alembert demande: "Si on admet les suppositions de Bernoulli,
celui qui se fait inoculer est a peu pres dans le cas d'un joueur qui risque 1 contre

200, de perdre tout son bien dans la journee, pour I'esperance d'ajouter a ce bien
une somme inconnue, et meme assez petite au bout d'un nombre d'annees fort
eloignees, et lorsqu'il sera beaucoup moins sensible a la jouissance de cette aug
mentation de fortune. Or comment comparer ce risque present a cet avantage
inconnu et eloigne?" (p. 477)^®

D'Alembert exagere le probleme, mais I'analogie entre I'avantage de I'inocula
tion et I'esperance du jeu est frappante. Ce n'est pas seulement I'egalite de I'espe
rance qui decide les joueurs a jouer, mais le consentement moral de chaque joueur.
On pourrait dire meme que, si I'esperance et la probabilite de gagner sont egales
pour les deux, il est possible qu'ils ne consentent pas a jouer, parce qu'ils n'aiment
pas et n'ont pas I'habitude de jouer.

En examinant les divers documents, d'Alembert trouve la possibilite de di-
minuer le risque de I'inoculation jusqu'a ce que le nombre de victimes de I'inoculation
soit egal a celui des morts de la petite verole naturelle en trois mois. Cette fois-ci
I'avantage de I'inoculation est assure, parce que risquer de mourir au bout d'un
mois ou dans I'espace de trois, est a peu pres la meme chose pour le commun des
hommes. "Cependant, dit-il, si j'ose dire ici, ce que je pense, je ne suis point sur-
pris que d'autres citoyens se refusent a ce meme avantage, quelque considerable
qu'il puisse paraitre. Des qu'on accordera qu'on pent mourir de Tinoculation,
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je n'oserai plus blamer un pere qui craindra de faire inocuier son fils. Car, si ce
fils par malheur en est la victime, son pere aura eternellement a se faire le reproche
affreux d'avoir avance la mort de ce qu'il avait de plus cher" (p. 484).^® Ainsi,
d'Alembert condamne I'intervention de I'Etat: "Si I'inoculation peut donner la
mort, TEtat n'est pas en droit d'obliger les citoyens a s'y soumettre" (p. 493).^^

Enfin il conclut: "Je crois beaucoup plus sage de s'en tenir fermement a cette
assertion: "On ne meurt point de la petite verole inoculee, quand elle est donnee
avec prudence et dans les circonstances convenables" (p. 496).^® "Jusqu'a present
il ne parait pas y avoir de preuve du contraire" (p. A91)}^ En 1765 La Condamine
afBrmera au sujet de I'objection de d'Alembert: "La difference de deux risques,
dont I'un est tres prochain et dont I'autre peut etre tres 61oigne, etant inappreciable,
de I'aveu de I'auteur de I'objection, qu'ai-je pu faire de mieux, que de supposer
I'un de deux risques beaucoup plus grand, et I'autre plus petit qu'ils ne le sont en
effet, et d'en tirer une consequence d'autant plus evidente que la supposition est
plus exageree? ... L'objection n'aurait plus lieu si Ton prouvait que I'inoculation
prudemment administree n'est jamais mortelle. II est du moins tres vraisemblable
qu'elle peut etre perfectionnee au point de la rendre exempte de tout risque; et mon
illustre adversaire parait ne pas s'eloigner de ce sentiment" (p. 511).^® Ainsi La
Condamine, le celebre historien de I'inoculation, a-t-il reflechi et approuve la

critique morale de d'Alembert! Sans doute le memoire de La Condamine precMe-
t-il celui du tome 5 des Melanges, mais toutes les opinions citees dans le dernier
memoire ont deja ete exposees brievement dans le 11® memoire des ̂'Opusc.

La comparaison des avantages et des desavantages de I'inoculation est tres
difficile ainsi que nous I'avons vu jusqu'ici. A vrai dire, D. Bernoulli a eu le merite
d'appliquer pour la premiere fois le calcul des probabilites au probleme medical.
II triomphait done au point de vue mathematique. Mais, ne peut-on pas dire que
c'etait d6ja le temps de demander aux medecins de ne sacrifier personne par I'inocula
tion, et que la prophylaxie moderne suivait desormais 1'opinion de d'Alembert?
Alors pourrait-on dire que d'Alembert a ete vaincu aupres des mathematiciens,
mais qu'il a triomphe aupres du monde medical.

Cependant, dans le 11® memoire des Opusc, Math}'^ d'Alembert propose lui
aussi sa nouvelle maniere de calculer I'augmentation de la vie moyenne par I'inocula

tion. Suivant cette methode, il faut avoir les connaissances suivantes:

(1) la liste des deces,

(2) la somme des morts de la petite verole des la naissance jusqu'a chaque
age,

(3) le nombre des personnes a chaque age qui n'ont jamais eu la petite verole
dans leur pass6.

Le calcul de Bernoulli ne necessite que la liste des d6ces. Les deux constantes

mttn lui permettent de calculer les deux tables (2) et (3). Mais suivant d'Alembert
c'est une simplification excessive que de supposer la Constance de m et n, D'Alem
bert pense que 1/m augmente avec I'age, particulierement depuis I'age de 15 ans
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jusqu'a la mort, et que 1/n etant petit pour I'enfant en bas age, augmente jusqu'a
I'age de 10 ans, puis diminue graduellement. Cette negation de la Constance de
mctn I'oblige chercher les tables (2) et (3) par Texp^rience. Mais, oil d'Alembert
peut-il trouver ces tables? II est naturel qu'il ne peut nous laisser aucun calcul
pratique. Nous ajouterons que d'Alembert ne consente pas non plus a la Constance
des risques de I'inoculation a chaque age, ce que suppose Bernoulli.

Bernoulli repond sur quelques points. II dit que son calcul n'est qu'approxi-
matif, mais qu'il satisfait a tous les phenomenes connus. II avoue qu'il ajuste la
valeur de m et « pour que 1/13 de la population meure de la petite verole; il choisit
m = 8 au lieu de m = 7 generalement adopte, parce qu'il y aurait un trop grand
nombre de morts par la petite verole dans le cas de m = 7. II fait une legere
concession a d'Alembert, en disant qu'il n'y a que la premiere ann^e d'age qui lui
a semble d'abord un peu surchargee dans la distribution de tout le ravage variolique.
Selon la liste de Halley, la moitie des nouveaux-nes meurt jusqu'^ I'age de 4 ans.
Si m et « sont constants, les morts de la petite verole se concentreront avant I'age
de 4 ans. En effet, suivant le calcul de Bernoulli, la moiti6 des morts par la petite
verole se trouve chez les enfants de moins de 4 ans et demi. II conseille done de

faire inoculer les enfants aussitot apres leur naissance ou tout au plus a I'age d'un
an accompli: "Si cependant une longue experience donnait a connaitre qu'a la
premiere annee de vie les enfants fussent beaucoup moins exposes a prendre la
petite verole que les annees suivantes, ce serait un motif de diff(§rer I'inoculation
jusqu'a I'age d'un an accompli."^'^ Le nombre des enfants morts de la petite verole
en bas age serait le plus principal point de litige entre eux, parce qu'il s'agit de I'age
auquel on fait inoculer les enfants; mais il n'y aurait de preuves decisives ni pour
d'Alembert ni pour Bernoulli. D'Alembert doit se borner a dire que le risque de
mourir de la petite verole ne commencerait qu'a 4 ans et non pas des I'age d'un an.

Quant aux critiques morales de d'Alembert, Bernoulli ne cede point.: "Si Ton
fait inoculer 1300 nouveaux-nes, on delivrera 100 enfants de la mort de la petite

verole. II est sur que I'augmentation de la vie moyenne n'augmente que de deux
ans, mais c'est parce qu'on distribue uniformement I'avantage de 100 nouveaux-
nes sur 1300. Done, les personnes de merite pourraient apprecier cette augmenta
tion de deux ans."^® D'Alembert s'irrite de cette r^ponse: "Bernoulli avoue lui-
meme que 12/13 d'enfants ne regoivent aucun avantage de I'inoculation. Pourquoi
tous les nouveaux-nes doivent se risquer pour 1/13, quoique ce risque ne soit pas
grand." On peut voir I'irritation de d'Alembert dans le 23® memoire §8.^°

Les polemiques ne pouvaient aboutir du point de vue math6matique, du
fait du manque de statistiques medicales. Aussi d'Alembert sollicite-t-il I'aide de
I'Etat et des Facultes de m^decine pour realiser les statistiques necessaires. De
plus, ces polemiques ont eu un autre eflfet: elles ont pousse d'Alembert a faire con
naitre a nouveau ses doutes sur le calcul des probabilites. En effet, ses diflFerents

m6moires sur I'inoculation sont presque toujours accompagnes par un autre memoire
concernant ses doutes sur le calcul des probabilites. Ces deux objets ont, en com-
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mun, revaluation morale des probabilites. Dans I'article "Absent", d'Alembert
a d6ja suggere de resoudre le probleme de Tabsent et d'autres questions embarras-
santes telles que le probleme de Petersbourg par la th^orie de BuflFon, qui consiste
"a avoir la plus grande certitude morale possible qu'une supposition est vraie."
C'est pour cela que d'Alembert a hesite a employer et a critiquer I'esperance
pascalienne dans YEncyclopedie. En refl&hissant k I'avantage de I'inoculation,
peut-etre a-t-il compris qu'il n'y aurait pas d'autres expressions plus eflfectives que
I'esperance, pour 6valuer generalement I'avantage des probabilites; alors il
commencera a critiquer obstinement I'esperance pascalienne.

%L4 Sur laprobabilite d'amener croix en deux coups
Comme nous I'avons vu dans la section §1.2, d'Alembert n'enumere pour ce

jeu que trois combinaisons qui sont egalement possibles: C, P-C, P-P; et il conclut
dans I'article "Croix ou Pile" que la probabilite d'amener croix en deux coups est
egale a 2/3. Dans les memoires des Opusc, Math, il semble faire pen k pen quelques
concessions a la theorie ordinaire. Dans le 10® memoire, il 6crit que la probability
n'est ni de 2/3 ni de 3/4, mais moyenne entre ces deux nombres, quoiqu'elle approche
plus de 2/3 que de 3/4 (p. 22).^® II insiste sur le fait que les probabilites de C, de
P-C et de P-P sont a pen pres egales, mais en meme temps il accepte que la proba
bility de P-P est moindre que les deux autres. Pour la ryponse au 2® probleme de
Necker il dydare que la difficulty n'existe plus, tant qu'on approuve I'inygality de
probability de chaque combinaison possible. Enfin dans le 27® mymoire il ne dit
rien de la valeur.^^ Supposons alors que les probabilitys de C et de P-C soient
ygales a 1/2 et celle de P-P, a 1/3, la probability d'amener croix en deux coups devi-
endra

=3/4
1/2 + 1/2 + 1/3

Ce qui est en accord avec le calcul ordinaire. Sans doute il existe une grave
contradiction dans ce calcul: la somme des trois probabilitys dypassera I'unity.

1/2 + 1/2 + 1/3 = 4/3 > 1

Mais il faut dire que des le 23® mymoire, il commence a douter que la certitude ne
doive etre toujours ygale a I'unity.^® Comme ce doute est tres grave, nous y re-
viendrons plus loin.

D'abord nous verrons comment d'Alembert veut justifier I'ygality de la pro
bability des trois cas: C, P-C, P-P. Voici la premidre explication qu'il ycrit dans
le 10® mymoire: "Sans difficulty 1/2 est la probability d'amener croix a un coup
quelconque, en supposant qu'on joue ce coup; mais s'il est incertain qu'on joue ce
coup, si la probability qu'on le jouera, est 1/2, alors multiplier la premiere pro
bability 1/2 par la seconde 1/2, n'est-ce pas multiplier I'une par I'autre deux pro
babilitys de diffyrente nature, une probability (savoir la premiere) qui reste toujours
ygale k 1/2, et une probability (savoir la seconde) qui ne reste pas toujours 1/2, mais
qui devient certitude des qu'on la multiplie par la premiere. En effet la probability
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112 d'amener croix ou pile, suppose n^cessairement qu'on jouera le coup; ainsi la
combinaison de cette probabilite avec le second fait changer celle-ci de nature, et
la suppose certaine, de simplement probable qu'elle etait auparavant?" (pp. 18-19)^®

Nous examinerons d'abord la probabilite de n'amener croix qu'au second coup
sous les deux suppositions suivantes:

le premier cas—on suppose qu'on ne joue pas encore le premier coup,
le second cas—on suppose qu'on ait deja joue le premier coup, mais qu'on ne

joue pas encore le second coup.
Pour jouer le second coup, il faut amener pile au premier coup. Dans le premier
cas, (a) la probabilite d'amener pile au premier coup est egale a 1/2, mais (b) la
probabilite d'amener croix au second coup n'est pas n^cessairement egale a 1/2,
parce qu'il est incertain qu'on le joue. Comme il ne dit rien de cette probability,
nous lui donnerons la valeur x. Dans le second cas, (c) le premier coup devient
certitude: on a amene necessairement pile. Nous prendrons I'unite pour la valeur
de certitude, parce que dans son premier memoire il ne doute pas encore de cette
valeur. Enfin (d) la probability d'amener croix au second coup est maintenant

ygal a 1/2, parce qu'il est sur qu'on le jouera.
D'Alembert interdit de multiplier une probability du premier cas par celle du

second, parce que ce sont deux probabilitys de differente nature. Done, multiplions
deux probabilitys de meme nature I'une par I'autre, et supposons I'ygality de ces
deux produits:

1/2 X x = I X 1/2

Est-ce qu'on pent dire que x est ygal a I'unity? A vrai dire, il est peu probable que
d'Alembert consente a donner une certaine valeur a x, parce qu'il insisterait sur
le fait qu'on ne pent jouer le second coup qu'apres avoir ameny pile au premier coup.

Mais malgry lui, x = I montrera que croix arrivera nycessairement au second
coup, ce qui est absurde. Voila I'exagyration de d'Alembert. Peut-etre veut-il
dire en employant le mot "certitude" que la probability d'avoir ameny pile au pre
mier coup, n'est plus de 1/2, mais qu'elle augmente et approche de I'unity. Son
principe ne serait qu'approximatif. Mais quelle approximation?

Voici notre hypothese. Selon d'Alembert, les coups consycutifs ne sont pas
indypendants. Un coup dypend de ceux qui le prycedent. Si Ton amene croix
plusieurs fois de suite, la probability d'amener croix au coup suivant sera bien
moindre que 1/2. Alors, d'Alembert aurait pu aflBrmer son principe inversement:
si les probabilitys d'amener pile et croix sont absolument ygales a 1/2, il serait
dyfendu d'imaginer le coup prycydent, ou bien on pourrait nygliger la probability
du coup prycydent, car on pent le supposer arbitrairement, soit pile, soit croix.
Considyrons deux coups successifs de piece. Le second pile et le second croix
dypendent du premier pile: la probability de P-P est moindre que celle de P-C.
Cependant, si Ton peut supposer que les probabilitys du second pile et du second
croix sont approximativement ygales, c'est-a-dire, si Ton peut regarder que le second
coup est approximativement indypendant du premier coup, on pourra nygliger
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approximativement la probabilite du premier coup. Ainsi, suivant notre hypothese
11 faudra dire: "Pour jouer le second coup, il faut amener pile au premier coup,
dont la probabilite est 6gale a 1/2. Mais on pent regarder que les probabilites
du second pile et du second croix sont egales k 1/2. Done, au point de vue du
second coup, le premier coup peut etre regarde comme certain, parce qu'il pent
etre arbitraire, soit pile, soit croix."

Sans doute, I'explication conforme a notre hypothese est un pen diflferente de
celle de d'Alembert, mais on ne trouverait aucune contradiction entre elles. Dans

le IT memoire, d'Alembert neglige le premier pile pour examiner le second coup,
et ainsi il regarde les trois combinaisons possibles comme:

le premier croix le second croix le second pile
ce qui est favorable du point de vue de notre hypothese; malheureusement son
explication ne parait pas etre en accord avec la notre: "II me parait, dit-il, que
mathematiquement parlant ces trois coups sont egalement possibles par la raison
que croix ou pile arrivant au second coup, suppose que pile est n&essairement
arrive au premier, en sorte que le second cas pile et croix, ainsi que le troisieme
cas pile et pile ne forment chacun qu'un seul cas individuel et comme un seul coup"
(p. 289).^^

Malgre la difference, il est possible que d'Alembert ait suivi notre hypothese.
En effet, en pretendant que C, P-C et P-P sont a pen pres egalement possibles,
d'Alembert a deja avou6 I'in^galite des probabilites de P-C et P-P, tandis que notre
hypothese est fondee sur I'egalite de ces deux probabilites. Done, s'il avait suivi
notre hypothese, il n'aurait pu I'avouer franchement aux lecteurs.

La premiere explication de d'Alembert etait trop compliquee et difi&cile a
comprendre. Done il a du la simplifier dans son 27® memoire. Ainsi il a explique
qu'on devait amener pile au premier coup pour jouer le second, et il a appel6 cela
la certitude de premier coup. Mais, s'il avait insist^ sur cette simplification exces
sive, il se serait perdu dans un raisonnement embarrassant: "On a amene pile
deux fois de suite; alors les deux coups deviennent certitude; done on peut amener
pile trois fois de suite par la probabilite de 1/2; ainsi, pile est arrive trois fois de suite,
et ces trois coups deviennent certitude; done on peut amener pile quatre fois de
suite par la probabilite de 1/2; ainsi de suite." Et, c'est la raison pour laquelle
nous supposons que d'Alembert a du avoir quelques idees semblables a celles de
notre hypothese.

§7.5 Sur le probleme de Petersbourg. Est-ce que le jeu peut durer eternellementl
Dans I'article "Absent",^ d'Alembert a suggere de traiter le probleme de Peters

bourg par la methode de Buffon fondee sur sa notion de "la plus grande certitude
morale possible". Dans I'article "Croix ou Pile" il n'a pas encore voulu le traiter
par I'esperance pascalienne, mais il a declare clairement qu'on devait le resoudre
entierement sous forme math^matique: "Pour rendre plus completes les solutions
des problemes concernant les jeux, il serait a souhaiter qu'on put y faire entrer
les considerations morales ... Mais toutes ces considerations, etant presque impos-
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sibles a soumettre au calcul a cause de la diversite des circonstances, on est oblige

d'en faire abstraction et de r^soudre les problemes math^matiquement."® En con-
sid^rant revaluation morale des probabilites dans ses polemiques sur I'inoculation
d'Alembert veut critiquer math^matiquement le probleme de P^tersbourg, et nier
la validite de I'esperance pascalienne.

Ce qui mene I'esperance du probleme de Petersbourg a une somme infinie,
c'est evidemment la possibilite que croix arrive a tons les coups et que par consequent
pile n'arrive jamais. Mais la difficulte ne sera pas completement r^solue, si Ton
ne joue qu'un nombre fini de coups: "Par exemple, dit-il, si Pierre et Paul ne jouent
qu'en cent coups, on trouvera que Paul doit donner 50 ecus k Pierre. Or il n'y a
point de joueur qui voulut donner cette somme en pareil cas" (p. 5).^® Aussi,
d'Alembert croit-il qu'il n'est pas convenable de limiter le nombre de coups par
des conditions morales telles que la fortune des joueurs, quoiqu'il soit recomman-
dable aux mathematiciens de considerer celles-ci dans le calcul des probabilites.

D'Alembert propose dans le 10® memoire: "Quand la probabilite d'un evene-
ment est fort petite, elle doit etre regardee et traitee comme nulle; et qu'il ne faut
point multiplier cette probabilite par le gain espere" (p. 8).^® Quelque grand que
soit le nombre n, suivant le calcul ordinaire la probabilite d'amener croix n fois de
suite n'est pas absolument nulle, mais 1/2''. D'Alembert declare: "II est pourtant
vrai, et meme evident que cette supposition est possible dans la rigueur mathemati-
que. Ce n'est done physiquement parlant qu'elle est fausse" (p. 454).^® Et, il
continue: "(Si Pierre et Paul jouent croix ou pile, et si pile arrive dix fois de suite),
Paul se recriera infailliblement au 10® coup, que la chose n'est pas naturelle et que
surement la piece a ete preparee de maniere a amener toujours pile" (p. 455).^®
D'Alembert suppose que croix arrive necessairement (et par consequent la proba
bilite d'amener pile est absolument nulle) apres un certain nombre de coups; mais
il se d6sole de ne savoir fixer ce nombre. (p. 4).^®

II veut chercher la valeur limite de probabilite qui doit etre regardee comme
physiquement nulle. Mais, s'il suppose qu'une probability moindre que 1/1000
soit physiquement nulle, il devra compter quelque diminution pour une probabilite
dont la valeur est tres approchee de 1/1000 (par exemple 1/999,1/998 etc). Alors,
jusqu'a quelle terme doit-il compter une pareille diminution? "S'il faut diminuer
tous les termes meme ceux qui contiennent des fractions assez grandes comme 1/4
ou 1/8, pour lors la regie des probabilites se trouvera fautive et imparfaite, meme
dans le cas oil la probabilite ne sera pas fort petite" (pp. 11-12).^® II faut remarquer
qu'il y a deux especes de probabilites pour d'Alembert: la probabilite mathematique
et la probabilite physique. Et il veut corriger ou remplacer la valeur de celle-la
par la valeur de celle-ci.

Ainsi d'Alembert demande: "Est-ce qu'il est egalement possible que croix
ou pile arrivera au 4® coup, apres qu'on a amene croix trois fois de suite?" (p. 13)"
II pense que, si cette supposition est vraie, il est possible que croix arrivera toujours
et que pile n'arrivera jamais, ce qui n'a jamais lieu physiquement.
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Sans doute le principe de d'Alembert est fautif au point de vue du calcul des
probabilites. Cependant 11 demande I'aide de sa philosophie pour fonder son
principe physiquement. II 6crit: "La variete des evenements successifs est un pheno-
mene constant de la nature; et leur similitude constante ou rep6t6e un grand nombre
de fois, est au contraire un phenomene qui n'arrive jamais" (p. 15).^® Ou "toute
uniformite singuliere d'6v6nements annonce une cause; des qu'on ne supposera

point de cause, on ne doit supposer d'uniformite extraordinaire" (p. 89).^® Sans
doute d'Alembert a-t-il raison. Si Ton n'avait pas eu une telle conviction, comment

aurait-on pu etablir les sciences modernes? Comme il devait rester mathematicien
particulierement dans ses memoires des Opusc, Math., il n'a pas explique ces
phrases en detail; mais nous pourrons les regarder comme sa definition philosophique
ou epistemologique du hasard. Certainement, c'est la variete des evenements qui
nous fait juger qu'un phenomene est probable. Done, quand nous trouvons quelque
uniformite singuliere d'evenements, nous cherchons une cause suivant le principe
de causalite. Et c'est la naissance des sciences modernes.

Dans le 23® memoire d'Alembert presente de nouvelles propositions con-
cernant la probabilite d'amener croix n fois de suite. Ses premieres propositions

sont d'adopter la valeur ^ ou simplement 2n+(i-i)« ^ ̂ont des
positifs arbitraires) au lieu de 112^; ces substitutions r6duisent I'esperance du
probleme de Petersbourg a une valeur definie. D'Alembert montre qu'en choisissant
convenablement la valeur de C ou a, on peut obtenir des r^sultats raisonnables
pour I'esperance du probleme de P6tersbourg. Pour r^duire la probabilite a zero

apres un certain nombre de termes, il conseille de prendre la valeur , J /,
^  2%\+BVk-^

ou 2^(1 + B(k — ^ positifs arbitraires, et q, un nombre
entier) (pp. 74-76).^® Les nouveaux termes qu'il propose dans le 23® memoire
n'ont guere d'importance, parce qu'il ne croit pas a leur exactitude. II se con-
tente de montrer qu'on peut faire divers essais pour chercher la vraie probabilite.

Cependant, selon d'Alembert, croix ne peut jamais arriver un grand nombre de
fois de suite. De la vient une autre dilficulte: determiner les combinaisons possibles
en calcul des probabilit6s. Supposons qu'on jette une piece cent fois de suite. Le
nombre de toutes les combinaisons de pile et de croix monte k 2^®®. Si toutes les
combinaisons de pile et de croix sont egalement possibles suivant le calcul ordinaire,
il y a une probabilite d'amener croix cent fois de suite par 100 X 2^®® coups. Mais,
selon d'Alembert, pile arrive n^cessairement, apres avoir amene croix n fois de suite.
Sans doute d'Alembert ne peut-il trouver ce nombre n, mais il considere qu'il est
tres inferieur a 100. II pense done qu'il ne faut pas 6num6rer les combinaisons
oil croix arrive successivement {n + 1) fois, {n + 2) fois , 100 fois, c'est-a-dire
les cas oil I'une des 6ventualit6s de croix ou de pile arrive avec une frequence beaucoup
plus grande que I'autre. II croit aussi que les combinaisons oil croix et pile se
trouvent meles, sont plus probables que ce que nous apprend le calcul ordinaire.
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Des le 10® memoire il declare que la regie des combinaisons des evenements est
defectueuse dans le calcul ordinaire: "Je ne crois pas, dit-il, que dans le nombre
des combinaisons possibles, celle qui amenera plusieurs fois de suite le meme evene-
ment, est aussi possible que chacune des autres en particuliers" (p. 14).^®

La methode consistant a enumerer toutes les combinaisons mathematiquement

possibles est valable sous la condition de I'egalite de leurs probabilites. Si cette
condition manque, il sera preferable qu'on n'enumere que les combinaisons physi-
quement possibles, et qu'on recherche directement leurs rapports de probabilites.
Nous trouverons ainsi la vraie raison pour laquelle d'Alembert insiste sur les trois

combinaisons possibles pour le jeu de croix ou pile en deux coups, car c'est un bon
exemple pour refuter I'enumeration de toutes les combinaisons mathematiquement

possibles. Done il n'est pas necessaire pour d'Alembert d'insister sur la valeur
2/3. Ce qui est le plus important pour lui, ce serait le principe de n'enumerer
que les combinaisons physiquement possibles. Mais pour pouvoir pretendre qu'il
est preferable d'enumerer suivant sa methode, il est oblige de regarder ses trois
combinaisons comme a peu pres egalement possibles.

On pent trouver quelques exemples tres interessants concernant les combinai
sons physiquement possibles dans son memoire des Melanges, Sans doute, dans
ses Melanges, adoptait-il une orientation moins mathematique devenant philosophe
dans son memoire concernant le calcul des probabilites, ou moraliste dans son
memoire concernant I'inoculation. II est vrai qu'au 18® siecle tons les philosophes
etaient plus ou moins des moralistes.

D'Alembert considere d'abord 25 lettres arrangees suivant differentes manieres:
Constantinopolitanensibus
aabceiiilnnnnnooopssstttu

nbaeptolnoiauostnisninctn

Ces trois arrangements contiennent les memes lettres: dans le premier les lettres
forment un mot connu; dans le second les lettres sont disposees suivant leur ordre
alphabetique; enfin dans le troisieme les caracteres sont pele-mele, sans ordre et
au hasard. D'Alembert conclut: "L'homme sense ne regarde pas en quelque

maniere les trois arrangements comme Egalement possibles physiquement parlant,
quoique la possibilite mathematique soit 6gale et la meme pour tous les trois" (p.
459).^®

Certes, les hommes senses excluraient au depart le premier arrangement et
meme le second de I'^tude du hasard, en disant: "Ce n'est pas un objet pour con-
sid6rer le hasard; ce serait un objet pour examiner la faculte mentale de celui qui
touche ces lettres." Pourquoi? Des le depart, on a invente les lettres pour re-
pr^senter une signification donnee par leur arrangement, et on leur a donne I'ordre
alphabetique. Les regies des lettres ont 6te donnfes des leur invention; done, quand
on trouve dans I'arrangement des lettres un sens quelconque ou I'ordre alphabeti
que, on pense naturellement que quelqu'un les a rearrangees intentionnellement.
Mais il en est de meme pour la nature. C'est grace a la croyance sur I'unifonnit^
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du monde exterieur que les sciences physiques modemes se sont developpees.
D'Alembert etait un grand mecaniste. Done, il lui a fallu distinguer strictement la
probabilite d'avec la certitude physique: Qu'est-ce que la probability? C'est
une interrogation qu'on doit faire tout au moins une fois fondamentalement.
Le probleme de Petersbourg ne lui a donne qu'une chance de se la poser.

Enfin nous citerons un autre exemple de son memoire des ''Melanges'', Ber
noulli a cherche "par quelle raison les orbites des planetes sont renfermees dans une
tres-petite zone parallele a I'ecliptique et qui n'est que la dix-septieme partie de la
sphere". II a trouve qu'il y avait a parier plus de 1400000 contre un que la chose
n'arriverait pas ainsi. D'Alembert repond ironiquement: "Si les planetes etaient
toutes dans le meme plan, on trouverait qu'il y a I'infini a parier contre un que cet
arrangement ne devrait pas arriver. Cependant, tout autre arrangement particulier
et arbitraire qu'on voudra imaginer (par exemple Mercure a 20 degr^s d'inclinaison,
Venus a 15, Mars k 52, Jupiter a 40, Saturne a 83) est unique, comme celui de I'arran-
gement des planetes dans le meme plan... Pourquoi done Bernoulli cherche-t-il
une cause dans le premier cas, lorsqu'il n'en chercherait point dans le second cas?"
(p. 460)^® Cette fois-ci, d'Alembert a eu raison. Si toutes les planetes etaient dans
le meme plan, cette uniformity extraordinaire permettrait aux savants de trouver
facilement une cause physique; mais quel que soit I'arrangement des planetes, ils
en trouveraient la cause apres des ytudes longues et fastidieuses.

%L6 Les doutes sur Vesperance pascalienne
Dans le 10® mymoire, d'Alembert ytait dyja mycontent des regies ordinaires

de I'espyrance, mais il n'a suggyry I'inapplicability de ces regies qu'au seul probleme
de Pytersbourg, en conseillant de ne pas multipher la probabihty d'un yvynement
par le gain espyry lorsque la probability est fort petite. Dans ce mymoire, il s'in-
tyresse particulierement a la distinction entre probability mathymatique et pro
bability physique. Mais dans les mymoires suivants, son intyret se trouve de plus
en plus vers les difficultys posyes par I'espyrance.

Dans le 23® mymoire, il cite deux exemples qui le font douter de I'espyrance.
Premierement, il suppose que Pierre et Paul jouent a la condition que si Paul n'amene
croix qu'au 100® coup, il donnera 2®® ycus a Pierre, mais que si Paul I'amene avant
le 100® coup, il ne lui donnera rien. Malgry que son espyrance soit d'un demi ycu,
Pierre ne le donnera jamais a Paul pour jouer au pair, parce qu'il perdrait surement
son demi ycu. Deuxiemement il compare les deux cas suivants: au premier il
est certain qu'on gagne 500 livres; au second on gagnera 1000 livres avec une pro
bability de 1/2. L'espyrance est ygale pour ces deux cas, mais dans le premier on
ne risque rien. D'Alembert formule les ryflexions suivants: "II me semble que
toutes les idyes d'espyrance, d'enjeu, de somme qu'il faut donner pour jouer au
pair, ne sont pas facile a fixer d'une maniere prycise" (p. 82).^° Et il ajoute: "Ce
sera principalement la probability bien plus que la somme espyrye qui constitue
I'espyrance, car quelle que soit la somme espyrye qu'est-ce que I'espyrance si la
probabihty est fort petite?" (p. 83)^° II gardait cette idye durant toute sa vie. On
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peut le voir dans le 52® memoire: "C'est la probabilite seule qui forme Tesperance

veritable et comme la somme esperee quelque grande qu'elle soit n'augmente pas
cette probabilite, il me semble qu'on ne doit pas multiplier cette somme par la
probabilite, pour avoir ce qu'on nomme I'espdrance du joueur" (p. 47).^®

Ce qui est le plus important, c'est qu'il commence a douter des le 27® memoire
que I'esperance totale ne soit la somme des esp^rances partielles. II I'avoue franche-
ment dans le 52® memoire: "Si on ne doit gagner par exemple qu'au second coup,
il est clair qu'on n'aura point gagne au premier coup. On ne peut done avoir a
la fois I'esperance de gagner au premier et de gagner au second. Pour avoir I'espe
rance totale, faut-il done ajouter les esperances partielles qui semblent s'exclure les
unes les autres? Je ne veux pas conclure de la que le resultat de cette addition ne
soit pas exact. Je dis que la theorie s'^nonce d'une maniere obscure et pas satisfai-
sant" (p. 42).^ Nous verrons plus tard que Condorcet repond admirablement a
ce probleme. Pourquoi D'AIembert doute-t-il de I'addition des esperances partielles ?
C'est parce qu'fl croit trouver un exemple contredisant une pareille addition. Le voici:

D'AIembert considere une forme modijB6 du probleme de P^tersbourg pour ex-
pliquer que dans ce probleme ce n'est pas la duree du jeu supposee infinie qui rend
I'enjeu infini: "Au lieu de supposer que I'un des Joueurs doive donner un 6cu au
premier coup, deux au second, quatre au troisiSme, etc, toutes autres conditions
etant d'ailleurs absolument les memes, supposons qu'il doive ne donner qu'un ecu
a chaque coup; on trouvera qu'alors I'enjeu devra etre 1/2 + 1/4 etc a Tinfini, 6gal
a un ecu, quoiqu'on suppose que la dur^e du jeu puisse etre infinie.... Ce dernier
cas peut fournir contre moi une objection que personne ne m'a faite, et qui peut
n^anmoins paraitre tres-forte. On pourrait dire: dans le cas precedent le calcul
donne un &u pour la somme que I'un des Joueurs doit donner a I'autre avant
le jeu, et ce r6sultat est en effet conforme k la raison, car puisque le Joueur qui doit
donner cet enjeu, recevra infailliblement de I'autre un ecu ni plus ni moins, quelque
chose qu'il arrive, il est clair que pour rendre dgale la condition des deux Joueurs,
il doit donner un ecu a I'autre. Or c'est ce qui ne devrait pas etre suivant votre
maniere d'6valuer les probabilites: car la probabilite que I'un des deux coups
arrivera un tres grand nombre de fois de suite, etant nulle selon vous, la s6rie 1/2 +
1/4 + 1/8 etc aboutira, apres un certain nombre fini de termes a zero absolu, et
par consequent la somme de cette serie sera moindre que 1. Je repond que cette
objection, sans me faire changer de sentiment sur I'impossibilite que je crois incon
testable par I'experience, me rend seulement tres suspecte un autre regie du calcul
des probabilites qui consiste a ajouter les esperances partielles pour avoir I'esperance
totale" (pp. 300-301).^^

Premierement il faut dire que d'Alembert n'applique pas fidelement sa propre
theorie a son argument. Pour obtenir I'esperance totale, il doit additionner les
probabilites des termes suivants:

C P-C P-P-C P-P-P-..P-C P-P-P-...P-C (1)

(« — 1) n
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tandis qu'il semble additionner celles des termes suivants:

P P-P P-P-P p-p_p_..p_p 0 (2)

n

(Supposons que croix arrive necessairement, apres que pile soit arrive n fois de suite.)
Evidemment la somme des probabilites (2) est moindre que 1, mais la serie (1) a
un terme de plus que la serie (2), et la probabilite du terme de la serie (1) est plus
grande que celle du terme correspondant de la serie (2). D'Alembert doit done
s'efforcer de determiner les probabilites des termes (1) dont la somme devrait etre
1, avant de douter de 1'addition des esp^rances partielles. Deuxiemement, il
faut remarquer que dans ce probleme I'esperance est egale a la probability elle-
meme. On doit done demander a d'Alembert: Est-ce que la somme de toutes
les probabilites, c'est-a-dire la valeur de certitude peut etre inferieure a 1? En
verity d'Alembert rypond affirmativement selon cet argument. Enfin, il est impor
tant de dyterminer le moment oil il a trouvy ce probleme. Peut-etre d'Alembert
a-t-il yty embarrassy quelque temps par la difficulty de cette forme modifiy du
probleme de pytersbourg et aurait-il voulu avoir un certain temps pour y ryflychir.
Mais dans le 27® mymoire il ytait dyja fier d'exposer ce probleme qui pourrait fournir
contre lui une importante objection que personne ne lui a faite jusque-la. Done il
est possible qu'il ait dyja eu I'idye de ce probleme, lorsqu'il a ycrit le 23® mym
oire, dans lequel il a exprimy son premier doute sur la certitude, mymoire qui n'a
prycydy le 27® mymoire que d'au plus un ans.

II nous semble que I'espyrance est I'objet le plus important de ses critiques
dans ses 27® et 52® mymoires. Sans doute il avait dyja ycrit en dytail sur la distinc
tion entre probability physique et probability mathymatique, y ajoutant des
ryflexions philosophiques, et a ce moment-la il ne lui restait que peu de choses a
dire sur ce sujet.

§7.7 Les doutes sur la certitude et le ''Probleme sur les cartes'',

D'Alembert commence a douter dans son 23® mymoire que la valeur de la cer
titude ne doive etre toujours ygale a I'unity. Ses doutes proviennent de deux
causes:

La premiere cause—II s'agit du jeu d'amener croix en deux coups. D'Alembert
croit qu'il n'y a que trois combinaisons C, P-C, P-P qui sont a peu pres ygalement
possibles. Comme la probability de la premiere combinaison C doit etre ygale a
1/2 selon d'Alembert, la somme de ces trois combinaisons monte a peu pres k 3/2.
La premiere cause nous montre que la valeur de la certitude dypasse I'unity.

La seconde cause—II s'agit aussi du jeu d'amener croix en deux coups. Pour
jouer le second coup, on doit supposer que pile est nycessairement arrivy au premier,
et ce premier pile doit etre regardy comme certitude. Mais quelle certitude? Dans
le 10® mymoire il ycrit: "Le cas pile et croix n'est exactement aussi possible que le
cas croix seul; mais le rapport des probabilitys me parait inapprydable" (p. 21).^®
Avec quelle prudence il ycrit ces lignes! Dans ses autres mymoires, meme ces
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pnidentes expressions sent disparues! Pour defendre son principe contre ses ad-
versaires, il ne veut pas dire franchement ce qu'il pense. Mais sa pens^e est evidente.
II pense que dans ce cas la certitude est tres proche de 1, mais inferieure a 1. Par
consequent la seconde cause nous montre que la certitude est inferieure a I'unite.

En outre, il aurait du accepter la certitude ordinaire dont la valeur est rigoureu-
sement egale a I'unite.

Des le premier ecrit sur le calcul des probabilites, il a du etre embarrasse par
ces trois especes de certitudes qu'il n'a ose d'ecrire. Mais toutes les fois qu'il a
rencontre quelque difficulte, il a recouru a I'idee de certitude. Ainsi toutes les dif-
ficultes semblaient se concentrer sur cette idee. Enfin suivant sa fausse argumen

tation, il a d^couvert la troisieme preuve oii la valeur de la certitude n'est pas
necessairement egale h I'unite, dans la forme modifiee du probleme de Petersbourg.
Celle-ci appartient a la seconde cause. Alors il n'a pu eviter de parler de ses doutes
sur la certitude. En effet il a ecrit dans le 23® memoire: "Dans I'analyse des

hasards, on regarde la certitude comme 1 et la probabilite, comme une fraction de
la certitude. Cette supposition est-elle bien exacte a tous les egards? Car mille
probabilites ne feront jamais une certitude. D'ailleurs, s'il y a certitude qu'on
gagnera 500 liveres, et probabilite 1/2 qu'on gagnera 1000 livres, dira-t-on que les
deux cas sont les memes?" (p. 83).^°

Certes dans le calcul ordinaire on donne la valeur 1 a la certitude, et on deter

mine les probabilites comme ses fractions. Comme le calcul ordinaire enumere
mathematiquement toutes les combinaisons et les regarde comme egalement pos
sibles, la certitude peut etre toujours constante, et egale a I'unite. Comme d'Alem-
bert nie ce principe, il est naturel pour lui que la certitude mathematique qui n'est
que la somme des probabilites puisse etre variable. Peut-etre est-il jaloux du calcul
ordinaire dans lequel on reussit heureusement a etablir la certitude comme constante.
II voudrait la refuter en 6tablissant la distinction philosophique entre probabilites

et certitude. En effet il ecrit: mille probabilites ne feront jamais une certitude.
Et, pour approuver sa pensee, il veut qu'on apprecie le sentiment moral de I'homme:
la probabilite nous demande un risque, tandis qu'on ne risque rien dans la certi
tude.

Au debut du 27® memoire il 6cnt: "Comment on peut donner a I'incertitude
une valeur precise et determinee par le calcul qui est la fraction de la certitude,
quoique rigoureusement et metaphysiquement la certitude soit, par rapport k la
simple probabilite, ce qu'est I'infini par rapport a I'unite" (p. 284).^^ Nous voyons
ici son esperance de determiner I'incertitude au point de vue de la certitude
philosophiquement definie. Mais c'est impossible, parce que I'incertitude n'est
pas autre chose que la probabilite, et que la certitude ne peut etre, mathematique
ment parlant, que la somme des probabilites. Aussi &rit-il a la fin de ce memoire:
"Soit p + q le nombre total des cas, p la probabilite d'un certain nombre de cas,
q la probability des autres; la probabilite de chacun sera a la certitude totale comme
p et q sont k p + q, Voila ce que je nie encore; j'accorde que les probabilites de
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chaque cas sont comme p Qt q\ je conviens qu'il arrivera certaindment et infaillible-
ment, un des cas dont le nombre tsip q\ mais je nie que du rapport des probabilit^s
entre elles, on puisse en conclure leur rapport k la certitude absolue, parce que
la certitude absolu est infini par rapport a la plus grande probabilite" (p. 309).^^
On pent voir son desir de nier la certitude math^matique qui n'est que la somme des
probabilites et d'etablir la philosophie de la certitude par le mot "certitude absolue".

L'article "Probleme sur les cartes"^^ est tres important au point de vue de la
certitude. Todhunter I'a trouve dans YEncyclopedie Methodique, mais il n'a pas
su qu'il avait ete d6ja imprime dans le Supplement de YEncyclopedie en 1776. Tod
hunter s'ecrie alors avec stupeur: "H parait curieux que de telles erreurs aient
pu etre admises dans YEncyclopedie Methodique*' (p. 292).®® Certes, on pent trouver
des erreurs assez extraordinaires dans cet article, mais il faut dire en meme temps
que Todhunter interprete mal les erreurs de d'Alembert. Ayant lu tous les ecrits
de d'Alembert concernant le calcul des probabilites, il signale toutes les erreurs
qu'a commises d'Alembert. Cependant, comme Todhunter ne s'efForce point de
reconstituer ces erreurs pour eclaircir les vraies idees de d'Alembert, il comprend
mal l'article "Probleme sur les cartes" et il ne touche point aux idees de d'Alembert
sur la certitude.

Citons d'abord l'article: "Pierre tient huit cartes dans ses mains, qui sont,
un as, un deux, un trois, un quatre, un cinq, un six, un sept, un huit, qu'il a meles:
Paul parie que les tirant I'une apres I'autre, il les devinera a mesure qu'il les tirera.
L'on demande combien Pierre doit parier contre un que Paul ne reussira pas dans
son entreprise?" II donne la solution de cette premiere question: "L'esperance
de Paul au premier coup est 1/8, au second coup 1/7; d'oii il s'ensuit que son esperance
pour les deux premiers coups est 1/8 x 1/7 ... Par la meme raison l'esperance de
Paul pour trois coups sera 1/8x1/7x1/6; pour sept elle sera 1/8 x 1/7 X
1/2; done I'enjeu de Pierre sera a celui de Paul comme 8!—1 est a 1."

Puis d'Alembert passe a la seconde question: "Si Paul pariait d'amener ou de
deviner juste a un des sept coups seulement, son esperance serait 1/8 + 1/7 +
+ 1/2, et par consequent I'enjeu de Pierre a celui de Paul, comme 1/8 + 1/7

... + 1/2 a 1 — 1/8 — 1/7 — 1/2." La troisieme question est la suivante:
"Si Paul pariait d'amener juste dans les deux premiers coups seulement, son espe
rance serait 1/8 + 1/7, et le rapport des enjeux, celui de 1/8 + 1/7 a 1 — 1/8 — 1/7."
Pourquoi dAlembert a-t-il propos6 la troisieme question apres la seconde? La
troisieme question n'est-elle pas superflue, apres avoir resolu la seconde?

II faut reconnaitre que cet article est ecrit intentionnellement et d'une fagon
tres artificielle. La solution de la premiere question est correcte. La probabilite
pour que Pierre devine juste toutes les 7 cartes ne sera que 1/8 X 1/7... X 1/2.
II decompose ce produit en 7 termes, 1/8, 1/7,... 1/3 et 1/2, dont le sens est expose
dans la solution. Ainsi il prepare avec precaution la possibilite de les additionner
dans la 2® question. La solution de cette 2® question est fausse; il faut remarquer
que dans cette solution la somme des probabilites d^passe I'unite et I'enjeu devient
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n^gatif pour Pierre, a cause de

1 - 1/8 - 1/7 - - 1/2 < 0;

ce qui est incroyable, si ron se refere au calcul ordinaire des probabilites. La solution
de la 3® question est aussi erronee, mais on n'y trouve plus cette absurdite. On
pourrait dire que d'Alembert, en arrangeant ces deux solutions Tune apres I'autre,
veut souligner le r^sultat etonnant de la 2® question: la somme des probabilites
depasse I'unite, ce qui appartient a la premiere cause.

Todhunter donne de la seconde question deux interpretations dont la premiere
lui semble correcte. Premierement il suppose que Paul devine juste une fois et
se trompe six fois; alors la solution sera 1/8 (1/7 + 1/6 + 1/2). Deuxieme-
ment il suppose que Paul devine tout au moins une fois, et il rdsout: la pro-
babilite qu'on ne reussit jamais k deviner sera IjS X Sp x X 1/2 = 1/8;
done, la solution sera 1 — 1/8 = 7/8 (pp. 290-291).^® II est clair que la 2® inter
pretation est juste. Pourquoi Todhunter a-t-il faussement juge que la premiere
etait correcte? Peut-etre, parce qu'il ne comprend pas de quelle maniere d'Alembert
trouve sa solution composee d'une somme de sept fractions. Done nous r^soudrons
la seconde question suivant la pens6e de d'Alembert.

Paul et Pierre jouent avec huit cartes. En les tirant I'une apres I'autre, Paul
veut le deviner. Si Paul ne reussit pas sept fois de suite a deviner, Pierre gagnera;
au contraire, a peine Paul devine-t-il juste une carte, que Paul gagne et que le jeu
est fini a ce moment-la. Alors, ce jeu de cartes lui apparait analogue au jeu de
croix ou pile. Paul a sept occasions de gagner: deviner juste au premier coup, au
second coup,..., au 7® coup. La probabilite de deviner juste au premier coup est
1/8; celle de deviner juste au second coup est 7/8 x 1/7, parce que pour deviner au
second coup, il faut que Paul se trompe au premier coup dont la probabilite est 7/8
suivant le calcul ordinaire. Cependant selon d'Alembert cette probabilite 7/8
doit devenir certaine pour tirer la seconde carte. Done la probabilite de deviner
juste au second coup est 1/7. Par le meme argument, la probabilite de ne deviner
juste qu'au 3® coup est 1/6 et ainsi de suite.

Voila la r^apparition de la certitude qui appartient a la seconde cause. Lorsque
Paul ne devine juste qu'au second coup, la probabilite 7/8 qu'il se trompe au premier
doit devenir certaine. Au 3® coup, la probabilite 7/8 X 6/7 = 3/4 et au 7® coup la
probability 7/8 X 6/7... X 2/3 = 1/4 doivent devenir certaines. Est-ce que la
valeur de la certitude est la meme pour ces trois cas? Sans doute, d'Alembert
croit que ces trois valeurs sont approximativement les memes, et qu'elles sont tres
proches de I'unity; mais rigoureusement parlant, il est probable que la valeur de
la certitude du 3® cas est moindre que celle des deux premiers cas. On pourrait
supposer que pour persuader aux lecteurs que tout au moins la valeur des deux
premiers cas doit etre ygale k I'unite, d'Alembert ajoute la troisieme question dans
Particle. On pourrait dire qu'il accorde un double role a la 3® question: tout au
moins la solution de la troisieme est correcte; et, s'il en est ainsi, celle de la seconde

aussi sera approximativement correcte. Voila la raison pour laquelle nous pre-
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tendons que cet article a et6 ecrit intentionnellement et d'une fa^on tres artificielle.
Enfin comparons encore une fois le resultat obtenu par le calcnl ordinaire avec
celui qui decoule du calcul de d'Alembert:

les probabilites les probabilites suivant
suivant le calcul ordinaire le calcul de d'Alembert

1/8 = 1/8

1/8 =

1/8 =

7/8

7/8

la somme des

probabilites

1/8 =

7/8

 X 1/7

 X 6/7 X 1/6

1/8

1/7

1/6

7/8 X X 2/3 X

i  la certitude ;

1/2 1/2

1/8 + 1/7+ ....+ 1/2

Ne peut-on pas imaginer que d'Alembert ignorait le calcul ordinaire et qu'il
se trompait dans ses considerations imprudentes? Nous repondrons: non. Car,
s'il ignorait la theorie ordinaire et s'il pensait pen et tombait en erreur par im
prudence, il croirait que ce qu'il a ecrit n'etait pas un simple doute, mais un calcul
absolument juste qui pourrait renverser radicalement le calcul ordinaire des pro
babilites. Alors, pourquoi n'a-t-il pas ecrit un autre memoire exclusivement relatif
a ce probleme pour refuter definitivement le calcul des probabilites? Quatre ans
apres la publication de cet article, il a repete ses doutes sur le calcul des probabilites
dans son 52® memoire, mais il n'y a rien ecrit concernant ce sujet. L'article "Pro
bleme sur les cartes" lui a donne une autre preuve de douter que la certitude ne

soit necessairement egale a I'unite; mais il a compris que les resultats obtenus par
ses considerations ne seraient qu'approximativement corrects.

§7.5 L'ignorance des causes et la probabilite
Comme nous I'avons mentionne a la section §1.2, d'Alembert pretend aussi

que toute la science des probabilites roule sur la theorie des combinaisons. En
efFet il applique correctement le calcul ordinaire aux problemes autres que celui
d'amener successivement les memes evenements. II traite correctement le probleme
de Jeter m pieces toutes ensemble en une seule fois: il est possible qu'on amene 100

croix par un seul coup de 100 pieces dont la probabilite est 1/2^°°. Le calcul ordinaire
regarde ce probleme comme Equivalent au probleme de Jeter m fois une piece. Mais
selon d'Alembert on ne pent Jamais amener croix cent fois de suite. Done il refute
I'equivalence de ces deux problemes dans son IT memoire:

"Je suis bien eloigne de croire avec le commun des Analystes que ce soit le
meme de Jeter une piece en air m fois de suite ou de Jeter m pieces toutes ensemble
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une fois II est peut-etre plus possible, physiquement parlant, d'amener a la
fois le meme evenement rep6t6, que de Tamener successivement.... Dans le pre
mier cas, c'est une seule et meme cause qui agit a la fois pour produire m effets;
dans le second, c'est une cause repetee qui agit successivement pour produire m
effets successifs. Or il est peut-etre plus possible, tout le reste etant d'ailleurs egal
que les effets soient semblables dans le premier cas que dans le second cas.... Je
sais bien qu'en Math^matique, on fait abstraction et avec raison, de toutes ces
differences physiquement possibles, et c'est pour cela que les deux cas sont con-
sideres comme etant les memes mathematiquement; mais dans le calcul des combi-
naisons applique aux evenements physiques, il s'agit de bien distinguer ce qui est
physiquement possible d'avec ce qui ne Test pas; et c'est une attention qu'on n'a
pas assez faite jusqu'a present dans I'analyse de jeu" (pp. 287-289).^^

Le raisonnement de d'Alembert semble tres sophistique. Cependant il doit
maintenant penser plus profondement qu'auparavant aux causes d'un evene
ment. Dans le 52® memoire il veut deduire la dependance des coups d'une piece
de la nouvelle fagon suivante: (1) Le nombre des manieres d'amener croix est,
au debut, egal a celui d'amener pile. Supposons que ce nombre soit n, (2) Si
croix arrive deux fois de suite, on devra exclure ces deux manieres pour le coup
suivant; done la probabilite d'amener croix au 3® coup sera {n — 2)/(2« — 2).

Nous pourrions interpreter sa pensee comme suit: La cause qui amene croix
ou pile est complexe et composee d'un certain nombre de petites causes qu'on ne
pent regler. (Supposons que I'impossibilite de faire appel a la meme cause pour
les coups successifs demontre I'impossibilite de la regulation de petites causes.)
Nous ne savons pas si I'idee des causes qu'on ne pent regler est equivalente a I'idee
de I'ignorance des causes, mais d'Alembert finit par ecrire dans le meme memoire:
"Comme tout est lie dans I'ordre des choses, nous pourrions, si nous connaissions
la loi de I'enchainement des causes et des effets, deviner et predire ce qui arrivera
a chaque coup, si ce sera croix ou pile; dans I'ignorance oil nous sommes du secret
de la nature, nous ne pouvons dire precisement si ce sera pile ou croix" (p. 48).^®

De la partira la pensee de Laplace; mais Laplace se delivrera des le debut du
cauchemar de la certitude absolue de d'Alembert. Alors, qui repondra fidelement
aux doutes de d'Alembert? Ce sera son disciple, le Marquis de Condorcet, qui
etait comme lui un philosophe et un mathematicien.

D'Alembert cite Buffon et Beguelin comme ses defenseurs qui lui ont repondu
aimablement, et Necker et D. Bernoulli comme ses adversaires. II semble que ses

adversaires aient generalement garde le silence envers ses objections, car les doutes
de d'Alembert sont entoures des considerations philosophiques qu'il n'exposait
pas clairement, parce qu'il voulait rester mathematicien dans la plupart de ses
memoires. Todhunter le remarque, en citant ce que Gouraud a ecrit: "Quant
au reste des mathematiciens, ce ne fut par le silence ou le dedain qu'il r^pondit aux
doutes que d'Alembert s'etait permis d'emettre. Mepris injuste et malhabile oil
tout le monde avait a perdre et qu'une posterite moins prevenue ne devait point
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sanctionner" (p. 293).^® Malgre Gouraud et Todhunter, nous montrerons dans
la 2® partie comment Condorcet a r^pondu prudemment et fidelement aux doutes
de d'Alembert.

2® Partie—La reponse de Condorcet aux doutes de d'Alembert
concernant le calcul des probabiIit6s

§2.7 Introduction

II est connu que Condorcet s'interessait au calcul des probabilites longtemps
avant la mort de d'Alembert. En 1772 il a deja ecrit une lettre a Turgot: "Je
m'amuse a calculer les probabilites. Je ferai un petit livre sur cet objet, d'oii il
resultera, k ce que j'espere, que nous savons peu de choses sur cette matiere. Je
suis au fond de Tavis de M. D'Alembert et nous ne differons que sur quelques de
tails" (p. 6).®^ Cependant il n'a public aucun memoire sur ce sujet jusqu'a la mort
de d'Alembert. Peut-etre, est-ce par le respect envers son maitre que Condorcet
s'est retenu de publier ses opinions.

En 1784,1'annee suivant celle de la mort de d'Alembert, il a ecrit dans VEncy-
clopedie Methodique quelques supplements d'articles concernant le calcul des pro
babilites, dont le plus important pour connaitre ses pensees est celui de "Probabi-
lite".^® Puis ses principales oeuvres sur le calcul des probabilites se sont succedees
durant plusieurs annees. De 1784 a 1787, il a pr^sente six m6moires a I'Academie
Royale des Sciences de Paris, qui ne contiennent cependant aucune nouveaute
notable de calcul.^^"^^ En meme temps il a public en 1785 un autre ouvrage ''Essai
sur Vanalyse d la probabilite des decisions,.. Enfin son dernier ouvrage
'Elemens du calcul des probabilites,,,." qui devait paraitre vers 1787 en appendice
aux Lettres d'Euler a une Princesse d'Allemagne a et6 public en 1805 comme un

ouvrage posthume.^®

Montucla suggere que "Condorcet a appuye quelques objections de d'Alembert
dans plusieurs articles de YEncyclopedie Methodique ou par ordre de matiere'' (p.
406),®^ mais Todhunter conclut par I'observation superficielle: "11 me semble qu'il
n'y ait aucun fondement d'exposer que Condorcet appuie I'objection de d'Alembert"
(p. 293).®® Au contraire Granger, citant la lettre susdite, 6crit attentivement:
"D'Alembert et Condorcet s'entendent surtout sur une position negative; Condorcet
comme d'Alembert appelle de ses voeux une revision des notions fondamentales
du Calcul. II s'agira quant au Marquis, de rendre la theorie des Hasards plus

propre a decrire les donn&s aleatoires de la conduite" (p. 6).®^ Et, Granger souligne
que "la similitude de points de vue entre Condorcet et d'Alembert concerne essen-

tiellement la revision du concept pascalien d'Esperance mathematique" (p. 6).®^
Non seulement il suit I'opinion de d'Alembert sur I'esperance mathematique, mais
encore, en inventant le concept de "motif de croire" pour decrire les donn6es alea
toires de la conduite, il veut r^pondre prudemment a la proposition de d'Alembert
que le meme evenement ne pent arriver physiquement parlant un grand nombre
de fois de suite, tant qu'on supposera les choses abandonnees au hasard.
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§2.2 Sur Vesperance mathematique

A la fin de son IT memoire des ''Opusc. Math'' d'Alembert resume ses doutes
sur I'esperance: "La probability 1/m est a la probability Ijn comme np ycus est

a mp ycus. J'en conviens; done \lm X mp ycus — Ijn x np ycus; J'en conviens
encore; done I'espyrance, ou ce qui est la meme chose, le sort d'un Joueur qui aura
la probability Ijm de gagner mp ycus, sera ygale a I'espyrance, au sort d'un Joueur
qui aura la probability Ijn de gagner np ycus. Voila ce que je nie; je dis que I'espy
rance est plus grande pour celui qui a la plus grande probability, quoique la somme
espyrye soit moindre, et qu'on ne doit pas balancer de pryfyrer le sort d'un Joueur
qui a la probability 1/2 de gagner 1000 ycus, au sort d'un Joueur qui a la probability
1/2000 de gagner 1000000 ycus" (p. 308).^^ Et, d'Alembert finit par douter que
I'espyrance totale ne soit la somme des espyrances partielles.

En considyrant les doutes de d'Alembert, Condorcet se met a expliquer I'espy

rance mathymatique tout autrement que lui. Dans I'article "Probability"^® Con
dorcet dyfinit abstraitement la valeur moyenne des yvynements: "Supposons que
nous ayons plusieurs yvynements dont les probabilitys soient /?, p\

.  et que e, e', .. reprysentent les valeurs ou les effets de ces yvynements,
effets ou valeurs qu'on suppose du meme genre; la valeur moyenne de I'yvynement
A sera exprimye parpej^p + p' +/?''+.. Oj celle de I'yvynement A^ par p^e^Hp +
p' + ...) et celle de I'yvynement A^' parp'V7(p + /?' + ...) la valeur

moyenne des yvynements ou de I'yvynement quelconque qui arrivera nycessairement
sera {pe + pV + p^V^ + .. .)/(p + p^ + p'^ + ...)» les valeurs de e, e\ e!'...
pouvant etre de diffyrents signes." Si Ton donne le gain ou la perte pour la valeur
de chaque yvynement, on aura la dyfinition de I'espyrance totale ou partielle.

Tous les concepts mathymatiques ont au dypart un sens clair et simple. Dans
I'histoire du calcul des probabilitys I'espyrance mathymatique a yty inventye pour
mesurer le sort du joueur. On a cru que I'ygality des espyrances est la condition
nycessaire et en meme temps suffisante pour jouer au pair. D'Alembert a insisty
sur ce sens originel de I'espyrance. Cependant on trouve souvent qu'un concept
mathymatique, qui ytait simple et clair dans sa forme primitive, perd sa simplicity
et sa clarty dans le dyveloppement de son calcul, et se transforme en un concept

plus abstrait et plus compliquy; et les mathymaticiens savent bien qu'ils ne doivent
nier les mathymatiques du fait que leurs concepts yiymentaires perdent leur sens
primitif par la gynyralisation qu'impose le dyveloppement du calcul mathymatique.
Condorcet savait bien la nature de la gynyralisation mathymatique. Done il n'a
plus insisty sur le sens pascalien d'espyrance mathymatique. II pense que I'espyrance
ne reprysente que la valeur moyenne des gains espyrys des joueurs. Ainsi tous les
doutes que propose d'Alembert, meme celui sur I'addition des espyrances partielles
disparaissent, et maintenant il ne lui reste qu'^ examiner I'applicability de I'espyrance
aux jeux de hasard: "Aussi, dit-il, ce n'est point contre cette regie en elle-meme, mais
contre I'usage qu'on pent en faire qu'il s'est yievy des objections."^®

Quand deux hommes A eX B jouent ensemble, avec les conditions telles que
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A a une probability p de gagner une somme j et ̂  une probability de gagner la
meme somme, la valeur moyenne de gain de A sera ygale a ps, et celle de B, ygale
a p's. Si la somme s doit etre foumie par A et B, et qu'on demande dans quelle
proportion ils doivent la fournir pour jouer a jeu ygal, Condorcet rypondra suivant
le calcul ordinaire que chacun doit donner une somme ygale a son espyrance, c'est-
a-dire la valeur moyenne de son gain. Mais Condorcet veut nier ryquivalence
de "I'ytat des deux joueurs" ou du "sort des joueurs", ce qui est en accord avec
la position de d'Alembert:

"Ce n'est pas, dit-il, que I'ytat des deux joueurs soit semblable; car le joueur
A, apres le jeu, aura une somme p^s de gain ou une somme ps de perte, et le joueur

B une somme ps de gain, p^s de perte, en sorte que leur ytat est essentiellement
diffyrent, excepty lorsque Ton a p = Rigoureusement parlant, Condorcet
distingue le sort des joueurs de leur ytat, et il conclut que le sort de ̂  et de jS n'est
pas ygal, meme si Ton suppose p = p\ mais il n'est pas nycessaire pour nous de les
distinguer I'un de I'autre. Reconnaissons seulement que, tant que la probability
de gagner n'est pas ygale pour les deux joueurs, leur sort ou leur ytat n'est plus
semblable pour Condorcet, quoique leur espyrance soit la meme. Cette conclusion
est plus syvere que I'objection de d'Alembert.

Alors, pourquoi A et B consentent-ils a jouer sous les conditions telles que A

fournit ps ycus a la mise et B, p^s ycus? Condorcet veut chercher entre I'ytat de

chaque joueur la plus grande ygality que la nature des choses puisse permettre:
"Or, dit-il, ici cette ygality ne peut s'ytablir qu'en supposant le jeu rypyty un grand
nombre de fois."^® Si ̂  et J? rypetent un grand nombre de fois le jeu, A gagnera

en moyenne ps ycus et B, p^s ycus. Done m A m B ne tireront aucun profit de
ces jeux.

C'est de ce point de vue qu'il prytend I'inapplicability de I'espyrance au pro-
bleme de Pytersbourg. II est absurde qu'avant de jouer le jeu de Pytersbourg, I'un
des joueurs B doit donner une somme infinie a I'autre joueur A comme espyrance.

"Mais, dit-il, on peut observer que le cas qui devient le plus probable, en supposant
que Ton continue le jeu, ne peut avoir lieu ici, a moins qu'on ne suppose le jeu rypyty
un nombre infini de fois." De plus, un jeu peut contenir un nombre infini de coups.
D'oii Condorcet conclut: "Ce n'est done pas la regie qui est en dyfaut, mais I'ap-
plication de la regie a un cas que Ton prysente comme ryel, et qui cependant ne
peut I'etre, puisqu'il suppose la ryality d'une somme infinie, d'un nombre infini
de coups dans chaque partie, et d'un nombre infini de parties."^®

Comme nous I'avons vu dans la premiere partie de ce mymoire, d'Alembert
remarque que le probleme n'est pas rysolu raisonnablement, bien qu'on limite le
nombre de coups dans une partie, car la somme que B devrait donner a A est encore

telle, dans le cas d'un grand nombre de coups, qu'aucun homme raisonnable ne
voudrait risquer de la donner. Condorcet a approuvy aussi cette objection de
d'Alembert, et il nous a laissy un calcul dytailiy:

II suppose que chaque partie soit limitye a 14 coups, et que A paie 1 si pile
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arrive le premier coup, 2 s'il arrive le second, 2^^ s'il arrive le 14% et 2^^ s'il n'arrive
pas du tout. La mise, c'est-a-dire la somme que B doit donner sera 8. On aura
7/8 pour la probability que A gagnera, 1/16 pour la probability qu'il n'y aura ni
perte ni gain, et 1/16 pour celle que B gagnera. II est possible que B gagne 16376,
mais la probability de ce gain ne sera que 1/16384. Au contraire A aura une pro
bability 15/16 de ne pas perdre, mais il ne pourra gagner que 7 dans le cas le plus
favorable, tandis qu'il pourra perdre jusqu'a 16376. Et void la conclusion de
Condorcet: "On voit done qu'il y a une tres-grande inygality entre les positions
de ̂  et de ̂  en ne considyrant qu'un seul coup, et que non seulement il y a des
circonstances oil ni I'un ni I'autre ne doivent vouloir consentir a changer I'ytat

oil ils sont avant le jeu contre celui qui rysulte de cette convention... ."^® Ce
calcul dytailiy est rypyty dans un mymoire prysenty a I'Acadymie Royale des Scien
ces.^®

II est certain selon Condorcet que I'espyrance mathymatique est la meilleure

mythode approximative pour savoir le sort des joueurs, mais en meme temps il lui
semble qu'elle reste fort insuffisante surtout pour les jeux singuliers tels que le
probleme de Pytersbourg. Condorcet reconnait la nycessity de suppiyer le simple
calcul de I'espyrance par un autre calcul dytailiy, dont il ytait fier et dont il estimait
tant I'importance qu'il se dydda a I'exposer a I'Acadymie.

Son opinion sur I'espyrance ne change point dans ses ''Elemens du calcul des
probabilites'" Depuis longtemps il ryflychissait sur le fondement du calcul des
probabilitys, sans rien publier a ce sujet. Done, une fois qu'il s'ytait dycidy a
rycrire, il n'avait plus besoin de ryviser son opinion. Cependant, a vrai dire, il en
donna une exposition un pen diflerente dans son livre ''Elemens ...", parce que cet
ouvrage avait pour but d'enseigner aux dybutants le calcul des probabilitys. D'abord
Condorcet y donne une description historique du concept d'espyrance qu'il dyfinit
au sens pascalien. Puis il signale que I'espyrance pascalienne s'est heurty a une
grande difficulty dans le probleme de Pytersbourg. Ainsi, en ryfiychissant sur
I'espyrance, il trouve que I'espyrance ne signifie que la valeur moyenne du gain
du joueur. Et enfin il remarque qu'on doit distinguer deux especes de valeurs
moyennes.

Suivant Condorcet "les premieres sont destinyes a reprysenter une valeur
dyterminye qui est inconnue et dont il s'agit d'avoir une valeur aussi approchye
qu'il est possible, pour I'emplacer a la place de la valeur vraie" (p. 107).®® Voici
un exemple: on donne la valeur moyenne des heures observyes par plusieurs mon-
tres pour dyterminer I'heure vraie. Cependant il y a une autre espece de valeur
moyenne: "Si Ton prend, dit-il, la valeur moyenne de la durye de la vie d'un
homme d'un age donny, on n'a qu'une tres petite probability que cette valeur exprime
la durye ryelle d'un individu donny" (pp. 108-109).®® Cette fois-ci, "il y a plusieurs
valeurs dyterminyes possibles et diffyrentes entre elles, et la valeur moyenne cherchye

n'est pas regardye comme une valeur approchye, mais seulement comme une valeur
yquivalente dans certaines circonstances, quand meme on serait sur qu'elle ne
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peut etre egale a la vraie valeur, ni meme en approcher; dans ce cas la vraie valeur
est une de celles entre lesquelles on prend la valeur moyenne" (p. 108).®® Con-
dorcet conclut que Tesp^rance appartient a la seconde espece et que de la provient
la diiBSculte de I'esp^rance, quand on veut Tappliquer uniform^ment k tous les
jeux de hasard.

La comparaison des deux especes de valeurs moyennes etait admirable pour
montrer aux lecteurs la nature de I'esperance math^matique. Condorcet a examine les
doutes de d'Alembert concernant I'esperance mathematique, et il les a presque tous
approuves, mais sa r6ponse 6tait excellente. II comprenait bien ce qu'on doit
faire, quand on rencontre de grandes difficult^s qui ont introduces par le d6velop-
pement du calcul mathematique. Premierement il a donne a I'esperance une defini
tion generalisee. Deuxiemement pour suppieer I'insuffisance de I'esperance, il a
donne un calcul detailie du probleme modifie de Petersbourg.

§2.5 Sur le nouveau concept "motif de croire"
Supposons que dans un coup il arrive necessairement un evenement A dont

la probabilite est p, ou un autre evenement N contradictoire a ̂  et dont la proba-
bilite est q, et calculons la probabilite qu on amene dans (t + ̂0 coups I'evenement
A, t fois et 1 evenement N, f fois. En supposant I'independance des coups suc-
cessifs, on obtiendra suivant le calcul ordinaire des probabilites:

i£±iOLp« qf
tlt'l p ̂

lequel est un terme du binome (/? +

En resechissant sur le probleme de Petersbourg, d'Alembert doute de ce prin-
cipe generalement approuve. Selon lui, il est possible, mathematiquement parlant,
de regarder les coups successifs comme independants, mais physiquement parlant,
le meme evenement n'arrive jamais un grand nombre de fois de suite. II en deduit
que physiquement parlant il est faux d'enumerer toutes les combinaisons et de les
regarder toutes comme egalement probables. D'Alembert resume ses doutes sur

I'independance des coups successifs a la fin de son IT memoire: "Le nombre des
combinaisons, dit-il, qui amene tel cas est au nombre des combinaisons qui amene
tel autre cas comme p est k q. Je conviens de cette verite qui est purement mathe
matique; done, conclut-on, la probabilite du premier cas est a celle du second
comme p est a q, Voila ce que je nie ou du moins de quoi je doute fort; et je crois
que si, par exemple, p = q^ti que dans le second cas le meme evenement se trouve
un tres trand nombre de fois de suite, il sera moins probable physiquement que le

premier, quoique les probabilites mathematiques soient egales" (p. 308).®^

Qu'en pense Condorcet? Est-il de I'avis de d'Alembert sur cette objection?
A premiere vue Condorcet refute I'objection de d'Alembert, parce que pour con-
siderer le probleme de Petersbourg, il suit constamment le calcul ordinaire, et il
reussit a demontrer I'inapplicabilite de I'esperance mathematique k ce probleme.
Meme dans son calcul sur le probleme modifie de Petersbourg ou il limite le nombre
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de coups, il approuve le calcul ordinaire. De plus, il faut dire que la plus grande
difficulte de Tesp^rance se trouvait dans le probleme de Petersbourg. Done, main-
tenant Condorcet n'a plus besoin de restreindre I'application du calcul ordinaire.
Cependant, peut-on conclure a la legere que Condorcet approuve physiquement
I'independance des coups successifs?

II faut remarquer que d'Alembert lui-meme a approuv6 mathematiquement
I'independance des coups successifs. Nous pourrions dire que malheureusement
d'Alembert a du appliquer son esperance exclusivement aux jeux physiquement
possibles, parce qu'il a defini physiquement I'esperance, adoptant la definition
pascalieime. Condorcet au contraire a donne une nouvelle definition generalisee
de I'esperance: il I'a definie mathematiquement. Alors, nous pourrions dire que
heureusement Condorcet a du appliquer son esperance k tons les jeux mathematique
ment possibles, suppose qu'ils soient physiquement impossibles. Aussi, pour
etre I'adversaire de d'Alembert, Condorcet a-t-il du le declarer explicitement, mais
il ne I'a pas fait. II n'a jamais cite le nom de son maitre dans ses oeuvres concernant
le calcul des probabiJites. Tout au moins il faudrait dire que Condorcet se retenait
avec prudence de juger d'Alembert, bien qu'il ait pense que I'opinion de ce dernier
etait fausse.

II y a eu a cette epoque-la quelques mathematiciens qui etaient en accord avec
d'Alembert. Par exemple, pour approuver la dependance des coups successifs
qu'avait formuiee d'Alembert, Beguelin a suppose qu'il y avait dans la nature "des
causes continuellement agissantes qui tendent a en changer I'etat k chaque instant,
et qui ne permettent pas que le meme evenement arrive un grand nombre de fois
de suite" (p. 407).^® De plus, il est sfir qu'on ne pent demontrer rigoureusement
par Texperience ni la dependance ni I'independance des coups successifs. Et, c'est
ainsi que d'Alembert a voulu demander le secours de la philosophie pour defendre
son opinion. On doit reconnaitre qu'il n'etait pas si facile de refuter I'objection
de d'Alembert. Alors il faut se demander finalement: si Ton suppose que Condorcet
se soit retenu de refuter la dependance des coups successifs qu'avait proposee
d'Alembert, ne pourrait-t-on pas trouver dans la theorie de Condorcet quelque
autre reponse adressee k d'Alembert?

Nous examinerons le fondement du calcul des probabilites que Condorcet ex
pose dans son ouvrage ̂ ^Elemens..." II distingue d'abord la probabilite absolue
de la probabilite moyenne: "On dit egalement: II y a cinq a parier contre un
que telle chose arrivera, soit que Ton parle d'un evenement dont la probabilite
est 5/6, comme lorsque jetant un de de six faces, cet evenement est de ne pas amener
un tel nombre de points determines, ou bien de ne pas amener un doublet au tric
trac; soit qu'on parle d'un evenement que Ton sait etre arrive 5 fois contre un dans
r evenements comme lorsqu'on dit qu'il y a 5 a parier contre un qu'un homme de 47
ans vivra au dela de 54. II est aise de voir que Ton designe par la meme expression
deux choses non seulement differentes par leur nature, mais inegales entre elles,
puisque dans le premier cas, la probabilite est reellement 5/6, et qu'il s'agit d'une
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probabilite absolue, tandis que dans le second cas c'est une probabilite moyenne
que Ton obtient, et elle est exprimee par (5r + l)/(6r + 2), quantity plus petite que
5/6. Cette expression ne pent etre admise dans le langage que dans le cas oil r
est tres grand, les deux probabilites sont sensiblement egales, et elle ne s'y est
introduite que par la raison qu'avant de savoir calculer les probabilites de cette der-
niere espece, on supposait, lorsqu'on voulait calculer d'apres les evenements passes
la probabilite des evenements futurs, qu'il observeraient entre eux le meme ordre"
(pp. 78-79).^^

L'idee de la probabilite moyenne a ete introduite dans le calcul en 1764 par le
theoreme de Bayes qui estime les probabilites des causes par lesquelles les evenements
observes pouvaient etre arrives. Le theoreme de Bayes a 6te d6velopp6 en 1774
par Laplace, et Condorcet lui-meme en a public un memoire dans YHist, de VAcad,
Roy, des Sci,^^ II faut dire que pour demontrer le theoreme de Bayes, on doit user
un terme du binome {p + pour representer la probability des coups successifs.
Done, il est clair que selon d'Alembert ces deux especes de probabilitys se rattachent
aux yv^nements mathymatiquement possibles mais physiquement impossibles.
Condorcet, en exposant ces deux especes de probabilitys, dydare avec intention que
jusque-la il ne considyrait que les idyes absolument abstraites dans le calcul des
probabilitys, comme s'il ne voulait ni afSrmer ni nier leur possibility physique.

Condorcet dyfinit ensuite son nouveau concept "motif de croire". Si Ton
rypete un certain nombre de fois le jugement qu'un tel yvynement arrivera, et si le

rapport du nombre des jugements vrais divisy par le nombre total dypasse 1/2,

Condorcet dira qu'on a le motif de croire que I'yvynement aura lieu.

Granger admire que Condorcet distingue trois aspects de la notion de pro
bability: "la probability abstraite a priori, la probability fryquence et la probability
comme estimation subjective de la valeur d'un pari" (p. 68).^'' Et il conclut: "Con
dorcet a clairement saisi les rapports d'un sens mathymatique et d'un sens psycho-
logique de I'aiyatoire. La technique des probabilitys telle qu'il la con^oit est done
essentiellement, prise en son ensemble, une Stochastique, un Ars conjectandi,
qui se fonde sur une combinatoire des possibles sans jamais s'y absorber tout a
fait" (p. 72).^^ Mais, ce que Condorcet ycrit est souvent assez compliquy et meme
obscur. On doit I'examiner minutieusement.

D'un coty, Condorcet insiste sur la subjectivity de ce motif de croire: "II
parait, dit-il, qu'on doit regarder ce motif qui nous porte a croire comme un senti
ment, comme une suite nycessaire de la constitution d'un etre sensible. Ce qui sem-
ble le prouver en quelque sorte, c'est que la force de ce motif dypend non seulement
de la Constance et par consyquent de la rypytition plus fryquente des memes im
pressions d'ou rysulte une plus grande probability, mais aussi de I'intensity de ces
impressions quoiqu'elle n'aflBiue pas sur la probability. La raison et I'expyrience
paraissent nycessaires pour nous instruire a nous dyfendre contre cette force, lors-
qu'elle tient k I'intensity des impressions, de meme que la raison et I'espyrance nous
apprennent k ne pas juger, a ne pas nous conduire d'apres des sensations trom-
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peuses" (p. 89).^^ Ce paragraphe nous fait douter de ce que Condorcet veuille
y faire un reproche a d'Alembert. N'est-ce pas I'lllusion de d'Alembert de croire
la ddpendance des coups successifs dans le probleme de Petersbourg? Est-ce que
d'Alembert est trompe sur I'intensite de ses impressions qui n'inflElue pas sur la
probabilite? Tout au moins Condorcet pourrait reprocher a d'Alembert de son
imprudence, mais il ne le juge pas.

De I'autre cote, Condorcet demontre les trois propositions suivantes pour iden
tifier ce motif de croire avec la probabilite mathematiquement definie: "Pre-

mierement, si la probability p qui donne A surpasse la probabilite q qui donne iV,
il y a lieu de croire que I'evenement A arrivera plutot que de croire qu'il n'arrive
pas. Secondement, ce motif de croire est d'autant plus grand que la probabilite
p est aussi plus grande, et approche de I'unite. Troisiemement, ce motif de croire
augmente proportionnellement a cette meme probabilite p. "11 demontre d'abord
que la 3® proposition depend de la verite des deux premieres, et ensuite que la verite
de la 2® proposition depend encore de la verite de la premiere. Enfin il demontre

la premiere: de quelque peu que p excede q, on aura encore un motif de juger que
A aura lieu plutot que N. Nous remarquons que dans les trois demonstrations
Condorcet a employe aussi les termes du binome {p + qy^^' pour representer les
probabilites des coups successifs.

Dans le monde oil nous habitons, les evenements ont leurs probabilites de se

realiser. Cette probability est une mesure objective. Au point de vue de l ̂ pisty-
mologie, I'homme doit estimer la probability par lui-meme. C'est le motif de
croire qui est la probability yvaluye par I'homme. En ce sens, le motif de croire et
la probability sont diffyrents sur leur nature. Celui-la concerne le sujet qui recon-

nait le monde extyrieur, et celle-ci concerne le monde extyrieur lui-meme. Heureuse-

ment, on a ryussi a trouver la valeur de la probability mathymatique a I'aide de la
thyorie des combinaisons, en supposant que dans la nature un yvynement soit in-
dypendant des memes yvynements qui le prycedent successivement. Mais, que fera-
t-on pour trouver la valeur numyrique du motif de croire qui n'est que I'yvaluation
subjective de la probability? Malgry tout il faut lui donner quelque valeur, pour
que Condorcet en parle dans ses oeuvres mathymatiques. Alors, il n'y aurait
d'autres mythodes que de reprysenter le motif de croire comme une fonction de la
probability. C'est ainsi que Condorcet expose trois propositions sur le motif de
croire dans lesquelles il veut montrer qu'a I'une de ses extrymitys le motif de croire
pent etre en accord avec la probability de I'yvynement sous la condition que I'yvyne-
ment est indypendant des memes yvynements qui le prycedent successivement.
A I'autre extrymity, le motif de croire ne reprysente que I'yvaluation subjective qui

ne dypend pas de la probability ryelle, mais de I'intensity des impressions qu'on ne
pent calculer.

Ainsi on pent regarder que ces trois propositions et cette description sur sa

subjectivity ne dyterminent que les deux extrymitys du motif de croire. II est sur

qu'en inventant le nouveau concept de "motif de croire", Condorcet veut rypondre
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aux doutes de d'Alembert, mais il faut dire que le motif de croire est encore une
notion ties obscure. II n'est defini qu'aux deux extremites entre lesquelles on pour-
rait supposer librement quelques ordres hypothetiques.

Condorcet voulait 6tablir la mathematique sociale. Cela veut dire qu'il
supposait la vaste applicabilite du calcul ordinaire des probabilit^s. Mais, comme
il est impossible de demontrer rigoureusement son applicability, il semble que

Condorcet ne voulut ni declarer sa croyance ni refuter explicitement I'opinion de
d'Alembert. Done, malgre I'invention du nouveau concept de "motif de croire",
Condorcet ne pent repondre que peu de choses a d'Alembert: il demontre seule-
ment que si les phenomdnes que d'Alembert nomme "mathematiquement possibles"
out lieu dans le monde physique, on le reconnaitra avec exactitude par le motif de
croire. Et, quant aux autres phenomenes, ceux que d'Alembert nomme "physique-
ment possibles", il n'en dit rien. Tout ce que nous en connaissons, c'est que, s'ils
existent, on les reconnaitra aussi par le motif de croire, mais que dans ces cas il
est douteux que le motif de croire soit proportionnel k la probability ryelle.

Apres avoir exposy les trois propositions concernant la proportionality du motif
de croire a la probability et la subjectivity de ce motif, Condorcet distingue deux
ordres de vyritys que donne le calcul des probabilitys: "Nous voyons, dit-il, que
le calcul des probabilitys nous offre deux ordres de vyritys bien distinctes. Les
premieres sont des vyritys purement mathymatiques. Telles sont celles-ci: la pro
bability ryelle de tel yvynement est ygale a telle fraction de I'unity; la probability de
tel yvynement dyduite de I'observation d'yvynements du meme genre, est exprimye
par telle formule. Les secondes sont des vyritys ryelles et physiques, telles que celles-
ci: ryvynement A ayant une probability plus grande que I'yvynement N, je dois
juger que le premier arrivera plutot que I'autre; je dois me conduire plutot en
supposant qu'il doit arriver, qu'en supposant que I'yvynement contraire aura
lieu" (p. 90).®®

II est clair que les vyritys mathymatiques, proviennent de la probability absolue
ou moyenne et que les vyritys physiques, du motif de croire. Mais, pourquoi faut-il
les distinguer? Si le motif de croire est tout k fait proportionnel a la probability
absolue ou moyenne, il ne sera pas nycessaire de distinguer entre vyritys mathy
matiques et vyritys physiques. Si Ton insiste sur la subjectivity du motif de croire,
ce motif ne pourra etre proportionnel a la probability ryelle, et en meme temps les
vyritys physiques ytant conduites par ce motif ne myritent pas de s'appeler les vyritys.

La probability absolue et la probability moyenne qui donnent les vyritys ma
thymatiques sont dyduites de I'hypothese qu'un yvynement est indypendant des
memes yvynements qui le prycedent successivement. Done, suivant d'Alembert,
les vyritys mathymatiques de Condorcet sont de fausses vyritys qu'on tire de faits
qui ne sont que mathymatiquement possibles et par consyquent physiquement im
possibles. En outre nous savons que la susdite hypothyse ytant ryalisye, le motif
de croire sera proportionnel a la probability ryelle. Done, si les vyritys physiques
doivent etre distinguyes des vyritys mathymatiques, celles-la ne pourront suivre la
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susdite hypoth^se. II parait que Condorcet, en proposant les v6rit6s physiques, veut
se r6concilier avec d'AIembert. II est pen probable que Condorcet croit comme
ce dernier que dans le jeu de hasard un coup d^pende des coups pr6c6dents. Mais
on devrait dire que Condorcet h6site h r^futer I'objection de d'AIembert, et qu'il
veut laisser quelques terrains d'entente entre eux, a cause de la difficult^ de d6montrer
rigoureusement I'ind^pendance des coups successifs par rexp^rience et de I'insuflSsan-
ce de la probability pour permettre de choisir un parti.

En effet, bien que dans I'Encyclopedie Mithodique la distinction entre deux
ordres de v^ritys soit absente, Condorcet laisse pour elle un manuscrit inachevy,
intituiy "Vyrity (Calcul des probabilitys)"®' dans lequel il examine le cas ou Ton
est porty il la certitude, c'est-a-dire le cas oil le nombre des combinaisons qui pro-
duirait un yvynement surpasse de beaucoup celui des combinaisons qui ne ramdnent
pas. II propose "deux cas diffyrents oil la supyriority de la probability de ryyynement
est tenement grande qu'on pent en quelque sorte nygliger dans sa conduite ou dans
ses raisonnements la probability de I'yvynement contraire, ou bien Ton doit avoir
ygard k cette probability contraire." Pour appuyer le premier cas, il considdre
particuliyrement le cas oil Ton peut connaitre la probability avec quelque rigeur,
mais oil Ton est obligy de choisir un parti. Le cas oil Ton est porty k la certitude,
correspondra au cas oil I'uniformity singuliyre d'yvynements arrive dans la nature.
D' Alembert ycrit que "toute uniformity singulidre d'yvynements annonce une cause".
De mSme, Condorcet pense que le motif de croire permet de juger et d'atteindre la
certitude physique.

II est clair que Condorcet voulait rypondre aux doutes de d'AIembert par I'in-
vention du nouveau concept de "motif de croire" et par la distinction entre vyritys
physiques et vyritys mathymatiques. Le concept de motif de croire est encore vague
et obscur, mais il ytait trys fier de son invention. En eflFet, ayant exposy les trois
propositions et la subjectivity du motif de croire, il a ycrit: "Cette thyorie mytaphy-
sique qui ne pouvait etre connue avant la dycouverte du calcul des probabilitys,
oflBre la seule ryponse solide que Ton puisse faire aux subtilitys de pyrrhonisme. En
eflfet elle prouve que la difSculty de dymontrer I'impossibility rigoureuse de se
tromper dans ses jugements, ne doit pas dytruire nos motifs de croire; et que, de plus,
ces motifs loin d'etre tout h fait incertains lorsque nous ne pouvons atteindre a la
certitude absolue, sont susceptibles d'Stre soumis h une mesure prycise et calcuiye"
(p. 89).«»

Les subtilitys de pyrrhonisme ne sont-elles pas les doutes et les objections de
son maitre, d'AIembert? Condorcet pynytrait les idyes de d'AIembert, et il s'est
abstenu prudemment de les ryfuter. Ses ryponses ytaient encore vagues et meme
obscures, mais il demeurait le seul et vrai disciple de son maitre, et malgry son
opposition ilauraitpuycrire: "Jesuis au fond de I'avis de M. d'AIembert, et nous ne

diflfyrons que sur quelques dytails."

Je remercie Monsieur Reny Taton, directeur du Centre Alexandre Koyry,



92 Eizo Yamazaki

de son encouragement. Cette 6tude a ete accomplie k Paris sur son conseil.
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