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解答の導出過程も含めて丁寧に書くこと．

問題 1. z3 = −8iとなる z をすべて求め，a+ bi, (a, b ∈ R)の形で書け．

問題 2. tan z = 3
5 iを満たす z をすべて求めよ．

問題 3. f(z) =
z + i

z − i
を複素微分せよ．

問題 4. f(z) = zi を複素微分せよ．

問題 5. f(z) = zLogz を複素微分せよ．

問題 6. 領域 D で正則な関数 f(z) に対して，複素関数 g(z) = f(z) は正則で，その微分 g′(z) は

g′(z) = f ′(z)となることを示せ．

問題 7. u(x, y) = tan−1 y
x とする．f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y)が正則関数となるような v すべ

て求め，x, yの式で表せ．ここで，tan−1(x)は tanの逆関数で，その導関数は d
dx tan−1(x) = 1

x2+1

であることを使うと良い．

問題 8. C を円 |z| = r > 0を正の向きに 1周する曲線とする．線積分
∫
C

Re(z)dz を求めよ．



解答

問題 1. z = 2(cos(π2 + 2nπ
3 ) + i sin(π2 + 2nπ

3 ))，n = 0, 1, 2．n = 0のときは z = 2i．n = 1のとき

は 7
6π より z = −

√
3− i. n = 2のときは 11

6 π より z =
√
3− i.

問題 2. tan z = sin z
cos z = eiz−e−iz

2i · 2
eiz+e−iz．これが 3

5 i となることから，eiz = X とおいて，
X−X−1

i(X+X−1) =
3
5 i, 5(X

2 − 1) = −3(X2 + 1), 8X2 = 2, X = ± 1
2 . e

iz = ± 1
2 より，iz = − ln 2 + nπi

で，z = (ln 2)i+ nπ.

問題 3. f ′ = z−i−(z+i)
(z−i)2 = −2i

(z−i)2

問題 4. f(z) = exp(i log(z))より，f ′(z) = exp(i log(z)) · i
z = izi−1.

問題 5. f ′ = z 1
z + Logz = Logz + 1

問題 6. g(z+h)−g(z)
h = f(z+h)−f(z)

h =
(

f(z+h)−f(z)

h

)
→ f ′(z)

問題 7. CRより vx = −uy = − 1
y2/x2+1 · 1

x = − x
x2+y2 , vy = ux = 1

y2/x2+1 · y · −1
x2 = − y

x2+y2 . vx

を xで積分して，v = − 1
2 log(x

2+y2)+g(y). これを yで偏微分して，vy = − y
x2+y2 +g′(y). 以上か

ら，v = − 1
2 log(x

2+y2)+c, c ∈ R. ちなみにこれは，f = θ− (log r)i = −i(log r+ iθ) = −i log(z)

である．

問題 8. C を z = reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π とパラメータ表示すると，Re(z) = r cos θ, dz
dθ = rieiθ =

−r sin θ + ir cos θ より，求める線積分 I は，

I =

∫ 2π

0

r cos θ(−r sin θ + ir cos θ)dθ

ここで，cos θ sin θ = sin(2θ)
2 , cos2 θ = cos(2θ)+1

2 より，

I = r2i

∫ 2π

0

cos(2θ) + 1

2
dθ = πr2i


