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1 序
自然界には様々な形の波が観察される．特に一定の形状で伝播する波を表現す
る偏微分方程式やその解は古くから研究者の関心を引いてきた．定数係数の波動
方程式や弦の振動方程式などの線形偏微分方程式はもちろんのこと，流体の方程
式や KdV方程式のような非線形の方程式にも現れることはよく知られている1．
これらの方程式において，波の伝播や振動の伝播などを表現する特徴的な解は，
重要な役割を担っている．一方，拡散現象のようなエネルギーの散逸を伴う現象
においては，エネルギーの散逸によって伝播する過程で形が崩れてしまう．その
ため，一定の形で波が伝わっていくためには何か別な駆動力が必要となってくる．
例えば，熱（拡散）方程式

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2

では，u(x, t) = e−c(±x−ct)という解が存在する．これは，エネルギーの散逸とそ
れに見合うエネルギーが遠方からやってくるため，形を崩さず一定の速度 ±cで
進行する解となっている．このように一定の形状を保って，一定の速度で移動す
る解を進行波解という．ただし，この解は遠方で発散しているため，現象を表現
する解としては非現実的である．いずれにせよ，拡散項が優位に働く方程式にお
いて進行波が存在する場合には，上で述べた波動方程式等とその発生過程が原理
的に異なることが容易に想像できる．
物質科学，生物学および生命科学などの分野の理論的研究では数理モデルを用
いた研究が盛んであるが，現象論的なモデルとしてしばしば拡散とキネティクス
（kinetics）を取り入れたモデル方程式が登場する．その代表的なモデル方程式と
して反応拡散方程式とよばれる半線形放物型方程式がある．この反応拡散方程式
（あるいは連立のシステムの場合）は，反応項の駆動力により進行波が形成され
ることが幅広いクラスの方程式に対して報告されており，進行波解はパターン形

1線形波から始まって，非線形方程式の孤立波（ソリトン）を丁寧に解説した著書として [62]
をあげておく．また，オイラー方程式による水面波の興味ある研究をまとめたものとして [55]が
ある．
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成やパターンの伝播を表現する特徴的な解として古くから数学者の興味を惹いて
きた（[21, 43, 39, 40, 65]などを参照)．この論説の目的は，反応拡散方程式に現
れる進行波やそれに関連した解のダイナミクスの研究について，最近の成果と新
しい研究の動向を解説することであるが，進行波の研究はあまりにも幅が広く筆
者達の力量では全ての領域を解説することは難しい．そこで，今回は，スカラー
の方程式における「１次元全域解の研究」と「高次元（2次元以上）の進行波解
の研究」を中心的なテーマにして，関連する話題を随時取り込んでいくことにす
る．この２つのテーマとそれが関連する分野は，最近１０年近くの間に急速に数
学的な研究が進展し将来的にも発展が期待される．これを機会にこの分野の研究
に興味をもって頂ける方が少しでも増えれば幸いである．
次節以降，フロント進行波とよばれる単調な形状をもつ進行波解が存在する具
体例から始めて２つのフロント進行波が衝突・消滅する現象や，合体して新しい
進行波を生む現象を表現する全域解（時間・空間全域で定義される解）の存在に
ついて解説する．進行波解や平衡解も全域解の特殊な例であるが，ここではそれ
以外の全域解を考察したい．反応拡散方程式のような放物型偏微分方程式は，一
般の初期条件に対して時間負の方向に延長できない．進行波解のように常微分方
程式の解として特徴付けられる場合は，その存在について色々な証明方法が開発
されてきたが，もっと広い意味での全域解の存在を示すためには新しい手法が必
要である．ここでは時間 t → −∞での挙動を特徴付けることによって，２つのフ
ロント進行波が絡む全域解の存在が議論できることを解説しよう．
進行波の研究は主に１次元の問題から発展してきたが，最近は高次元空間にお
ける進行波解の研究も進展している．後半は２次元以上の全領域における最近の
進行波解の研究成果について解説し，最後に他の話題についても簡単に触れるこ
とにする．

2 進行波解をもつ方程式の具体例
この節では反応拡散方程式の具体例を２，３挙げてその進行波解の発生原理と
研究の歴史について簡単に紹介しよう．
まず，進行波をもつ反応拡散方程式としてつぎの Fisher-KPP方程式をとりあ
げる．

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ u(1 − u) (2.1)

方程式 (2.1)において拡散がないと仮定するとロジスティック方程式と呼ばれる

du

dt
= u(1 − u)

が運動法則を決める．u = 0, 1がこの方程式の平衡解 (定常解）で，u = 1は安定で
あるが u = 0は不安定で，正の値の初期条件から出発した解は u = 1に漸近する．
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図 1: Fisher-KPP方程式のフロント進行波の発生

そこで (2.1)にコンパクトなサポートをもつu = 1より値の小さい非負の初期条件
を課すと，この常微分方程式から決まる運動にしたがって，u = 1のほうに伸びよ
うとする．一方，拡散の効果により初期条件の両側は広がろうとする．このバラ
ンスによりやがて両側に単調な形状の波が生成される（図 1参照）．左右の先端は
反対方向に進行するが，この先端の単調な形状から一定速度で進行する進行波解
の存在が示唆される．すなわち，単調な形状で一定の速度で右あるいは左に伝播
するフロント進行波解の存在が予想される．実際，初期条件として，与えられた定
数Kに対し x < Kで恒等的に 1, x > Kで恒等的に 0となる不連続関数をとると，
右に進行する単調な波が形成される（図 2参照）．このモデル方程式において進行
波の研究が初めて登場するのは，Fisher [21]とKolmogorov-Petrovsky-Piskunov

[43]の研究である．彼等の研究に因んでこの方程式は Fisher-KPP方程式と呼ば
れる．特に，[43]は進行波解の存在や安定性に関する数学的に先駆的な研究とし
て名高い（そのためKPP方程式と呼ばれることも多い）．その後しばらく期間を
経て７０年代から多数の研究が現れており，退化型の非線形拡散方程式などの研
究も進んでいる．
一方，Nagumo方程式（あるいはAllen-Cahn方程式)とよばれる反応拡散方程式

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ u(1 − u)(u − a), 0 < a < 1, (2.2)

の場合の進行波の発生について考察してみよう．やはり常微分方程式
du

dt
= u(1 − u)(u − a) (2.3)

を考えると，定数解u = 0, a, 1のうちu = 0, 1は漸近安定であるが，u = aはu = 0

に漸近する解と u = 1に漸近する解を分ける不安定な定数解である．a = 1/2の
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図 2: Fisher-KPP方程式のフロント進行波の伝播

とき u = 0の引き込み領域と u = 1の引き込み領域はバランスし，それ以外で
は例えば 0 < a < 1/2なら u = 1の引き込み領域が広くなる．(2.2)の初期条件
u0(x)を, 十分大きな正の数Kに対し

a < u0(x) < 1 (x ∈ (−∞,−K]), 0 < u0(x) < a (x ∈ [K,∞))

を満たすようにとる．常微分方程式で決まる運動法則から区間(−∞,−K]と [K,∞)

ではそれぞれ u = 1と u = 0の方に近づこうとするが，拡散の効果で x ≈ −∞
では u ≈ 1, x ≈ +∞で u ≈ 0となる単調減少な波形が形成される．その後，
0 < a < 1/2なら u = 1の引き込みが強いので，この波形は右方向に動く進行波
となり，1/2 < a < 1なら左方向に動く（図 3参照）．また，a = 1/2のバランス
した場合はそのまま静止した状態を保つ．
上の (2.1)と (2.2)の例からわかるように，非線形項の違いによって進行波解の
発生する原理は微妙に変わってくるが，数学的には一定速度で伝播する固定した
波形の解を求めるために，動座標 z = x − ctを導入し u = ϕ(x − ct)の形の解を
見つければよい．一般に１次元の反応拡散方程式

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ f(u) (2.4)

を考えると，速度 cの進行波解 u = ϕ(z)は次の無限領域における２階常微分方
程式の境界値問題の解として求めることができる2：

ϕ′′ + cϕ′ + f(ϕ) = 0, −∞ < z < ∞, ϕ(−∞) = α, ϕ(∞) = ω. (2.5)
2方程式 (2.5)を解く問題は未知関数 ϕと未知数 cを求める問題なので非線形固有値問題の一

種とみることもできる．
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図 3: a = 0.2のときのNagumo方程式のフロント進行波の発生

ここで，′ = d/dz,′′ = d2/dz2でα, ωはf(u)の零点（定数解）にとる．上のNagumo

方程式の例では (α, ω) = (1, 0)であるが，(α, ω) = (0, 1)の場合も同様に考える
ことができる．実際，方程式 (2.4)は折り返し x 7→ −xに関して対称性をもつの
で，一方の条件の解が存在すれば，もう一方は折り返しによって自動的に得られ
ることに注意しておく．また，上の Fisher-KPP方程式や Nagumo方程式では，
(2.5)と (α, ω) = (1, 0), (0, 1)を満たす正の進行波解は単調になることが示され
（ϕ′(z) ̸= 0 (z ∈ R)）フロント進行波と呼ばれる．
ところで同じような拡散項をもつ非線形偏微分方程式としてBurgers方程式

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2

が有名である. 粘性項に相当する右辺の拡散が無い場合（ν = 0），衝撃波（shock

wave）とよばれる不連続な進行波解が存在するが，拡散項を入れることにより進
行波解が連続となる．この方程式は左辺の項だけで進行波を発生する駆動力があ
り，(2.4)とは違った性質をもつことに注意しておこう．
さて，(2.1)や (2.2)の場合にはフロント進行波解の存在は比較的容易に示すこ
とができるが，進行波解の一意性や安定性についても様々な研究がある．拡散を
無視したときの常微分方程式が一つしか漸近安定な平衡解（定数解）をもたない
場合，(2.4)は単安定な反応拡散方程式，２つの漸近安定な平衡解をもつときは
双安定な反応拡散方程式とよばれる．(2.4)のような双安定な場合には，u = 0

と u = 1を結ぶフロント進行波解は x方向の平行移動を除くと（存在すれば）
一意で，局所的安定性だけでなく広いクラスの初期条件に対して進行波解の漸
近安定性が示されている（[19, 20, 9, 10, 59]などを参照)．一方，(2.1)のような

5



単安定な場合には進行波解は一意でなく，連続な速度をもつ解の族を成す．一般
の単安定な f(u)に対する最小速度がどのように決まるか，与えられた初期条件
を満たす解がどの速度の進行解に漸近するかなどの研究が進んでいる（例えば，
[1, 2, 7, 22, 38, 39, 40, 46, 63]などの数学的研究と物理的な視点から研究 [15]が
ある)．
反応拡散系とよばれる連立の拡散方程式についても簡単に触れておこう．

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ f(u),

ここで，

u =

(
u

v

)
, D =

(
d1 0

0 d2

)
, f =

(
f(u, v)

g(u, v)

)
,

d1, d2 ≥ 0, d1 +d2 > 0とする (一般に 3変数以上の連立方程式を考えることもでき
るが，ここでは簡単のため 2変数系を考える）．f(u) = 0を解いて得られた定数解
をu∗

1, u
∗
2とすると，スカラーの場合と同様にu = U(z) = (U(z), V (z)), z = x−ct

とおいて進行波解の方程式

DU ′′ + cU ′ + f(U) = 0, U(−∞) = u∗
1, U(∞) = u∗

2,

を得る．この方程式は (U(z),U ′(z)) = (U(z), V (z), U ′(z), V ′(z)) の 4変数の１階
常微分方程式系に書き直すことができるので，条件

lim
z→−∞

(U(z),U ′(z)) = (u∗
1, 0), lim

z→∞
(U(z),U ′(z)) = (u∗

2, 0),

を満たす解を求めることと同値になる．このような解を求めるのは，力学系の用
語を用いれば，u∗

1 ̸= u∗
2の場合には２つの平衡点 (u∗

1, 0), (u∗
2, 0)を結ぶヘテロニッ

ク軌道を，u∗
1 = u∗

2の場合にはホモクリニック軌道を求める問題になる．スカラー
の場合は，２次元の相空間での問題になるのでこのような軌道は比較的容易に求
められるが，４次元における問題は通常簡単ではない ([58]参照)．このようなシ
ステムの反応拡散方程式における進行波解の研究が進んでいる代表的なモデル方
程式として (i)ロトカ・ボルテラ拡散競合系, (ii) FitzHugh-Nagumo方程式, (iii)

Gray-Scott方程式，の３つをあげておこう．(i)については観音氏の論説 [41]を，
(ii)(iii)については西浦氏の論説 [53, 54]を参照するとよい．

3 進行波解から全域解へ
進行波解は反応拡散方程式のパターンダイナミクスを表現する特徴的な解であ
ることは間違いないが，反応拡散方程式のもつ豊かなダイナミクスがこれだけで
理解できるわけでない．前節の最後で取り上げた西浦氏の解説にもあるように，
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(iii)のようなシステムでは，パルス進行波解（u∗
1 = u∗

2の場合）を２つ並べるよ
うな初期条件を与えると，パルス解が衝突して消滅したり，反射したりあるいは
カオス的挙動に移ったりと，非常に豊富な挙動をする．このような 2変数以上の
反応拡散方程式のシステムに現れる多種多様なダイナミクスの数学的解明は，非
常に魅力的な課題である．分岐解析や数値計算を用いてこのようなダイナミクス
が発生するシナリオについてはかなり解明されているが，数学的に厳密な証明と
いう視点からはまだ不完全である．これからの研究発展が期待される分野である.

スカラーの拡散方程式 (2.4)に戻ると，この方程式では最大値原理が成立する
ので，2つの解 u1(x, t), u2(x, t)が初期条件 u1(x, 0) ≤ u2(x, 0) (x ∈ R)を満たす
と，u1(x, t) ≤ u2(x, t) (x ∈ R)が任意の t ≥ 0で満たされ２つの解の順序が保存
される．この性質は解の振る舞いに大きな制限を与え，複雑な挙動はあまり期待
できないと考えるのは自然である．ところが，最近の研究により今まで見過ごさ
れていた特徴的なダイナミクスをもつ解が予想していたより豊富に存在すること
がわかってきた．(2.2)を例に説明しよう．(2.2)は次の 3種類の厳密に解けるフ
ロント進行波解をもつ：

ϕ(x − ct) =
1

1 + exp{x/
√

2 − (1/2 − a)t}

(
c =

1 − 2a√
2

)
, (3.1)

ψ̃1(x − c1t) =
a exp{(1 − a)x/

√
2 − (1 − a2)t/2} + 1

exp{(1 − a)x/
√

2 − (1 − a2)t/2} + 1

(
c1 =

1 + a√
2

)
, (3.2)

ψ̃2(x − c2t) =
a

1 + exp{ax/
√

2 − (a2/2 − a)t}

(
c2 =

a − 2√
2

)
. (3.3)

最初の解は, u = 1と u = 0を結ぶ単調減少な今まで説明してきた進行波である
が，残りの２つもそれぞれ u = 1と u = a，u = aと u = 0を結ぶフロント進行解
である．ところがこれら以外にもつぎの厳密解がある．

Ψ(x, t) =
1 + a exp {(1 − a)x/

√
2 − (1 − a2)t/2}

1 + exp {x/
√

2 − (1/2 − a)t} + exp {(1 − a)x/
√

2 − (1 − a2)t/2}
(3.4)

この形は 2－ソリトン解のように 2つの進行波の成分をもっていることは容易に
わかるが，右辺は

exp {−(1 − a)x/
√

2 + (1 − a2)t/2} + a

exp {−(1 − a)x/
√

2 + (1 − a2)t/2} + exp {ax/
√

2 − (a2/2 − a)t} + 1

と書き直すこともできるので，実際の振る舞いを一目で予想するのは容易ではな
い. 0 < a < 1/2のときの適当な時間ごとの解の形状のスナップを図 4に示して
おく．この図からわかるように，t ≪ −1のとき，x ≤ 0では (3.2)で与えられる
ψ̃1のように，x ≥ 0では (3.3)で与えられる ψ̃2のように振る舞う．その後ある時
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図 4: a = 0.2のときのNagumo方程式の厳密解 (3.4)の時間的変化．２つのフロ
ント進行波の合併と新しい進行波の生成が見てとれる．

刻で２つのフロント波は合体し，結局進行波 ϕのように振舞う．0 < a < 1/2の
とき，簡単な計算からΨの漸近挙動は

Ψ → ϕ (t → ∞), Ψ →

{
ψ̃1 (x ≤ 0)

ψ̃2 (x ≥ 0)
(t → −∞) (3.5)

であるので，t → ∞の挙動だけを見る限りは進行波解 ϕへ収束する解に過ぎな
いが，その途中の挙動が面白いのである．
このような面白い解が見つかっていたのにもかかわらず（Kawahara-Tanaka[42]），
この方面の数学的な研究は最近まで発展しなかった．その理由として，一般に時
間が負の方向に延長できない放物型の方程式に対しては t → ∞で漸近挙動が主
な興味の対象となることや，反応拡散方程式は可積分系でないので，あくまで特
殊な例として数学的な興味を引かなかったのではないかと想像される．ところが，
最近になって (2.4)のような方程式についても単純な形状をもつフロント進行波
解だけでなく，もう少し複雑な形状の解を特徴付けようという研究が発展しつつ
ある．一般に，N 次元空間の反応拡散方程式の古典解で全ての (x, t) ∈ RN × R
に対して定義される解を全域解（entire solution）と呼ぶことにする．この命名
は，楕円型方程式の全空間で定義される解を全域解とよぶことに倣ったもので，
Hamel-Nadirashvili[33]に因る．平衡解や進行波でない全域解を全て決定するこ
とができれば，(2.4)の大域的なダイナミクスの理解に向けて大きな前進となる．
(3.4)はまさに (2.4)の自明でない空間 1次元の全域解の例である．
力学系の視点から見ると，(2.4)の解が生成する力学系（適当な関数空間上の無
限次元力学系）を考えれば，その不変集合（invariant set)は全域解からなるので
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このような問題意識は自然でありその重要性が理解できるであろう．有限区間上
の反応拡散方程式 (2.4)の研究では，ある条件の場合には大域的吸引集合（global

attractor）とよばれる最大の不変集合が存在し，それは平衡解と平衡解を結ぶ軌
道（無限次元相空間におけるヘテロクリニック軌道）からなることが証明できる
（[28]参照）．しかもどのような軌道が存在するかについても解明されている具体
例がある（[8, 17, 18])．それに対して無限区間の場合には進行波や (3.4)のよう
な有限区間では現れない解も出現し，大域的な不変集合の構造を決定するには全
域解の数学的な特徴づけが必要になってくる．途中の経過を無視すれば t → −∞
での漸近挙動でもってこのような解を特徴付けるのが自然な発想である．実際，
t → −∞での漸近挙動から (3.5)の全域解を特徴付ければ，どのような種類の全
域解が存在可能であるかを一般的に議論できる．もちろん特徴付けができたとし
ても，実際に存在することをどのように証明するか問題が残る．(2.4)のような放
物型の偏微分方程式では，一般に時間が負の方向に初期値問題が解けないので，
この問題点を解決しなければならない．節を改めて，特徴的な挙動をする全域解
の数学的結果を紹介しよう．

4 特徴的な挙動をする全域解の存在
(2.4)の u = 1と u = 0を結ぶ進行波解，すなわち (2.5)で α = 1, ω = 0の解

ϕ = ϕ(z; c)を考える．f(u)が単安定の条件

f(0) = f(1) = 0, f(u) > 0 (0 < u < 1), f ′(0)f ′(1) ̸= 0

を満たすとき，ある最小速度cm > 0が存在して，フロント進行波解の族{ϕ(·; c)}c≥cm

が得られる．c1, c2 ≥ cmに対して２つのフロント進行波

ϕ1(x − c1t) := ϕ(x − c1t; c1), ϕ2(x + c2t) := ϕ(−x − c2t; c2)

の組ϕ1, ϕ2を考える．ここでϕ1は xについて単調減少であるが，ϕ2は単調増加な
関数になっているので，これらのグラフをx-u平面に重ね合わせて描くと，t ≪ −1

なら，向かいあったフロント波ができる．そこでこのような形状を持つ全域解の
存在を考えよう．実際，任意の c1, c2 ≥ cmに対して

lim
t→−∞

{sup
x≤0

|U(x, t) − ϕ1(x − c1t)| + sup
x≥0

|U(x, t) − ϕ2(x + c2t)|} = 0,

lim
t→∞

|U(x, t) − 1| = 0

を満たす全域解U(x, t)が存在する．この解は，２つのフロント進行波がx軸の両
側から現れ，ある時刻で衝突し消滅する現象に対応する解を表している（図 5参
照）．このような全域解の存在はfに関するさらなる条件f ′(0) > f ′(u) (0 < u < 1)
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図 5: Fisher-KPP方程式の２つのフロント進行波の衝突・消滅

のもとで [33]で初めて証明された．彼らの証明のアイデアは

U(x, t) := sup{ϕ1(x − c1t), ϕ2(x + c2t)}

を下から評価する比較関数（劣解）としてとり，t = −nでのこの関数を初期条
件にする (2.4)の解の列 {Un}を構成する．この列を上からうまく評価することに
よって，その収束先の関数が求める挙動をする全域解であることを証明する．
しかし，彼らの議論はNagumo方程式 (2.2)のような双安定の場合には直接適
用できない．双安定の場合には，進行波解は平行移動を除いて一意であるから一
見やさしく見えるが，f(u)および f ′(u)は区間 [0, 1]で符号を変えるので，彼らが
用いた上からの評価が使えないのである．双安定の場合の全域解についての最初
の結果はYagisita [71]によって示された．進行波解は適当な関数空間において１
次元の軌道となる．双安定な場合にはその軌道の法線方向の双曲安定性が示せる
ので，それを用いて， t < 0 に対して２つの進行波の動きを表現する解を不変多
様体の理論を適用して証明した．彼の議論はシステムの場合にも拡張できる方法
であるが，一方で Fisher-KPP方程式のような単安定の場合には進行波解が族で
現れるので双曲性の仮定が破れてしまう．
ところで力学系の不変多様体の理論を適用して，２つの進行波を十分引き離し
たときに起こる相互作用を１次元のダイナミクスに縮約するEi[16]の研究がある．
[16]における議論を検証すると，任意に十分引き離した２つの進行波解（あるい
はパルス進行波解）に対して不変多様体を構成しているので，うまく点列をとれ
ば t = −∞まで延長できる解の存在が議論できる．残念ながら全域解につながる
視点が論文では明示されていない．しかし，システムへの発展を考える場合には
重要な研究である．
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Fukao-Morita-Ninomiya[23]では，Nagumo方程式の厳密なフロント進行波解の
表現を利用して，劣解と優解をうまく構成して２つのフロントの消滅に対応する
全域解を構成した．さらに，このアイデアはGuo-Morita[27]で発展され，単安定，
双安定の両方に対して統一した方法で証明できることが示された．なお，[27]で
は，[33]で扱えなかった最小速度との組み合わせに対しても，全域解の存在を示
している．さらに Chen-Guo[11]では，証明の改良および広いクラスでの一意性
が示されており，[12]では，双安定で c = 0の場合（この場合は２つのフロント
の相互作用が指数的に小さくなり，指数的に遅い動きになる）も議論されている．
これらの研究と，前節で紹介した２つのフロントが合体して別なフロントにな
る現象も考慮して，２つのフロント進行波の運動を双安定の場合に分類してみよ
う．以下 0 < a < 1/2を仮定する．方程式の値域を区間 [0, a]および [a, 1]に制限
すると，制限した方程式はそれぞれ u = 0および u = 1を漸近安定な定数平衡解
にもつ単安定な方程式とみなすことができるので，u = 0と不安定な u = aおよ
び u = 1と u = aを結ぶフロント進行波解が存在する．しかも，このようなフロ
ント解はある一定以上の速度をもつ連続な解の族として存在することに注意して
おこう．全域解の存在を考えるときは，t → −∞での挙動が重要である．t ≈ −∞
のとき，２つの進行波のフロントの距離が十分離れそれぞれがほぼ独立に振舞う
ような２つの進行波の組み合わせを考えよう．ϕj = ϕj(x − cjt) (j = 1, 2)を{

ϕ′′
j (z) + cjϕ

′
j(z) + f(ϕj(z)) = 0, z ∈ R

ϕj(−∞) = αj, ϕj(∞) = ωj

(j = 1, 2), (4.1)

の解として得られる (2.4)のフロント進行波解とする．(αj, ωj) = (1, 0), (1, a), (0, a)

のときは cj > 0，αjと ωjの値が逆の場合は cj < 0である．t ≪ −1のとき ϕ1の
フロントは ϕ2の左にくるように設定し２つの進行波を結びつける条件

ω1 = α2.

を仮定する．(α1, ω1)と (α2, ω2)の可能な組み合わせは

(α1, ω1, α2, ω2) ∈ {(0, a, a, 1), (0, a, a, 0), (0, 1, 1, a), (0, 1, 1, 0),

(a, 0, 0, a), (a, 0, 0, 1), (a, 1, 1, a), (a, 1, 1, 0),

(1, a, a, 1), (1, a, a, 0), (1, 0, 0, a), (1, 0, 0, 1)}.

だけある．方程式は x 7→ −xの折り返しに対して対称なので一つの解が得られ，
それを折り返したものも解となる．このような解はどちらか一つだけとることに
し，さらに t → −∞で２つのフロント進行波解に漸近するような組み合わせは

(1, 0, 0, 1), (1, a, a, 1), (0, a, a, 0), (1, a, a, 0), (1, 0, 0, a) (4.2)

だけとなる．(4.2)の最初の３つは衝突・消滅の場合に相当し，残りの２つの進行
波が合体する場合に相当する．
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これらの全ての場合に全域解の存在が統一的に議論できる方法が最近の筆者達
の研究（[47]）によって報告されている．この研究によって，特殊なケースと思
われていた (3.4)の厳密解が示す２つの進行波の合体は，速度を任意に組合せた
ときにも可能であり，また一般の双安定な f(u)の場合にも存在することが示さ
れた．さらに (1, 0, 0, a)のような新しいタイプの全域解が発見されている．これ
らの全域解の存在について定理の形でまとめておこう．

定理 4.1 (4.1)の任意の解の組 (ϕj(z), cj) (j = 1, 2)について，

(α1, ω1, α2, ω2) = (1, 0, 0, 1), (1, a, a, 1), (0, a, a, 0), (1, a, a, 0)

のいずれの場合にも次の漸近挙動をする全域解 U(x, t)が存在する．

lim
t→−∞

{sup
x≤0

|U(x, t) − ϕ1(x − c1t)| + sup
x≥0

|U(x, t) − ϕ2(x − c2t)|} = 0.

また，(α1, ω1, α2, ω2) = (1, 0, 0, a)の場合は, c1 > c2のとき

lim
t→−∞

{ sup
x≤(c1+c2)t/2

|W (x, t) − ϕ1(x − c1t)|

+ sup
x≥(c1+c2)t/2

|W (x, t) − ϕ2(x − c2t)|} = 0

を満たす全域解W (x, t)が存在する．

定理の全域解 U(x, t)の t → ∞での漸近挙動は，最初の２つの場合は定数解
u = 1に収束し 3つ目の場合は u = 0に収束する．また，4番目の場合は前節の厳
密解のように u = 1と u = 0を結ぶ進行波解 ϕ(x− ct + θ)に収束することも証明
できる．ここで θは一意に決まる定数である．最後のW (x, t)の場合は，数値計
算から大きなフロント波が小さなフロント波に追いつき飲み込む様子が観察され
る．その後，形状を変えて u = 1と u = aを結ぶ進行波解に収束するように思わ
れる（図 6参照）．しかし，この２つの定数解 u = a, 1を結ぶ進行波解は一意で
はないので，数学的には t → ∞のときの漸近挙動はまだ明らかでない．予想と
してはより強い安定性をもつ最も速度の遅い進行波解に近づくと思われる．
上記以外にも，進行波と関連した異なるタイプの全域解が存在する．例えば，
双安定な場合には不安定な一峰の形状をした平衡解が存在するが，この不安定解
に t → −∞で収束し，t → ∞のとき両側でフロント進行波が広がっていく全域
解の存在も示すことができる（[23]）．もちろん，任意の波数をもつ不安定平衡解
も存在するので，その解に t → −∞で近づく解を考えると非常に複雑な構造が
予想されるが，進行波解との関連した挙動をする解だけでも完全に決定できると
大きな前進である．
以上の考察をもとにこれからの研究方向と課題をまとめておこう．
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図 6: a = 0.05の場合の数値計算．定理 4.1の条件 c1 > c2が成り立つように aを
とっている．大きなフロント波が小さなフロント波を飲み込み，新しいフロント
進行波が生成される様子が見てとれる．

(i) フロント進行波の運動が関係する全ての全域解の決定とタイプの分類；

(ii) 全域解の一意性と安定性；

(iii) 大域的な力学系の構造の解明；

(iv) 高次元領域における全域解の存在．

5 高次元進行波解 I

本節では 2次元以上の全空間における進行波解について考えよう．RN 上の
Allen-Cahn方程式（高次元の場合は Nagumo方程式よりこちらの呼び方がより
一般的である）

ut = ∆u + f(u) (5.1)

を考える．ここで，f(u) := u(1 − u)(u − a)，0 < a < 1/2を仮定する．方程式
は，この Allen-Cahn方程式に限らず１次元進行波をもつような双安定な反応拡
散方程式に拡張できるが，ここでは話を簡単にするためこの方程式に限定しよう．
このとき，方程式 (2.2)の１次元の進行波解 ϕとその速度 cは，(3.1)で与えられ
c > 0となる．
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話をわかりやすくするため，高次元進行波解の進行方向をxN軸とする．y = xN

と xN 以外の成分 x ∈ RN−1 とに分けて，φ(x, y − νt)という形で与えられる進行
波解を探そう．z = y − νtとおくと，この進行波解は次の楕円型方程式の解とし
て求めることができる:

−νφz = ∆′φ + φzz + f(φ). (5.2)

ここで，

∆′ =
N−1∑
j=1

∂2

∂x2
j

と表記した．遠方での条件は

lim
z→−∞

φ(x, z) = 1, lim
z→∞

φ(x, z) = 0. (5.3)

とする．確かに 1次元の解ϕ(·)は，上の楕円型方程式 (5.2)を満たしている．これ
は解の形状から平面波解と呼ばれる．平面波解以外の高次元空間特有の問題とし
て (5.2)の解 φと νを求める問題を考えることにする．このとき速度 νの進行波
解 φの存在とともに，速度 νの取りうる値および進行波解の形状を調べていく．
まず，２次元平面上の問題を考えよう．空間変数は (x, y) ∈ R2とする．図 7(a)

のように速度 cで，右下側と左下側から単位法線ベクトルni方向に進む２つの平
面波 ϕ((x, y) ·ni − ct) (i = 1, 2)が角度 2αでぶつかる状況を考えよう．このとき，
図 7(b)のようなＶ字型進行波解が現れることが以下のように予想される．

φ−(x, y) := max {ϕ ((x, y) · n1 − ct) , ϕ ((x, y) · n2 − ct)} (5.4)

とおくと，この関数は２つの平面進行波解の大きい方なので劣解になる．この劣
解より上にある進行波解でこの劣解の形状に近いものを予想しよう．遠方では，
等高線は直線なので平面波解と同じように運動するとしてよいであろう．この劣
解は y軸方向に ν = c/ sin αで進むので，その速度 νは cより大きいことに注意
しよう．つぎに，“角”の部分に注目する．φ−の等高線は “角”があるが，進行波
解自体は拡散項の影響で “角”が取れて丸くなることが容易に想像できる．その
進行波解の等高線の “角”が取れすぎてその部分の等高線の曲率が小さ過ぎると
１次元進行波解の速度 cに近くなり過ぎて，劣解より遅く動くことになる．一方，
“角”がきついとその箇所では曲率の影響でより速度が大きくなる．こうして角の
箇所では速度に適合する適当な形が選択されて，図 7(b)のようなＶ字型の進行波
解が形成されると予想される．実際，つぎの存在定理が与えられる．

定理 5.1 ([31, 32, 51, 52]) 0 < a < 1/2, N ≥ 2のとき，任意の速度 ν > c に
対して，(5.2),(5.3)の解 φ(x, z)が存在する．
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図 7: φ−の等高線 (a)と２次元空間上の進行波解の等高線 (b)

u = 0と u = 1を結ぶ空間１次元の双安定系の進行波解の速度は一意に決まっ
たが，上の結果からわかるように，空間高次元の進行波解はV字形の角度に対応
して c より大きい任意の速度をもつものが存在する．

N = 2のときは，Hamel-Monneaux-Roquejoffre [31, 32]およびNinomiya-Taniguchi

[51, 52]が独立に定理の存在を証明した．どちらも (5.4)のような劣解に加えて，
優解を構成することにより進行波解の存在を示しているがその構成方法は異なる．
後者は，外力つきの平均曲率流から決まる漸近線をもった曲線と１次元進行波解
ϕを用いて優解を構成している．１次元進行波解をうまく用いた利点として，後
者では大域的な漸近挙動についてもシャープな結果を得ているが，次元の制限が
付いている．一方，前者の研究では自由境界値問題の解を用いて，N ≥ 3の場合
に関しても，進行方向の軸を中心に回転対称な進行波解 φ̃(|x|, y− νt)の構成に成
功している．ただし，後者の方法の発展として，Taniguchi [61]が，高次元でも
角錐状の進行波解の構成に成功したことを付け加えておく．
上の進行波解の幾何学的形状についてもう少し考察しよう．空間２次元の場合
の進行波解の等高面は，直線に漸近する形状であるのに対して進行方向に回転対
称な進行波解の等高面は，回転方向の曲率が影響し遠方で直線に漸近することは
ない．ここにも次元の違いが表れている．
そこで逆に，回転対称な進行波解があるとき，その等高面がどうなるか考えて
みよう．あるリプシッツ連続な関数 γ(x) : Rn → Rがあって，

lim
R→∞

sup
z−γ(x)<−R

φ(x, z) = 1,

lim
R→∞

inf
z−γ(x)>R

φ(x, z) = 0

となる速度 νの進行波解 φが存在するとしよう．このとき，最大値の原理より，

0 ≤ φ ≤ 1, φz < 0
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が従う．さらに λ ∈ (0, 1)のとき，Γλ := {(x, z)|φ(x, z) = λ}上では，

inf
Γλ

|φz| > 0

である．こうして，

lim
|x|→∞

∣∣∣∣ x

|x|
· ∇γ(x)

∣∣∣∣ = cot α =

√
ν2 − c2

c

が導かれる ([31])．これは，速度 νによって進行波解の形状 φの等高面の漸近的
な傾きが決まることを意味している．また，この収束はN = 2のときは指数的で
あるが，N ≥ 3のときは 1/|x|に比例し，漸近線をもたないことが知られている
([32])．
この角度αによってその進行波の形状にどのような影響がでるであろうか？　

α = π/2では等高面はフラットになり 1次元の進行波解に帰着される．α > π/2

になると，曲率は速度を抑える方向に働くため等高面はどんどん平らになり，等
高線は，自己相似的に拡大する円弧のように振る舞う．これについては，ここ
ではこれ以上詳しく述べないが，文献としてDeckelnick-Elliott-Richardson [14]，
Hamel-Nadirashivili [34] を挙げておく．また，αが π/2より小さいが十分近いと
きに，摂動によって生じる挙動を分岐理論を用いて調べた研究 [35]がある．

6 高次元進行波解 II

前節で扱った 0 < a < 1/2の場合の Allen-Cahn方程式では，正の速度で伝播
する平面波解が存在するので，図 7(a)のように 2つの平面波解をもとに，高次元
進行波解の構成が可能となった．a = 1/2のとき，(2.3)の定数解 u = 0と u = 1

の引き込み領域はバランスし，(5.1)の平面進行波解の速度は 0になり定在波と呼
ばれる定常解になる．そのため，前節のような方法では進行波解を構成できない．
しかし，興味あることに高次元では幾何学的形状に起因して任意の正の速度をも
つ進行波解が存在する．

定理 6.1 ([13]) a = 1/2, N ≥ 2のとき，任意の正の速度 νに対して (5.2),(5.3)

の解 φ∗が存在する．

このような解が存在する原理を理解するため，簡単にその進行波解の存在証明
のアイデアを紹介しておこう．

fε(u) := u(1 − u)
(
u − 1

2
+

ε√
2

)
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とおくと，

ut = ∆u + fε(u) (6.1)

は，定理 5.1の適用でき，任意の εより大きい速度 ν に対して (6.1)の進行波解
φε が存在する．そこで φε(0) = 1/3となるように φεを平行移動しておく．集合
{φε}ε>0は，楕円型方程式の Schauder評価より，ε ↓ 0のとき収束する部分列が
とれ，収束先 φ∗が，(5.1)の進行波解となることが示される（φ∗(0) = 1/3なの
で，これは自明な解ではない）．
さらに，この進行波解の幾何学的形状について以下のようなことがわかって
いる．

定理 6.2 ([13]) a = 1/2, N ≥ 2とする．定理 6.1で構成した速度 νの進行波解
を φ∗とする．

Γ =
{

(x, z) ∈ Rn × R
∣∣∣ φ∗(x, z) =

1

2

}
とおくと，

(i) N > 2 のとき，Γは，漸近的には以下のよう放物面に近づく:

lim
z→∞, (x,z)∈Γ

|x|2

2z
=

n − 1

ν
.

(ii) N = 2 のとき，ある正の定数Aが存在して以下を満たす．

lim
z→∞, (x,z)∈Γ

cosh(2
√

f ′(0) x)√
f ′(0) z

=
A

ν
.

この進行波解の一意性は大変興味深い問題である．実際，ν = 0のときは，次
のDe Giorgiの予想と関係が深い．

De Giorgiの予想 : N ≤ 8のとき，0 ≤ u ≤ 1を満たす方程式

∆u + u(1 − u)

(
u − 1

2

)
= 0

について，xN に関して単調減少な解 uの等高面は超平面となる.

この予想に条件 (5.3)を加えた問題も議論されている ([26])．定理 6.2が意味する
ところは，ν ̸= 0では (5.3)を加えてもこの予想は正しくなく，ν = 0という条件
が本質的であることを示している．なお，最新の結果として，De Giorgiの予想
は Savin [60]により肯定的に解かれたことを述べておく．ところで，この予想の
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中で空間次元に関する仮定があるのは，N ≥ 9 の場合には，超平面以外にもRN

上グラフで表される極小曲面が存在することに起因している ([6])．
さて，u = aは，(5.1)の不安定定数平衡点なので，解の値域を [0, a]または [a, 1]

に制限すると単安定な状況の進行波解も存在する．単安定状況下での高次元進行
波解，全域解については [29, 30, 34]に詳しい．
最後に，高次元の進行波解の研究としてシリンダー領域での進行波解について
簡単に触れておこう．シリンダー領域 Ω = {(x, y) | x ∈ D, y ∈ R}上の反応拡散
方程式 (5.1) の y軸方向に一定速度で動く進行波解 u(x, y, t) = w(x, y − νt)につ
いては，比較的古くから議論されている．境界条件を

w(x, y) = 0 (x ∈ ∂D)

とする．y軸方向の条件として，

lim
y→±∞

w(x, y) = ϕ±(x)

とおくと，
∆′ϕ± + f(ϕ±) = 0

を満たす必要がある．Dが１次元区間で区間幅がある程度以上の場合は，Gardner

[24]によって進行波解の存在が証明されている．また，[64]により，Dが高次元の
領域の場合に拡張されている．もっと一般的な境界条件や非一様な媒体における
進行波解に関しては，Berestycki-Nirenberg [5]，Heinze-Papanicolaou-Stevens[36]

に詳しい．
高次元の反応拡散方程式の解の挙動は，ある極限をとると界面の運動方程式に
帰着される場合が多い．上述の問題も平均曲率流と関係し，また前節の場合は外
力をもつ平均曲率流と関係が深い．外力をもつ平均曲率流の運動として，[14, 50]

を，界面進行波解の安定性の論文として [49]を挙げておく．
高次元の非線形偏微分方程式の解を表現する上で，今後も進行波解は重要な役
割を果たすと思われる．高次元の進行波解のこれからの研究方向と課題をまとめ
ておこう．

(i) 進行波解の一意性と漸近安定性；

(ii) 上述以外の進行波解の構成（特にシステムの場合）；

(iii) いくつかの進行波解の合成による新しい全域解の構成．
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7 その他の話題
最初にも述べたが，進行波解の研究は多岐におよぶ．ここでは次の面白そうな
話題を簡単に紹介しよう．
周期的な環境を考慮するとモデル方程式には周期係数が現れる．理論生物の分
野でShigesada-Kawasaki[57]は，周期的な環境に生物が侵入するとき，その速度が
一様な場合と比べてどのように変化するかを調べるため，周期係数をもつFisher-

KPP方程式を用いて周期的な進行波解の研究を行った．彼らの研究は，数学的に
厳密でなかったが，後にXin [67, 68, 70], Berestycki等の研究 [3, 4]によって数学
的な研究へ発展している．このような周期的進行波解は，境界が周期的に変化す
る無限にのびた帯状領域やシリンダー領域においても生じる．実際，Nakamura

[48], Matano [44]の研究がある．また [44]において概周期の場合を含む非一様な
係数をもつ反応拡散方程式の進行波解の特徴付けもなされている．
ところで，前節の最後の方でも少し述べたが，双安定の反応拡散方程式の場合
には特異極限として界面の運動方程式が導かれる．帯状領域における界面の運動
方程式について，境界の幾何学的形状 (ノコギリ状の境界)と速度の関係を詳しく
調べた興味ある結果がMatano-Nakamura-Lou [45]によって得られている．
退化型拡散をもつ方程式

∂u

∂t
=

∂2um

∂x2
+ u(1 − u)

においてmがm ≥ 2なる整数なら，指数的に u = 0に減少する進行波解のみな
らず，ある点以降は零となる進行波解が存在する．このような退化型の拡散方程
式や，非線形項が退化する零点をもつ場合，さらに移流項がある場合などについ
ても進行波解が研究されている．ここでは文献 [25]を挙げておく．
進行波解の新しい動向としてを変分法を使った研究がある．存在に関する研究
や進行波の速度を変分的に評価する方法の提案と応用（文献 [36, 37]）があり興
味深い．また，ノイズをいれた反応拡散方程式の進行波の研究もあり，応用面か
らのこの方面の研究は注目を浴びている ([68, 69]参照)．
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