
反応拡散近似とその周辺

飯田雅人　　　二宮広和　　　

1 反応拡散近似とは
いくつかの化学物質が拡散しながら反応する場合，その密度分布を表
す方程式として偏微分方程式

(1) ut = D∆u+ F (u)

がよく用いられる．ここで，m,Nを，未知関数の個数，空間の次元とし，
u = u(x, t)はm成分のベクトル値関数，D は非負の成分をもつ対角行
列，∆は x ∈ RN に関するLaplace作用素，F はRmからRmへの滑らか
な関数とする．この方程式は，放物型偏微分方程式になっており，適切な
境界条件と初期条件を与えれば，解の時間に関する局所的な存在は，古
典的な結果から従う．境界条件はいろいろ考えられるが，本稿では，特
に断らない限り，xの変域Ωを境界が滑らかなRN の有界領域とし，斉次
Neumann境界条件（反射壁条件）を課すことにする．この方程式 (1)は，
反応項と拡散項のみからなるため反応拡散系とも呼ばれる．非平衡化学
反応をはじめとして，物理学，生態学や生理学などでも用いられている．
しかし，この方程式は，あまり数学的に美しい形式とは言えない．なぜ
なら，Dがスカラー行列のときは，uの線形変換で (1)の形は不変である
が，Dがスカラー行列でない対角行列のときは，線形変換によってこの
形を保たないからである．一方，このことは，我々の直感と違う現象を
産み出し，後述するTuringの拡散誘導不安定性の一因であり，本稿テー
マの反応拡散近似が考え出されたきっかけでもあった．
簡単な例を考えてみよう．小さなパラメータ ε (> 0) を含む反応拡散系
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において，εを 0に近づけるとき解はどのように振る舞うだろうか？解を
(uε

1, u
ε
2)と書くことにし，(2)において形式的に ε → +0とすれば，uε

1 −
uε
2 → 0が期待できるから，解の形式的な極限を

u∗
j := lim

ε→0
uε
j (j = 1, 2)

とおけば，u∗
1 = u∗

2である．また，wε = uε
1 + uε

2, w
∗ = u∗

1 + u∗
2と定義し，

(2)の第１行と第２行を足し合わせると

wε
t = 2∆uε

2

なので，w∗ = u∗
1 + u∗

2 = 2u∗
2より，

w∗
t = ∆w∗

となることが予想される．従って，uε
1自身はランダムに動いていないに

もかかわらず，u2に変身することにより，u1の移動が可能になっている．
別の言い方をすると，u2が運び屋になっているのである．
一般に，反応項の一部に小さな正のパラメータ εを含む反応拡散系

(3) ut = D∆u+ F (u) +
1

ε
G(u)

を考え，εを 0に近づけるとき解がどのように振る舞うかを調べていきた
い．ただし，G も，Rm から Rm への滑らかな関数としておく．上の例
や図 6, 7, 8（第 3.4節参照）に見られるように，十分小さな εに対する
(3)の解は，(3)そのものからは想像し難い様相を示すことがしばしばあ
る．反応拡散系 (3)の形式的な極限をとってみよう：

εuε
t = εD∆uε + εF (uε) +G(uε)

と変形して，ε → +0とすることにより，形式的には

(4) 0 = G(lim
ε→0

uε)

が得られるから，(3)の解uεはGの零点集合

E := {u ∈ Rm | G(u) = 0}

に収束することが期待できる．この集合を反応平衡集合と呼ぶことにす
る（[17, 47]）．
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(a) ε = 0.001 (b) ε = 0.0001 (c) ε = 0.00001 (d) ε = 0.000001

図 1: N = 1, d1 = 1, d2 = 2, f = g = 0のとき, t = 0.05での (P ε)の εに
伴う解の挙動．実線は u1のグラフで，破線は u2のグラフである．

例えば，第 2.1節で取り上げるような Lotka-Volterra型拡散競争系

(5)

{
u1t = d1∆u1 + (r1 − a1u1 − b1u2)u1, x ∈ Ω, t > 0,

u2t = d2∆u2 + (r2 − a2u2 − b2u1)u2, x ∈ Ω, t > 0

において，特に bj = sj/ε と設定した

(P ε)


u1t = d1∆u1 + f(u1)−

s1
ε
u1u2, x ∈ Ω, t > 0,

u2t = d2∆u2 + g(u2)−
s2
ε
u1u2, x ∈ Ω, t > 0

に対し，パラメータεの小ささに伴う解の形状の変化を例示すると，図1の
ようになる：εを小さくするにつれて，u1とu2のサポートが分離していく
様子が見てとれる．ここで，f, gは，通常，f(u1) = (r1−a1u1)u1, g(u2) =

(r2 − a2u2)u2 のような関数を考えるが，簡単のため f = g = 0としても
よい．ただし，s1, s2, d1, d2 は正の定数，r1, r2, a1, a2は非負の定数とする．
反応拡散系 (2), (5)など本稿で取り扱う具体例は，反射壁境界条件のもと
で，t = 0で各成分が非負なら，t > 0でも各成分が非負となる性質をもっ
ている．以降，特に断らない限り解は非負であると仮定する．このとき，
(P ε)の反応平衡集合 E は２線分からなる．つまり，

{(u1, u2) | u1 ≥ 0, u2 = 0} ∪ {(u1, u2) | u1 = 0, u2 ≥ 0}

である．この E は原点で滑らかでないので，密度 u1, u2のフラックスが
極限では不連続性をもつ．その結果，ε → +0 のとき自由境界が現れ，極
限問題は２相 Stefan問題に帰着されることを，第 2.1節で説明する．こ
れは，２相 Stefan問題は，拡散競争系 (P ε)で近似されることを意味して
いる．
このように反応拡散系でない偏微分方程式系を反応拡散系で近似する

ことを反応拡散近似という．反応拡散近似は，特異摂動問題の一種であ
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るが，反応拡散系で表される方程式の集合の境界を求めることに対応し
ている．なお，(4)は必ずしも成り立たないことに注意しておく．例えば，

ut = ∆u+
1

ε
(u− u3)

では，E = {−1, 0, 1}であり，εが十分小さいと，遷移層という急激に uε

の値が変化する部分が現れて，uε(·, t) は−1と 1をつなぐ階段状の関数
に近くなり，遷移層上では，Eに値を取らなくなる．その遷移層の構造や
運動については，西浦 [50]を参照されたい．
次節以降では，集合 E が常微分方程式系

(6) ut = G(u)

の (中立)安定平衡解のみからなる場合を考え，反応拡散系 (3)とその極
限の関係を見ていこう．一般的な理論はまだ構築されていないので，例
を挙げながら，反応拡散系の極限方程式と反応平衡集合の関係を説明し
ていく．

2 反応拡散近似の諸相
2.1 競争系とStefan問題
前節で取り上げた Lotka-Volterra型拡散競争系 (P ε)を詳しく説明しよ
う．(P ε)では u1, u2は競争関係にある 2つの生物種の個体群密度に対応
し，a1 と a2 は種内競争係数に対応し，s1/ε と s2/ε は種間競争係数に対
応するので，ε → +0は種間競争係数が非常に大きい場合を考えることに
相当する．２種の競争が激しいので排他原理が働き，同じ場所で共存す
るのは難しくなる．つまり，領域が２つの生息域に分離される（図 1参
照）．では，その生息域は，どのように時間発展するのであろうか？
(P ε)の境界条件，初期条件として，

∂u1

∂ν
=

∂u2

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u1(x, 0) = u01(x), u2(x, 0) = u02(x), x ∈ Ω

の場合を考える．ここで，νは ∂Ωの外向き単位法線ベクトルである．初
期関数 (u01, u02)は，

u01, u02 ∈ C(Ω), u01 ≥ 0, u02 ≥ 0,

{x ∈ Ω | u01 > 0} ∩ {x ∈ Ω | u02 > 0} = ∅
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をみたし，u01 = u02 = 0となる点 x ∈ Ωの集合はN − 1次元の超曲面を
なしているとする．これらの初期関数についての条件は，実際にはもう
少し弱くとることができるが，簡単のため，本稿では上のように仮定し
ておく．

定理 1 (Dancer・Hilhorst・三村・Peletier [9, Lemmas 3.1・3.4])

T > 0を任意の正数としてQT := Ω×(0, T )と定義する．(P ε)の解 (uε
1, u

ε
2)

は，ε → +0のとき，

uε
1 −→ u1 := s1w

+, uε
2 −→ u2 := s2w

−

と L2(QT )強収束する．ここで，

r+ := max(r, 0), r− := −min(r, 0)

と定義した．さらに，w は，

(7) d(r) := d1r
+ − d2r

−, h(r) =
f(s1r

+)

s1
− g(s2r

−)

s2

を用いて表される以下の問題 (P )の弱解となっている．

(P )


wt = ∆d(w) + h(w) in Ω× R+,

∂d(w)

∂ν
= 0 on ∂Ω× R+,

w(·, 0) = w0 :=
u01

s1
− u02

s2
in Ω.

この定理では，Neumann境界条件を考えたが，その代わりに

u1 = mε
1, u2 = mε

2, x ∈ ∂Ω, t > 0

と境界での分布を与えるDirichlet境界条件の場合も，本質的に同じよう
に扱うことができる (Crooks 他 [6]参照)．
反応拡散系 (P ε)は２成分 uε, vε の系なのに，その極限は１成分 w =

u1/s1 − u2/s2の系 (P )に縮約されている．しかしながら，この極限では，
各時刻 tにおいて，集合 {x ∈ Ω | w(x, t) = 0}によって領域Ωが u1 > 0

の領域と u2 > 0の領域の２つに分離され，それぞれの領域も時間と共に
変化するので，(P )の実態は自由境界問題である．異なる２相における熱
伝導方程式の一般系であり，Stefan問題の一種と言える．ただし，自由
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境界での境界条件は，弱形式での表現に隠れているので，強形式に書き
直して自由境界条件を陽に導き出そう．
極限問題 (P )の弱解をwとし，任意の時刻 t ∈ [0, T ]に対して，w(·, t) >

0となる領域，w(·, t) < 0となる領域をそれぞれΩ1(t),Ω2(t)と定義し，両
者の界面

Γ(t) := Ω\(Ω1(t) ∪ Ω2(t)) = {x ∈ Ω | w(x, t) = 0}

は超曲面になっているとする．詳細は述べない（例えば，Hilhorst 他 [15,

Proof of Theorem 3.7]を参照）が，弱解や界面がある程度滑らかなとき，
部分積分を行うことにより，u1, u2 は

(P ∗)



u1t = d1∆u1 + f(u1) in Q1 :=
∪

t∈[0,T ] Ω1(t)× {t},

u2t = d2∆u2 + g(u2) in Q2 :=
∪

t∈[0,T ] Ω2(t)× {t},

u1 = u2 = 0 on Γ :=
∪

t∈[0,T ] Γ(t)× {t},
d1
s1

∂u1

∂n
= −d2

s2

∂u2

∂n
on Γ,

∂u1

∂ν
=

∂u2

∂ν
= 0 on ∂Ω× [0, T ],

および初期条件

u1(x, 0)

s1
=

(
u01(x)

s1
− u02(x)

s2

)+

,
u2(x, 0)

s2
=

(
u01(x)

s1
− u02(x)

s2

)−

, x ∈ Ω

を満たしていることがわかる．ここで，n はΓ(t)のΩ1(t)からΩ2(t)への
単位法線ベクトルとする．u1 と u2 は界面 Γ(t) で 0となり連続であるが，
導関数 ∂u1/∂n, ∂u2/∂nは不連続になる．このような遷移層はコーナー層
と呼ばれる. この極限問題は，２相 Stefan問題と近いが，潜熱が 0になっ
ている．そこで，潜熱が正の２相 Stefan問題を反応拡散系により近似で
きないかという疑問が生じる．
この疑問に答えるために，まず潜熱付きの２相 Stefan問題を弱形式で
表そう．d(r), h(r) は，(7) で与えられたものとし，系の状態を反映する
関数

φλ(r) = (r − λ)+ − r−
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を導入すると，潜熱 λをもつ２相 Stefan問題は，

(Q)


wt = ∆d(φλ(w)) + h(φλ(w)) in Ω× R+,

∂d(φλ(w))

∂ν
= 0 on ∂Ω× R+,

w(·, 0) = u01

s1
− u02

s2
+ λH

(u01

s1
− u02

s2

)
in Ω

となる．ここで，HはHeaviside関数とした．
先の疑問に戻る： uε

1の生息域を表現する新しい成分 uε
3を導入し，3成

分の反応拡散系

(Qε)



u1t = d1∆u1 + f(u1)−
s1
ε
u1u2 −

λs1
ε

(1− u3)u1, (x, t) ∈ Ω× R+,

u2t = d2∆u2 + g(u2)−
s2
ε
u1u2 −

λs2
ε

u3u2, (x, t) ∈ Ω× R+,

u3t =
1

ε
(1− u3)u1 −

1

ε
u3u2, (x, t) ∈ Ω× R+,

∂u1

∂ν
=

∂u2

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× R+,

u1(x, 0) = u01(x), u2(x, 0) = u02(x), u3(x, 0) = H
(u01

s1
− u02

s2

)
, x ∈ Ω

を考えよう．ここで λは非負の定数で，潜熱に対応する係数であること
があとでわかる．初期条件には，0 ≤ u03 ≤ 1以外には定理 1と同様の条
件を課す（{(u1, u2, u3) | u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, 0 ≤ u3 ≤ 1}は (Qε)に対する
(6)の正不変領域である）が，詳細は省略する．

定理 2 (Hilhorst・飯田・三村・二宮 [15, Theorem 3.6][16, Theorem 1.1])

(Qε)の解 (uε
1, u

ε
2, u

ε
3) は，ε → +0 のとき，

uε
1 −→ u1, uε

2 −→ u2, uε
3 −→ u3

と L2(QT )強収束する．さらに，(Q)の弱解をwとすると，極限関数は，

u1 = s1(w − λ)+, u2 = s2w
−, u3 =

w − φλ(w)

λ

をみたす．
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定理 1 は 定理 2の λ = 0とした場合になっている．また，定理 2にお
いても，３成分 uε

1, u
ε
2, u

ε
3の系 (Qε)が１成分w = u1/s1 − u2/s2 + λu3の

系 (Q)に縮約されてはいるが，(Q)の実態は，定理 1 と同様に自由境界
問題であり，強形式にすることにより，自由境界条件を陽に表すことが
できる．弱解wに対して (P )と同様に φλ(w(·, t)) > 0, φλ(w(·, t)) < 0の
領域をそれぞれΩ1(t), Ω2(t)および

Γ(t) = Ω\(Ω1(t) ∪ Ω2(t)) = {x ∈ Ω | 0 ≤ w(x, t) ≤ λ}

と定め，初期値，界面 Γ(t)の滑らかさを仮定すると，極限関数 u1 と u2

は (P ∗) の
d1
s1

∂u1

∂n
= −d2

s2

∂u2

∂n
on Γ

を
λVn = −d1

s1

∂u1

∂n
− d2

s2

∂u2

∂n
on Γ

に差し替えた自由境界問題 (Q∗)をみたす．ここで，Vnは，Ω1(t)からΩ2(t)

向きの Γ(t)の法線速度である．さらに，

Γ(0) =

{
x ∈ Ω

∣∣∣∣ u01(x)

s1
=

u02(x)

s2

}
が成り立つ．uε

3 は，界面で不連続的な遷移層をもつが，uε
1,u

ε
2 はコーナー

層をもち，界面でも連続である．uε
3が uε

1のなわばりを表す関数のように
なっており，uε

2が uε
1のなわばりを侵食するときには uε

3と uε
2の間で，uε

1

が uε
2のなわばりを侵食するときには 1 − uε

3と uε
1との間で，それぞれ侵

食コストとして “潜熱”が発生するようになっている．
定理 1,2における収束の速さについては，以下の結果を紹介しておく.

定理 3 (村川 [45, 44]) (uε
1, u

ε
2, u

ε
3) を (u01, u02, u03)を初期値とする (Qε)

の解とし，wε := uε
1/s1 −uε

2/s2 +λuε
3と定める．λ = 0のときは，(uε

1, u
ε
2)

を (u01, u02)を初期値とする (P ε)の解とし，wε := uε
1/s1 − uε

2/s2と定め
る．このとき，λに依存しない正の定数 C が存在して，

∥uε
1 − u1∥L2(QT ) + ∥uε

2 − u2∥L2(QT ) + ∥wε − w∥L∞(0,T ;(H1(Ω))∗)

≤ C
(
ε1/4 + ∥wε(·, 0)− w(·, 0)∥L2(Ω)

)
が成り立つ．

(P ε)の解の漸近形を調べた研究として，飯田他 [22]を挙げておく．
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2.2 交差拡散系
ランダムに運動する個体の密度分布は，拡散方程式で記述される．こ
れに，競争効果を加えたのが，拡散競争系 (5)である．しかし，多くの生
物においては，その個体はランダムに運動するとは限らない [28]．このと
き，運動がランダムウォークではないので，(5)では，記述できない．運
動の遷移確率を導入することにより，個体群密度 nの方程式は，以下の
３つに分類される:

(i) 点Aから出発し点Bに到着する遷移確率と点Bから出発し点Aへ
到着する遷移確率が等しい場合 (neutral transition):

nt = ∇(D(x)∇n)

(ii) 遷移確率が出発点にのみ依存する場合 (repulsive transition):

nt = ∆(D(x)n)

(iii) 遷移確率が到着点にのみ依存する場合 (attractive transition):

nt = ∇
[
D(x)2∇

(
n

D(x)

)]
.

詳細は，ここでは述べないので，大久保 [51, §5.4]を参照してほしい．遷
移確率が，栄養や光・熱などの環境に依存することはよく見受けられる．
その場合，出発点に依存すると考えるのが自然である．すると，(5)は，
(ii)に基づいて変形される．その一つとして，(5)の d1∆u1 や d2∆u2を
∆[D1(x)u1]や∆[D2(x)u2]に置き換えることが考えられる．ここで，Di(x)

は，uiの位置xにおける運動性 (motility)を表している ([55, §4.2.3]参照).

Di(x)がより大きいところでは，より多くの ui が離れようとする傾向を
もっている ([51]). 重定・川崎・寺本 [52]は，これを種間の環境圧力と考
え，Di(x) を種の密度に依存した関数に置き換えることにより，競争種の
空間的棲み分け現象を説明しようとし，
(8){

w1t = ∆[(d1 + αw2)w1] + (r1 − a1w1 − b1w2)w1, x ∈ Ω, t > 0,

w2t = ∆[(d2 + βw1)w2] + (r2 − b2w1 − a2w2)w2, x ∈ Ω, t > 0

という方程式を導入した．ここで，uiをwiに改めている．この方程式は，
競争２種の交差拡散系と呼ばれ，α, β は，交差拡散圧力を表す非負の定
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数で，交差拡散係数と呼ばれる. (8) は，準線形放物型偏微分方程式で，
解の局所的存在は，Amann [1]による．解の大域的存在についても研究さ
れているが，部分的にしか証明されていない．例えば，Lou 他 [34], Choi

他 [4]を参照されたい．空間的棲み分けの視点から (8)の定常問題を扱う
には，主に分岐理論 ([38]), 特異摂動法 ([39, 26, 35]), 楕円型偏微分方程
式論 ([33]) の３つの方法が挙げられる．これらの結果から，(8)の定常解
の構造は，パラメータに大きく依存しており，交差拡散効果を導入した
ことによって大変複雑になっていることがわかる．
反応拡散近似の視点は (8)の交差拡散効果に対する理解の深化にも役立
つ．まず，遷移確率が出発点に依存する簡単な方程式に戻ろう．空間非一様
な媒体を運動する生物種を考えよう．空間非一様性をV (x) (0 ≤ V (x) ≤ 1)

で与え，(ii)を用いると密度分布 nは以下をみたすと考えられる:

(9)


nt = ∆

[(
d+ αV (x)

)
n
]
, x ∈ Ω, t > 0,

∂n

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

n(0, x) = n0(x), x ∈ Ω.

ここで，d+ αV (x) は，xにおける運動性を表している ([51, 52]参照).

(d+ αV (x))n = d · {1− V (x)}n+ (d+ α) · V (x)n

なので，n を n1 := {1− V (x)}n と n2 := V (x)n に分解すると, (9) は

(n1 + n2)t = ∆ [dn1 + (d+ α)n2]

と表される．これは，(9)で決定されるnが，運動性 dのn1 と運動性 d+α

の n2 の和で表されることを意味している．つまり，n1は，あまり運動し
ないインアクティブな状態の密度分布に対応し，n2は，よく運動するア
クティブな状態の密度分布に対応し，nの方程式はそれらの和で表され
ている．しかし，n1の方程式と n2の方程式に分離することはできない．
そこで，各個体が，インアクティブな状態とアクティブな状態の２状態
を適度に切り替えていると考え，その２状態を切り替える確率が，環境
要因 V (x)に応じて変化すると仮定しよう．h2→1(x)をアクティブな状態
からインアクティブな状態に，h1→2(x)をインアクティブな状態からアク
ティブな状態に切り替える確率とする．２状態間の切り替えは瞬時に行
われると仮定し，比例係数として 1/ε（εは小さな正の数）を導入すると，
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n1と n2に関する方程式は，以下のように記述される．

(10)


n1t = d∆n1 +

1

ε
[h2→1(x)n2 − h1→2(x)n1],

n2t = (d+ α)∆n2 +
1

ε
[h1→2(x)n1 − h2→1(x)n2].

次に，V (x)と h1→2, h2→1の関係を調べよう．(10)の２式を加え，n =

n1 + n2を用いると

nt = ∆ [dn1 + (d+ α)n2] ,

n2t = (d+ α)∆n2 +
1

ε

[
h1→2(x)n−

(
h1→2(x) + h2→1(x)

)
n2

]
となる．第２式において，ε → +0とすると，形式的には

n1 =
h2→1(x)

h1→2(x) + h2→1(x)
n, n2 =

h1→2(x)

h1→2(x) + h2→1(x)
n

が得られる．従って，n がみたす極限方程式は

nt = ∆

[(
d+ α

h1→2(x)

h1→2(x) + h2→1(x)

)
n

]
となり，V (x) = h1→2(x)/{h1→2(x) + h2→1(x)} となっていれば，極限方
程式は (9)と等しくなる．この形式的な計算は，遷移確率が出発点に依存
する運動がランダムウォークと状態切り替えによって表現できることを
意味している．
この方法を (8)に適用しよう．簡単のため，β = 0とする．1つの種 w1

をインアクティブな状態とアクティブな状態の２状態に分割する．それ
ぞれの密度分布を u1(x, t), u2(x, t)としよう．また，w2 を u3(x, t)と書く
ことにすると，(w1, w2)を近似するような (u1, u2, u3)に関する反応拡散
系を構築できる．解の有界性

(11) 0 ≤ w1(x, t) ≤ M1, 0 ≤ w2(x, t) ≤ M2, x ∈ Ω, 0 ≤ t ≤ T

を仮定しよう．すると，

d1 ≤ d1 + αw2(x, t) ≤ d1 + αM2

となる．n, n1, n2, d, d + α, V を w1, u1, u2, d1, d1 + αM2, w2/M2 と読
み替え，２状態の切り替え確率 h1→2, h2→1 を，u3(x, t) の関数とみなす
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ことにより，反応拡散系は
(12)

u1t = d1∆u1 + f1(u1, u2, u3) +
1

ε
[h2→1(u3)u2 − h1→2(u3)u1],

u2t = (d1 + αM2)∆u2 + f2(u1, u2, u3) +
1

ε
[h1→2(u3)u1 − h2→1(u3)u2],

u3t = d2∆u3 + f3(u1, u2, u3), x ∈ Ω, t > 0

となる．ただし，
f1(u1, u2, u3) = [r1 − a1(u1 + u2)− b1u3]u1,

f2(u1, u2, u3) = [r1 − a1(u1 + u2)− b1u3]u2,

f3(u1, u2, u3) = [r2 − b2(u1 + u2)− a2u3]u3

を用いた．特に，

h2→1(s) = 1− s

M2

, h1→2(s) =
s

M2

ととることにより，(12)は，交差拡散系
(13)

w1t = ∆[(d1 + αw2)w1] + (r1 − a1w1 − b1w2)w1, x ∈ Ω, t > 0,

w2t = d2∆w2 + (r2 − b2w1 − a2w2)w2, x ∈ Ω, t > 0,

∂w1

∂ν
=

∂w2

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

w1(x, 0) = w01(x), w2(x, 0) = w02(x), x ∈ Ω

の反応拡散近似となっていることが推察される．
次に，h1→2と h2→1の条件について考えよう．これらは，

(14) h1→2(s) ≡
(
h1→2(s) + h2→1(s)

) s

M2

, s ∈ [0,M2]

をみたせばよいだけであるので，比 h2→1(s)/h1→2(s) は (14)より一意的
に決まるが，取り方には自由度がある．例えば，

(i) h1→2(u3) :=
u3

M2

, h2→1(u3) := 1− u3

M2

(ii) h1→2(u3) :=
u3

M2 + u3

, h2→1(u3) :=
M2 − u3

M2 + u3

などが挙げられる．また，
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(iii) h1→2(u3) :=
φ(u3)

1 + φ(u3)
, h2→1(u3) :=

1

1 + φ(u3)

(iv) h1→2(u3) := φ(u3), h2→1(u3) := 1

の場合の極限方程式は，ともに w1t = ∆

[(
d1 +

αM2φ(w2)

1 + φ(w2)

)
w1

]
+ (r1 − a1w1 − b1w2)w1, x ∈ Ω, t > 0,

w2t = d2∆w2 + (r2 − b2w1 − a2w2)w2, x ∈ Ω, t > 0

であるが，特にφ(s) = s/M2のとき得られた極限方程式は，w2が小さい
とき，(13)に近い方程式になっているので，(iii),(iv)とも交差拡散効果を
産み出すしくみとみなしてよい．
以上は形式的な計算であるが，(12)の解が (13)の解の近似となってい
ることが解析的に示されている．

定理 4 (飯田・二宮 [23, Theorem 1.1], 飯田・三村・二宮 [20, Theorem 1])

(w1, w2) を初期値 (w01, w02)に対する交差拡散系 (13)の解とし，Ω× [0, T ]

上滑らかとする．また，(11) となるM1(≥ r1/a1), M2(≥ r2/a2)がとれる
と仮定する．h1→2，h2→1は， s ∈ [0,M2]に対し，(14)および

h1→2(s) ≥ 0, h2→1(s) ≥ 0, h1→2(s) + h2→1(s) > 0(15)

をみたすとする．さらに，反応拡散系 (12)に対する初期値 (u01, u02, u03)

がΩ上

u01(x) ≡
{
1− w02(x)

M2

}
w01(x), u02(x) ≡

w02(x)

M2

w01(x), u03(x) ≡ w02(x)

をみたすとする．(12)の解 (uε
1, u

ε
2, u

ε
3) = (uε

1(x, t), u
ε
2(x, t), u

ε
3(x, t)) が 0 <

ε ≤ ε0のとき Ω× [0, T ]上

(16) |uε
1(x, t)|+ |uε

2(x, t)|+ |uε
3(x, t)| ≤ M0

をみたす正定数 ε0，M0が存在すると仮定する．このとき，(uε
1 + uε

2, u
ε
3)

と (w1, w2) の差は，0 < ε ≤ ε0 のとき以下のように評価できる．
sup

t∈[0,T ]

∥uε
1(·, t) + uε

2(·, t)− w1(·, t)∥L2(Ω) ≤ Cε,

sup
t∈[0,T ]

∥uε
3(·, t)− w2(·, t)∥L2(Ω) ≤ Cε.

ここで C = C(w1, w2, ε0,M0, T ) は εによらない定数である.
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この定理は，交差拡散のような複雑な拡散もランダムウォークと反応
によって生成できることを意味している．この証明は，本質的に [23]に
基づいており，[20]で拡張している．方程式系 (13)や (12)は，Lyapunov

関数をもつように見えないが，エネルギー関数を構成することにより証
明している．また，有界性 (16)を仮定する代わりに，一様Lipschitz連続
性を仮定することも可能である．村川 [44]は，一様 Lipschitz連続性を仮
定して，両方の種に交差拡散効果が入った方程式系の反応拡散近似を行っ
ている．
次に定常解に関する結果を紹介しよう．

定理 5 (出原・三村 [25, Theorem 2]) (w1, w2) を (13)のなめらかな定
常解とし（存在するとして），その定常解のまわりの線形化作用素が
(W 2,p(Ω))2から (Lp(Ω))2への全単射になっていると仮定する．このとき，
正数 ε0,Cが存在して，0 < ε < ε0のとき

∥w1 − (uε
1 + uε

2)∥W 2,p(Ω) + ∥w2 − uε
3∥W 2,p(Ω) ≤ Cε

をみたす (12)の定常解 (uε
1, u

ε
2, u

ε
3)が唯一つ存在する．

2.3 反応平衡集合
ここまでの例を踏まえ，反応拡散近似をどの程度一般化できるかとい
うことを考えてみよう．
まず，前掲の例 (P ε) と (Qε) に関連する基本的な例として，

(Rε)


u1t = d1∆u1 −

1

ε
u1u2 in Ω× R+,

u2t = −1

ε
u1u2 in Ω× R+

の反応平衡集合

ERε = {(u1, 0) | u1 ≥ 0} ∪ {(0, u2) | u2 ≥ 0}

を考えよう（図 2）．明らかに ERε は適当な１次元線形空間上の関数のグ
ラフと見なせる．
前掲の (P ε)に対する反応平衡集合

EP ε = {(u1, 0) | u1 ≥ 0} ∪ {(0, u2) | u2 ≥ 0}
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(a) 反応平衡集合 ERε (b) ε = 0.00001のときの解の様子

図 2: (Rε)の反応平衡集合 Eと解のスナップショット．(a) 実線が (Rε)の
反応平衡集合 ERε を表し，破線は反応平衡集合の射影 PERε を表してい
る．(b) 実線は u1のグラフで，破線は u2のグラフである．

および，(Q(ε))に対する反応平衡集合

EQε = {(u1, 0, 1) | u1 ≥ 0}∪{(0, 0, u3) | 0 ≤ u3 ≤ 1}∪{(0, u2, 0) | u2 ≥ 0}

も適当な１次元線形空間上の関数のグラフと見なせる（図 3参照）．
反応平衡集合 Eと極限系の関係について考えてみよう．同一の Eに対
応するGは複数存在するので，対応する極限系は異なり得る．例えば，
(P ε)を変形して，

u1t = d1∆u1 −
s1
ε
um1
1 um2

2 , x ∈ Ω, t > 0,

u2t = d2∆u2 −
s2
ε
um3
1 um4

2 , x ∈ Ω, t > 0

としよう．mj = 1 (j = 1, . . . , 4)のときが，(P ε)であるが，mj > 0なら，
値によらずEは変化しない．しかし，例えば，m1 = m4 = 2,m2 = m3 = 1

のときは，正値解 (u1, u2)が (0, 0)に収束することが比較原理から示され
る．また，d1 > 0, d2 = 0,m1 = m2 = m4 = 1,m3 = 2のときは，Vn = 0

となり界面が移動しないことがわかる ([21]参照)．このように，極限系
は，Eの情報だけでは決まらず，常微分方程式系 (6) の解の時間大域的挙
動にも左右される．
これらの事実に留意し，m次元ベクトル値関数 u = uε(x, t) に対する

反応拡散系 (3)の ε → +0における極限を次のように記述してみよう．ラ
ンク m0(< m) の適当なm次正方行列 P であって，任意の u に対して

PG(u) = 0
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(a) (P ε)の反応平衡集合 (b) (Qε)の反応平衡集合

図 3: 反応平衡集合Eの様子．実線が (P ε), (Qε)の反応平衡集合EP ε , EQε

をそれぞれ表し，破線は反応平衡集合の射影PEP ε , PEQεを表している．

をみたすものが存在し，(3)の反応平衡集合 EがPRm（の一部）におい
て定義されるm0次元関数hのグラフとして表せる状況を想定しよう．こ
のとき， lim

ε→+0
uε が形式的には E 内に値をとるから，w = P ( lim

ε→+0
uε)と

おくと， lim
ε→+0

uε = w + h(w)が成り立つ．したがって，(3)の両辺にP

を掛けて，ε → +0とすると，形式的には

(17) wt = ∆PD(w + h(w)) + PF (w + h(w)), x ∈ Ω, t > 0

が得られる．これが (3)の ε → +0における極限であり，m0次元線形空
間PRmに値をとる独立変数wが満たすはずの非線形偏微分方程式系で
ある．
例えば，(Rε)では，極限関数 u1 := lim

ε→+0
uε
1, u2 := lim

ε→+0
uε
2 に対して

w = u1 − u2 とおくと，(u1, u2) ∈ ERεだから ε → +0の極限では (Rε)は

(R) wt = ∆d(w) in Ω× R+

に縮約される．ただし，d(r) := d1r
+ を用いた．この例では，

D =

(
d1 0

0 0

)
, F (u) = 0,

であり，極限問題 (17)における行列 P のランク m0 は 1 である：実際，

P =
1

2

(
1 −1

−1 1

)
, w =

w

2

(
1

−1

)
, h(w) =

|w|
2

(
1

1

)
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とおけば，

PD(w + h(w)) =
d(w)

2

(
1

−1

)
, w + h(w) =

(
w+

w−

)

だから，(17)は (R)そのものと見なしてよい．さらに，極限問題 (R)は
適当な初期条件の下で，(P )及び (Q)と同様に，潜熱が λ の１相 Stefan

問題の弱形式と見なすことができる： 実際，w(x, t) > 0の領域を Ω1(t)

と表し，Γ(t) = ∂Ω1(t) \ ∂Ωと定め，正の定数 λに対して極限関数 u2の
初期条件を

u02(x) =

{
0, x ∈ Ω1(0),

λ, x ∈ Ω \ Ω1(0)

と設定し，極限関数 u1の初期値と界面Γの適当な滑らかさを仮定すると，
u1と Γは

(R∗)


u1t = d1∆u1 in Q1 :=

∪
t∈[0,T ] Ω1(t)× {t},

u1 = 0 on Γ :=
∪

t∈[0,T ] Γ(t)× {t}, ,

λVn = −d1
∂u1

∂n
on Γ

をみたすことがわかる（[12],[13]）．ただし，nは ∂Ω1(t)の外向き単位法
ベクトルである．
(P ε)については，次の (Qε)と同様に計算できるので省略する．
(Qε)では，

D =

 d1 0 0

0 d2 0

0 0 0

 , F (u) =

 f(u1)

g(u2)

0

 , m0 = 1

であり，w = u1/s1 − u2/s2 + λu3および

P =
1

2


1 −s1

s2
s1λ

−s2
s1

1 −s2λ

1

s1λ
− 1

s2λ
1

 , w =
w

2


s1

−s2
1

λ

 , h(w) =


s1(|w − λ| − λ)

2
s2|w|
2

|w| − w + λ− |w − λ|
2λ


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とおけば，

PD(w+h(w)) =
d(φλ(w))

2


s1

−s2
1

λ

 , w+h(w) =


s1(w − λ)+

s2w
−

w − (w − λ)+ + w−

λ


となる．こうして (17)は (Q)に等しくなり，潜熱 λの２相 Stefan問題
(Q∗)の弱形式と見なせることがわかる．
ところで，反応平衡集合Eの射影先のパラメータwの方程式 (17)にお
いては，拡散項が，Eの形状を表す関数 h(w)を用いて表現されるため，
上記３つの例 (P ε),(Qε),(Rε)のように，h(w)の導関数が連続でない場合
には，領域内部でw(x, t)に何らかの特異性が生じる： すなわち，Eの “

角”が自由境界として現れる．例えば (P ε)と (Rε)では，u1 = u2 = 0が自
由境界として現れている．それに対して (Qε)では，(u1, u2, u3) = (0, 0, 1)

に対応する自由境界と (u1, u2, u3) = (0, 0, 0)に対応する自由境界が考え
られるが，実際には，２つの自由境界が重なって１つの自由境界として
現れている．ここで，(17)における PD(w + h(w))のwに関する導関
数 d(w)を反応平衡集合上の “拡散係数”と呼ぶことにしよう．図 2-3に
は，反応平衡集合上の拡散係数 d1, d2(, d3)も表示してある： EP ε では至
る所で拡散係数が正であるのに対し，EQεとERεには拡散係数が 0になる
点が連続的に分布している．両者のこの違いは，自由境界が「コーナー
層として現れるか」「遷移層として現れるか」の違いを反映している．
上記３例では，反応平衡集合上の拡散係数が区分的に定数になったが，

前節で紹介した交差拡散系を近似する反応拡散系 (12)では，拡散係数が
反応平衡集合上で連続的に値を変えることがわかる．ただし，(12)につ
いて詳細を記すと煩雑になるので，同様の性質をもつ明快な例として，多
孔質媒体中の拡散方程式を考えてみよう．k > 1として

(S∗) wt = d1∆wk in Ω× R+

は多孔質媒体流と呼ばれる．この方程式の反応拡散近似は，村川 [44]に
よって研究されている．この論文では，(S∗)の近似として，反応拡散系

(Sε)


u1t = d1∆u1 −

1

ε

{
u1 − (u1 + u2)

k
}

in Ω× R+,

u2t =
1

ε

{
u1 − (u1 + u2)

k
}

in Ω× R+
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u1

u2

図 4: 多孔質媒体流 (Sε)の反応平衡集合と (6)の正不変領域．

を導入している．この反応平衡集合は，

ESε = {(u1, u2) | u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, u1 = (u1 + u2)
k}

であり，図 4のようになる．特に，ESε上の拡散係数は，d1k(u1 + u2)
k−1

と見なせるため，ESε上で連続的に値を変えることがわかる．ただし，こ
の例では，ESεを表す関数h(w)の導関数が連続ではあるものの，ESεの
端点 u1 = u2 = 0において拡散係数が退化するために，多孔質媒体流 (S∗)

には自由境界（解の台の境界）が現れることに留意しよう．因みに，交
差拡散系 (13)の近似 (12)では，反応平衡集合の至る所で拡散係数が連続
かつ非退化であり，交差拡散系 (13)では自由境界が現れない．
ここまでの例 (P ε), (Qε), (Rε), (Sε)はすべて，反応平衡集合が１次元

の関数のグラフと見なせたが，次の例は，反応平衡集合が２次元の関数
のグラフになる：反応拡散系

(T ε)



∂u1

∂t
= d1∆u1 + f1(u1, u2, u3)−

1

ε
u1u2u3, x ∈ Ω, t > 0,

∂u2

∂t
= d2∆u2 + f2(u1, u2, u3)−

1

ε
u1u2u3, x ∈ Ω, t > 0,

∂u3

∂t
= d3∆u3 + f3(u1, u2, u3)−

1

ε
u1u2u3, x ∈ Ω, t > 0,

∂u1

∂ν
=

∂u2

∂ν
=

∂u3

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0
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u1
u2

u3

u1
u2

u3

E1

E3

E2

(a) 反応拡散系 (T ε)の反応平衡集合 (b) 反応拡散系 (P ε
m)の反応平衡集合

図 5: 反応平衡集合 Eの様子．

の反応平衡集合

ET ε = {(u1, u2, 0) | u1 ≥ 0, u2 ≥ 0} ∪ {(0, u2, u3) | u2 ≥ 0, u3 ≥ 0}
∪{(u1, 0, u3) | u1 ≥ 0, u3 ≥ 0}

は，図 5(a)のようになる．この集合は，2次元のグラフで表現できるが，
そのグラフは微分が不連続な点を含むので，界面が生成されることが期
待される．村川 他 [47]では，極限方程式の弱形式の導出に成功している
が，３つの自由境界が同時に存在するため，強形式の自由境界問題の導
出には至っていない．
ところで，反応平衡集合が，１次元にはなるが，適当な関数のグラフ

と見なせない例もある．実際，方程式系

(P ε
m)


uit = di∆ui + fi(ui)−

1

ε

∑
j ̸=i

aijujui (x ∈ Ω, t > 0, i = 1, · · · ,m),

∂ui

∂n
= 0 (x ∈ ∂Ω, t > 0, i = 1, · · · ,m)

の反応平衡集合

EP ε
m
=

m∪
i=1

{(0, · · · , 0, ui, 0, · · · , 0) | ui ≥ 0}

は，例えばm = 3の場合には図 5(b)のようになるので，関数のグラフと
して表現することはできない．そのため，極限方程式の導出が難しくな
る．この方程式の解の極限が存在することは，Hilhorst 他 [16]で示され
ている．この方程式系は，(P ε)の拡張系であるが，(Qε)に対する同様な
拡張系 (Qε

m)に対して，ε → +0のとき解が L1収束することが示されて
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いる．しかし，EP ε
m
からもわかるように原点での取り扱いが難しくなる．

これは接合点となっているため，極限関数がみたす方程式系は，まだ導出
されていない．反応平衡集合が単位球のときは，調和写像になる．Keller

他 [31]の研究を挙げておく．
このように反応平衡集合から，ある程度極限方程式を想像できる．逆
に，極限方程式を決めると，それを極限とするような反応拡散系を作るこ
ともできるが，「どのような方程式系が反応拡散近似が可能であるか，あ
るいは反応拡散近似できないか？」という問題は，Stefan問題等一部の
方程式を除いて，まだわかっていない．

3 応用
3.1 交差拡散誘導不安定性とTuringの拡散誘導不安定性

との関係
ここでは，パターン形成への応用を考えよう．Turingの拡散誘導不安
定性 [56]と呼ばれるパターン形成に重要なメカニズムがある. 常微分方程
式系の安定な定数定常解が，拡散効果を加えることによって不安定な定
常解となり，空間規則的な非定数定常解が現れる現象である．この現象
は，速く拡散する抑制因子と遅く拡散する活性因子によって形成される.

活性因子の存在によって活性因子は局所的に増殖する．しかし，抑制因
子は，活性因子より速く拡散して活性因子がまだ多くない場所では，活
性因子の増殖を抑えることができる．そのため，適切なサイズが選択さ
れ周期的な非一様パターンが形成される．
先に挙げた競争系において，競争が弱いとき，つまり，

b1
a2

<
r1
r2

<
a1
b2
,

の条件下で，拡散競争系 (5)を考えよう．この場合，拡散のない競争系
では，

(e1, e2) =

(
a2r1 − b1r2
a1a2 − b1b2

,
−b2r1 + a1r2
a1a2 − b1b2

)
が安定定常解として存在し，(0, 0), (r1/a1, 0) と (0, r2/a2)の３つが不安
定定常解として存在している．この場合に，拡散を加えた拡散競争系 (5)
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を考えても，定数定常解 (e1, e2) は不安定化しないので，Turingの拡散誘
導不安定化は起きない．実際，比較定理を用いることにより，すべての
正値解 (各成分が正の解)は (e1, e2) に収束することが示される．
一方，三村-川崎 [38]は，この条件下でも交差拡散系 (13)では，定数定
常解 (e1, e2)から安定な非定数定常解が分岐することを示した．αが小さ
いときは，α = 0のときと同様，定数定常解 (e1, e2) は (13)でも安定であ
る．しかし，α を大きくすると安定性を失い不安定になる ([26, 36]参照).

これは，交差拡散によって空間棲み分けが可能になったことを意味して
おり交差拡散誘導不安定性と呼ばれる．この不安定化は，先に述べたよ
うに (5)では観察されないので，交差拡散の効果によるものであることが
わかる．しかしながら，この交差拡散誘導不安定性が，実はTuringの拡
散誘導不安定性と見なせることを反応拡散近似を用いて説明しよう．
定数定常解 (e1, e2)は，(13)の定数定常解にもなっている．この定常解
のまわりで線形化しよう．まず，方程式を再掲しておく．α > 0および{

f(w1, w2) = (r1 − a1w1 − b1w2)w1,

g(w1, w2) = (r2 − b2w1 − a2w2)w2

を用いて

(18)

{
w1t = ∆[(d1 + αw2)w1] + f(w1, w2), x ∈ Ω, t > 0,

w2t = d2∆w2 + g(w1, w2), x ∈ Ω, t > 0

となる．(18)の右辺の (e1, e2)のまわりでの線形化作用素は(
d1∆+ αe2∆+ fw1(e1, e2) αe1∆+ fw2(e1, e2)

gw1(e1, e2) d2∆+ gw2(e1, e2)

)
となる．σ をNeumann境界条件下での−∆ の固有値の一つとしよう．こ
のとき，線形化方程式の固有値 µは，特性多項式 Ξ∗(µ) = 0の根となる．
ここで，

Ξ∗(µ) :=

∣∣∣∣∣ −d1σ − αe2σ + fw1(e1, e2)− µ −αe1σ + fw2(e1, e2)

gw1(e1, e2) −d2σ + gw2(e1, e2)− µ

∣∣∣∣∣ .
である．
次に，(14)を用いると，反応拡散近似 (12)の対応する定数定常解 (e∗1, e

∗
2, e

∗
3)

は

e∗3 = e2, e∗2 =
h1→2(e

∗
3)e1

h1→2(e∗3) + h2→1(e∗3)
=

e∗3
M2

e1 =
e2
M2

e1, e∗1 =
(
1− e2

M2

)
e1
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と計算できるので，(e∗1, e
∗
2, e

∗
3)のまわりの (12)の線形化作用素の固有値 µ

を決定する特性多項式 Ξε(µ) を Ξ∗(µ)と同様に定義すると

Ξε(µ) = −h1→2(e2) + h2→1(e2)

ε
Ξ∗(µ) + Ξ(µ)(19)

と分解でき，

Ξ∗(µ) = µ2 +O(µ), Ξ(µ) = −µ3 +O(µ2) (|µ| → ∞)

をみたしていることがわかる ([20, §3]参照)．特に，εが十分小さければ，
(15)および (19)から，Ξε(µ) = 0 の３根は，Ξ∗(µ) = 0 の２根に近いもの
と，負の根よりなることが従う．
したがって，εが十分小さければ，(18)と (12)の定常解の関係につい
て，次が成り立つ： α = 0のとき，(e∗1 + e∗2, e

∗
3) が (18)の安定定常解だ

から，(e∗1, e
∗
2, e

∗
3)も (12)の安定定常解となる； しかし，α を大きくする

と Ξ∗(µ) = 0 が交差拡散誘導不安定性から正の固有値をもつことになる
ため，(12)も正の固有値をもつ．
一方，十分小さな εに対する (12)において，h1→2(s)として sの増加関

数を選ぶ限り，u3 は活性因子の役割を果たし，u2が抑制因子の役割をす
ることにより，u2の拡散係数 d1+αM2が大きくなると，Turingの不安定
化が起きることを意味している．この不安定化は，εが十分小さいので，
極限問題にも引き継がれる．こうして，交差拡散誘導不安定性がその反
応拡散近似の拡散誘導不安定性として理解できることがわかる．

3.2 モデリングへの応用
反応拡散近似のモデリングへの応用を考察しよう．交差拡散系の反応

拡散近似は，モデリングにおいてどのような効果を導入する必要がある
のかについて示唆を与えている．交差拡散系は，他種による環境要因を
非線形拡散によって表現している．しかし，必ずしも非線形拡散が必要
ではなく，通常のランダムウォーク（線形拡散）する個体が速度の違い
を切り替える戦略を持っていればよいことを第 2.2節の考察は意味してい
る．つまり，個々の生物が取っている戦略は，その場所の他生物種の密度
に応じて速度を変えるという戦略である．一方，交差拡散系のフラック
スが，

J = −∇(D(x)u) = −D(x)∇u− u∇D(x)
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と分解されるので，密度分布からわかる戦略は，他種の密度勾配を感知
して移動する戦略として観測される．このように，各個体が取っている
戦略と密度分布からわかる見かけ上の戦略とは異なることが示唆される．
密集効果や分散効果があるからといって，移流効果（勾配効果）を導入
するのは，短絡的である．
では，Keller-Segel型の移流効果（attractive transition）を産み出す原
因は何であろうか？ 離散モデルから連続モデルを導出するとき，その離
散性は消失されるが，このとき，移流効果を産み出すことが可能となる．
Keller-Segel型の移流効果を産み出す可能性のあるものとして，考えられ
るものを列挙しよう：

(i) 各個体の特徴的大きさによる，消失しきれない離散性

(ii) 各個体がその大きさを使って勾配を感知する

(iii) 時間履歴として，勾配を感知する

離散モデルと連続モデルの関係性を含むモデリングの数理を確立し，普
及していくことが，今後，重要な問題となっていくと思われる．

3.3 数値計算への応用
自由境界問題の数値計算においては，境界を決定することが困難とな
る場合もある．多孔質媒体流 (S∗) を再考しよう．この方程式は，コンパ
クトな台をもつ初期値から出発すれば，台の境界は，自由境界として時
間発展しながら運動する．しかし，{u > 0}と {u = 0}の境界を数値的に
決定することは，誤差の影響も受けやすくかなり難しい．そこで，中木
他 [48]では，その自由境界を表現する手法として，反応拡散近似を試み
ている．(S∗)の解wを近似する u1の他に，仮想的な量 u2を導入し，

(20)


u1t = ∆u2

1 −
2

ε
u1.5
1 u2

2,

u2t = −1

ε
u1u2

を用いると，u1はコーナー層を形成するのに対し，u2は遷移層を形成す
る．遷移層では u2の値の変化が大きいので，境界の決定が精度よくでき
るものと期待される．u2の遷移層が自由境界のよい近似になっていること
を，厳密解として知られるBarenblatt解を用いて [48]では考察している．
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ここで重要なのは，ベキ指数である．これまで扱ってきた (P ε)や (Rε)で
は，非線形項のベキ指数は一致していた．しかしながら，(20)では u1の
方程式と u2の方程式の非線形項のベキ指数が異なるため，u1と u2の線
形結合で非線形性が打ち消し合わないので解析的扱いが困難である（[21]

参照）．
u1はコーナー層なので自由境界近辺で 0に近い．そのため，u1.5

1 u2
2と

u1u2を比較すると，u1.5
1 u2

2の方が極めて小さい．これは，u1u2が u2tに与
える影響に較べて，u1.5

1 u2
2が u1tに与える影響は極めて小さいことを意味

している．このことから，2u1.5
1 u2

2/εは極限方程式 u1t = ∆u2
1の自由境界

の運動に影響を与えず，この自由境界が，u2の遷移層を伴って動いてい
くことが期待される．こうして，極限方程式は，d1 = 1, k = 2とした多
孔質媒体流 (S∗)であり，{u1 > 0}の補集合が，{u2 > 0}となることが期
待される．しかし，この説明では，指数が 1.5や 2である必然性はなく，
この指数が適切な理由はわかっていない．
次に自由境界問題の数値解法として用いられるペナルティ法の考え方

と反応拡散近似との関係について，１次元区間Ω = [0, 1]上の１相 Stefan

問題を例に説明しよう．x = ℓ(t)を自由境界の位置とし，初期関数は，

u0(x) > 0 (0 ≤ x < ℓ0), u0(x) = 0 (ℓ0 ≤ x < 1)

としておく．１相 Stefan問題

ut = uxx, 0 < x < ℓ(t), t > 0,

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < ℓ0,

ux(0, t) = 0, u(ℓ(t), t) = 0, t > 0,

ℓ′(t) = −ux(ℓ(t), t), t > 0,

ℓ(0) = ℓ0

(21)

を考えよう．この問題の古典解はℓ′(t) > 0をみたすから，(21)を∪0≤t≤T [0, ℓ(t)]×
{t}上で積分することにより，

ℓ(T ) = ℓ0 −
∫ ℓ(T )

0

u(x, T )dx+

∫ ℓ0

0

u0(x)dx(22)

が得られることに注意しておく．(21)に対し，ペナルティ項を付け加え
た次の方程式を区間Ω = [0, 1]上で考える：

uε
t = uε

xx −
1

ε
χ(x, t)uε, x ∈ Ω, t > 0,

uε(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

uε
x(0, t) = 0, uε

x(1, t) = 0, t > 0.

(23)
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ここで，χは区間 [ℓε(t), 1]の定義関数であり，近似的な自由境界の位置
ℓε(t)は， 

d

dt
ℓε(t) =

1

ε

∫ 1

0
χ(x, t)uε(x, t)dx,

ℓε(0) = ℓ0
(24)

を用いて計算する．実際，uεは区間 [ℓε(t), 1]上では小さいことが期待さ
れるので (22)から

ℓε(t) = ℓ0 −
∫ 1

0

uε(x, t)dx+

∫ ℓ0

0

u0(x)dx(25)

がよい近似になっていることが期待でき，(25)を tで微分して (23)を代
入することによって (24)が近似式として得られることがわかる．
さて，(23)は，(Rε)によく似ていることに気が付く．実際，∫ 1

0

χtdx =
d

dt
(1− ℓε) = −1

ε

∫ 1

0

χ(x, t)uε(x, t)dx

と合わせると，u2と χは形状，方程式ともに非常に近い関係にあること
がわかる．このことは，反応拡散近似とペナルティ法の関連性を示唆し
ている．

3.4 関連する話題
(Rε)のような簡単な場合でも反応項のうち一方の符号を変えると解の

収束性はそれほど単純でないことを示す例を挙げよう：

(26)
∂

∂t

(
u1

u2

)
=

(
0.01 0

0 2

)
∆

(
u1

u2

)
+

1

ε

(
u1u2

−u1u2

)

ここで，拡散を無視した常微分方程式系の解（xについて一様な (26)の
解）の挙動は，u1 + u2が時間に依存しないことから，(u1(0) + u2(0), 0)

に収束することがわかる．極めて単純な挙動をしている．しかし，拡散
を考慮した方程式 (26)の解の典型的な挙動は，図 6のようになる．解が
一瞬大きくなっているのがわかる．εを小さくすると，解の最大値はどん
どん大きくなっていく．この方程式の理論的な取り扱いは困難であり，解
の収束性に関しては，わかっていない．このような場合を取り扱うため
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図 6: ε = 0.000001のときの (26)の解の時間発展．実線は u1のグラフで，
破線は u2のグラフである．

には，非線形項に工夫が必要である．そのような研究として，Monneau

他 [43]を挙げておこう．
次にGが線形であっても極限系が不適切になる例を挙げよう．

(27)

∂

∂t


u1

u2

u3

u4

 =


2 0 0 0

0 4 0 0

0 0 2 0

0 0 0 4

∆


u1

u2

u3

u4

+
1

ε


u2 + α(u3 + u4)− u1

u1 − α(u3 + u4)− u2

u4 + β(u1 + u2)− u3

u3 − β(u1 + u2)− u4


を考える．(2)と同様の計算からw1 = u1 + u2, w2 = u3 + u4とおくと，

E =

{(w1 + αw2

2
,
w1 − αw2

2
,
βw1 + w2

2
,
−βw1 + w2

2

) ∣∣∣ w1, w2 ∈ R
}

となり， {
w1,t = 3∆w1 − α∆w2 ,

w2,t = −β∆w1 + 3∆w2

が極限方程式として得られる．これは，αβ > 9のとき，適切 (well-posed)

な問題とならない．解が有界になるように (27)に適当な非線形項を加え
て数値計算したのが，図 7，8である．これは，反応拡散系 (3)はどんな
ε > 0に対しても適切な問題であるが，極限問題は必ずしも適切な問題に
ならないことを意味している．
最後に，双曲型方程式との関連性を説明しよう．

ut +
m∑
j=1

Aj(u)uxj
=

1

ε
G(u)

という形の双曲型方程式が研究されており，緩和的双曲型問題 (hyperbolic

relaxation problem)として取り扱われている．詳しくは，Liu [32]，Na-
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図 7: ε = 0.01のときの (27)の解の時間発展．実線は u1のグラフで，破
線は u1+u2のグラフである．周期構造が時間と共に進行していく様子が
見てとれる．
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図 8: t = 20のときの (27)の解の εについての依存性．実線は u1のグラ
フで，破線は u1 + u2のグラフである．

talini [49]，川島 [30]を参照してほしい．これらの多くは，Gが線形の場
合や第 2.2節のような非線形項を取り扱っている．

多自由度の偏微分方程式をどのように縮約していくかは，これからの
重要な問題になると思われる．この拙文は一面からの研究ではあるが，反
応拡散近似が多自由度の偏微分方程式の縮約研究の一助となれば幸いで
ある．
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