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第 1章

内積と直交性

1.1 内積空間

1.1.1 内積

定義 1.1 ベクトル空間 Cn 内の 2点 x,y ∈ Cn の内積（inner product） ⟨x |y⟩ を次で定義する：

⟨x |y⟩ =
n∑

k=1

x∗k yk. (1.1)

ここで、記号 ∗ は複素共役を表す。こうした内積（ベクトルの成分同士の積の和）を標準内積ということ

がある。

このテキストでは内積を、(· , ·)や ⟨· , ·⟩ではなく、上記のように表記する。

性質 1.2 (内積の性質) ある複素空間 V 上で定義される内積 ⟨· | ·⟩ : V † × V → C (V † はケット空間 V

に共役なブラ空間を表す)は、次の性質を持つ。

(1) 正値性： ∀v ̸= 0 に対して、⟨v | v⟩ > 0,

(2) 共役対称性：v, w ∈ V に対して、⟨v |w⟩∗ = ⟨w | v⟩,
(3) 線形性：∀a, b ∈ Cと u, v, w ∈ V について、⟨u | av + bw⟩ = a ⟨u |w⟩+ b ⟨u|w⟩.

注意 1.3 性質 (1)に注意しよう。Cn 内の 2点 x,y ∈ Cn の内積を式 (1.1)のように定義したのには意味

がある。仮に 2つのベクトルの内部積（interiour product）
∑n

k=1 xk yk を内積だとしたならば、たとえ

ば 0 ̸= x =

[
1

i

]
に対して ⟨x |x⟩ = 0となってしまうからだ。

注意 1.4 内積をケットベクトル (ket vector) |y⟩に対するブラベクトル ⟨x|との内積ということがある。
正確に言うと、ブラベクトル (bra vector) ⟨x|はケット |x⟩に共役なベクトルで、ブラベクトルがケット
ベクトルに作用して内積を定める考えるわけである。⟨x| |y⟩と書くべきかもしれないが、簡素を旨とし
て ⟨x |y⟩と表すのである。

注意 1.5 (言い訳) ケットベクトルに「共役なベクトルとは何かな」どを説明していると面倒なので（こ
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のテキストの範囲ではそれ自体が大きく問題となるようなことはない）、いささか天下りではあるが、内

積をこのように表記するのだと見なして先に進もう。もし混乱したときには内積の定義に戻ればよい。

このような内積をブラケット表記として考案したのは量子力学の完成者の一人である P.A.M.Diracで

ある（δ 関数を考案したのも彼である）*1。ブラ (bra)とケット (ket)記法を使うと、後でわかるように、

ブラとケットを使って線形演算子を定義することができたり、特に射影演算子を自然に表すことができな

ど諸計算にたいへん有効である。

注意 1.6 ベクトルの内積定義を
∑n

k=1 xk y
∗
k と後方を複素共役とする流儀もある。どちらでも一貫すれ

ば理論内容は変わらない。ブラ・ケット表記を使う場合、始めにケットありきとして、内積を (1.1)と定

義するのが自然である。

例 1.7 n 次多項式からなる空間 {p(x) | p(x) = anx
n + · · · + a1x + a0, aj ∈ C} を考える。もし、

p(x) =
∑n

k=0 akx
k と q(x) =

∑n
k=0 bkx

k に対して、内積を

⟨p(x) | q(x)⟩ ≡
n∑

k=0

a∗kbk

と定めれば、この多項式空間からなる内積空間は Cn+1 と同一視できる。この例からもわかるように、与

えられた空間にどのような内積を導入するかに応じて内積空間のありかたは各様である。

内積が定義されたベクトル空間を内積空間 (inner product space)または前Hilbert空間 (pre Hilbert

space)という。

注意 1.8 内積の共役対称性と線形性を使うと

⟨c v | w⟩ = ⟨w | c v⟩∗ = c∗ ⟨w | v⟩∗ = c∗ ⟨v |w⟩

定義 1.9 (ノルム) 内積空間 V において v ∈ V のノルム (norm)を次で定義する

∥v∥ =
»
⟨v | v⟩ (1.2)

このようにノルムが内積から誘導されている場合には、ケット |·⟩内は 2乗可積分関数（L2 関数）あるい

は 2乗総和可能列（ℓ2 列）であると考える。このために、このような関数（列）のノルムを ∥ · ∥2 と記す
ことがある。

注意 1.10 ここでは都合上、内積からノルムを定義したが、実は先にノルムが与えられていれば、内積を

次のようにして定めることもできる。

定理 1.11 内積空間を V、x, y ∈ V（複素空間）としたとき、そのノルムから内積が次のように定まる
（左辺を右辺で定義する）：

⟨x | y⟩ = 1

4
∥x+ y∥2 − 1

4
∥x− y∥2 + i

4
∥x+ iy∥2 − i

4
∥x− iy∥

*1 内積をブラとケットで表してブラケット (bracket)とシャレているのである。
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注意 1.12 内積の正値性より、||v − w|| = 0 は v = w を意味する。これより、ある無限列 {vk} と v に

ついて

もし limk→∞ ||vk − v|| = 0 なら lim
k→∞

vk = v.

というように収束性を議論することができる。

演習 1.13 Mathematicaを使って、等しい長さのベクトルの内積 ⟨x |y⟩を計算して、内積の性質を検討
してみなさい。たとえば、x = (1 + i2, 2 + i4, 3 + i6)t, y = (8 + i4, 6 + i3, 4 + i2)t とする。

ヒント：

x = Table[i + I 2 i, {i, 1, 3}]

y = Table[2 i + I i, {i, 4, 2, -1}]

x.y

80 I

y.x

80 I

Conjugate[x].y

64 - 48 I

x.Conjugate[y]

64 + 48 I

数学では列ベクトルを xとしたとき、その行ベクトルを xt で与えて区別するが、Mathematicaではそ

れらの区別はなく、それゆえに Transpose[ ] や ConjugateTranspose[ ] はベクトル（リスト）には

適用できない。これらの関数は行列（リストのリスト）以上の構造を持つときに限って適用できることに

注意しよう。上の場合、x.yでも y.xでも同じ値が返る。しかし、これでは内積の共役対称性を満たさな

い。定義 1.1にしたがうと、複素ベクトルの場合には ⟨x | y⟩を Conjugate[x].yとするのが正しい内積

の計算法であることがわかる。

1.1.2 L2 と ℓ2 空間

ノルムは 2点間を測る「距離」の一種と考えることができる。Fourier解析やWavelet解析では、与え

られた関数に対してある関数列を構成して、その関数列の収束性や近似の度合いを考察の対象とすること

が多い。

また、関数 f の変数としてしばしば x や t を使うが、ここでは一貫した変数表記をしない。f を信号

(signal) と見なして、位置 x の信号値 f(x) や、時刻 t の信号値 f(t) を考える場合があるからだ。ただ

し、時刻 tはもっぱら R上で考えるが、位置 xはある多次元領域で考えるのが実際である（そのとき f

は多変数関数と見なして取り扱わねばならない）。このテキストでは特に断らないかぎり当面は 1変数関

数を扱う）。

区間 [a, b] 上の関数全体 {f(x) |x ∈ [a, b]} を考えよう。
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定義 1.14 区間 [a, b]で 2乗可積分な関数全体を L2[a, b]と定義する：

L2[a, b] =

®
f : [a, b]→ C

∣∣∣∣∣
∫ b

a

|f(t)|2dt < +∞
´

(1.3)

値 f(t) の絶対値を振幅 (amplitude) とよび、|f(t)|2 をエネルギーということがある（節 2.2（30 ペー

ジ））。L2[a, b]は区間 [a, b]にわたる全エネルギーが有限な関数の集合だということができる。

注意 1.15 L2 は（Lebesgue積分の意味で）不連続関数を含む「大きな」空間である。実際、L2[a, b]は

無限次元空間である。

定義 1.16 (関数族の線形独立（1次独立）) ある定義域上の有限個の関数族 {fi(t)}ni=1 が線形独立とは、

定数 {ci}ni=1, ci ∈ C として
∑n

i=1 cifi(t) = 0 となるのが c1 = . . . = cn = 0 のときに限るときである。

無限個の関数族 {fi(t)}∞i=1 が線形独立とは、どのような有限関数族をとってもそれが線形独立なときを

いう。

定義 1.17 (無限次元) 線形空間において、ある自然数 N に対して、N 個の線形独立な要素は存在する

が、N + 1個の要素はいつも線形従属になるとき、その空間の次元は N 次元である。一方、そのような

N が存在せずに、任意の自然数 n に対して、いつも n 個の要素からなる線形独立な組が存在するとき、

その空間は無限次元という。

例 1.18 線形独立な無限個の関数の空間 span{1, t, t2, t3, . . .}は L2[0, 1]に属する多項式空間は無限次元

である。ただし、1/t ̸∈ L2[0, 1] である。
∫ 1

0
(1/t)2dt = −

[
1
t

]1
0
= +∞ となって 2 乗可積分ではないた

めだ。

定義 1.19 (L2 内積) f, g ∈ L2[a, b]に対して、L2 内積 ⟨f | g⟩L2 を次で定義する：

⟨f | g⟩L2 =

∫ b

a

f(t)∗g(t)dt. (1.4)

注意 1.20 ⟨f | g⟩L2 は内積の性質 1.2を満たす。ただし、0 = ⟨f | f⟩L2 であるとき、∀t ∈ [a, b]に対して

f(t) = 0であるとは限らないことに注意しよう。f が連続であれば区間上で恒等的にゼロであるが、測度

ゼロの（不連続点の）集合を除いて f はゼロであるとしか言えない。

f と g が区間 [a, b]上で L2 の意味で同等であるとは、区間 [a, b]から測度ゼロ集合を除いた集合につい

て f(t) = g(t)であるということである。

注意 1.21 関数 f とそのケット |f⟩とは厳密にいえば同じものではない。しかしながら、定理 1.52でみ

るように、ケット |f⟩は関数 f を（関数空間の直交基底と f との内積を成分とする）ベクトルとして取

り扱うことができる。したがって、(1.4)のようにブラケット表記した内積によって関数 f の成分が自然

に計算できるという意味で f と |f⟩ とを同一視することができる（慎重に進めたければ、内積の定義に
戻って計算すれば混乱はないはずだ）。したがって、このテキストではしばしば関数 f をケット内にいれ

て |f⟩として使う。こうした f と |f⟩との混用の「正当性」は「保証」されているので、これから先、ブ
ラケット記法をご都合主義的に使うことにする。特に内積の性質を利用する計算では首尾一貫した簡素で

美しい表示を得ることができる。
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定義 1.22 (ℓ2 空間) 無限個の成分を含むベクトルを両側無限離散列とみなして x = (. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . )

の全エネルギーが有限であるような（2乗総和可能な）離散列の集合を ℓ2 と定義する：

ℓ2 =

{
x

∣∣∣∣∣ ∞∑
i=−∞

|xi|2 < +∞、xi ∈ C

}
. (1.5)

定義 1.23 (ℓ2 内積) x = (. . . , x−1, x0, x1, . . . ),y = (. . . , y−1, y0, y1, . . . ) ∈ ℓ2 について、ℓ2 内積

⟨x |y⟩ℓ2 を次で定義する：

⟨x |y⟩ℓ2 =
∞∑

n=−∞
x∗nyn. (1.6)

以降、文脈から明らかな場合は内積を ⟨· | ·⟩のように内積の取り方を省略して表すことがある。

定義 1.24 (Hilbert空間) 実または複素内積空間で、内積によって誘導されるノルム（∥ · ∥ =
√
⟨· | ·⟩）

に関して完備距離空間をなすとき Hilbert空間という。

例 1.25 L2 空間や ℓ2 空間は Hilbert空間である。

1.1.3 内積の不等式

定理 1.26 (Schwartzの不等式) 内積空間 V において、x, y ∈ V に対して

| ⟨x, y⟩ | ≦ ∥x∥ · ∥y∥, (1.7)

ここで、等号は xと y が線形従属のときに成立し、そのときは ⟨x | y⟩ = ∥x∥ · ∥y∥である。

証明 ⟨x | y⟩ = | ⟨x | y⟩ |eiϕ とする。

0 ≦ ||e−iϕx− ty||2 =
⟨
e−iϕx− ty

∣∣∣ e−ıϕx− ty⟩
= ∥x∥2 − t

(⟨
e−iϕx

∣∣∣ y⟩+ ⟨y ∣∣∣ e−iϕx⟩)+ t2∥y∥2

= ∥x∥2 − t
(⟨

e−iϕx
∣∣∣ y⟩+ ⟨e−iϕx ∣∣∣ y⟩∗)+ t2∥y∥2

= ∥x∥2 − 2tRe
(⟨

e−iϕx
∣∣∣ y⟩)+ t2∥y∥2

= ∥x∥2 − 2t| ⟨x | y⟩ |+ t2∥y∥2

上式右辺は tについての非負 2次方程式であるので、相異なる 2実根をもたないための判別式条件

D = 4| ⟨x, y⟩ |2 − 4∥x∥2 · ∥y∥2 ≦ 0

から、結果を得る。 ■



8 第 1章 内積と直交性

定理 1.27 (三角不等式) 内積空間 V において、x, y ∈ V に対して

∥x+ y∥ ≦ ∥x∥+ ∥y∥, (1.8)

ここで、等号は xと y が互いに他の非負倍数、つまり x = a y (a > 0)のときに成立。

証明 途中で、Schwartzの不等式を使う。

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y |x+ y⟩
= ∥x∥2 + 2Re (⟨x | y⟩) + ∥y∥2

Schwartzの不等式より

≦ ∥x∥+ 2∥x∥ · ∥y∥+ ∥y∥2

= (∥x∥+ ∥y∥)2

もし ⟨x | y⟩ = ∥x∥ · ∥y∥のときは、線形従属の場合である。 ■

1.2 関数の L2 収束と一様収束

関数列 {fn}の関数 f への収束について考えよう。関数列の収束には、各点収束、一様収束、L2 収束

などの概念がある。

定義 1.28 (各点収束) 関数列 {fn} が関数 f に区間 [a, b] で各点収束 (pointwise convergence) すると

は、各 t ∈ [a, b]について、∀ε > 0 に対して、ある整数N = N(ε, t)が存在して、全ての n ≧ N について

|fn(t)− f(t)| < ε

が成立するときである。N は εと tに依存して決まっていることに注意しよう。各 tを固定すると、十分

大きな n ≧ N について fn(t)は f(t)に近くなるのである。

定義 1.29 (一様収束) 関数列 {fn}が関数 f に区間 [a, b]で一様収束 (uniform convergence) するとは、
∀ε > 0 に対し、どんな t ∈ [a, b]についてもある整数 N = N(ε)が存在して、全ての n ≧ N について

|fn(t)− f(t)| < ε

が成立するときである。N は εだけに依存して決まることに注意。十分大きな n ≧ N について区間 [a, b]

のどこでも fn(t)は f(t)に近くなるのである。

定義 1.30 (L2 収束) 関数列 {fn} が関数 f に L2[a, b] 収束するとは、∀ε > 0 に対して、ある整数

N = N(ε)が存在して、全ての n ≧ N について

∥fn(t)− f(t)∥L2 < ε

が成立するときである。十分大きな n ≧ N について、区間 [a, b]内の幾つかの tについて fn(t)と f(t)

が遠く離れていてもよいことに注意する。L2 収束を平均収束 (convergence in mean)ということがある。
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注意 1.31 定義から明らかなことであるが

一様収束
OK−→
←−
ダメ

各点収束

に注意する。

また、各点収束は必ずしも L2 収束をもたらさない。関数列が、L2 のある関数で一様に押さえられる

（つまり有界な）ときには各点収束は L2 収束する。

例 1.32 関数列 {fn(t) = tn}n=1,2,... は f(t) = 0に区間 [0, 1)で各点収束する：

0 ≦ ∀t < 1について tn −→ 0, (n→∞).

しかし、{tn}は区間 [0, 1)では一様収束しない。実際、tが 1に近いと tn の現象に仕方は遅くなり、たと

えば ε = 0.001としたときに |tn| < ε となるには、t = 0.5では n ≧ 10、、t = 0.9では n ≧ 66であり、

εと tに依存して N(ε, t)が定まるからである。ただし、ある r < 1を取って区間 [0, r]とすると、{tn}
は区間 [0, r]で 0に一様収束する。実際、rN > ε > 0として εを選んでおけば、n ≧ N について [0, r]

上の全ての点で |fn(t)| < εであるからだ。

一方、{tn}は区間 [0, 1]で L2 収束する。実際、

||fn||2L2 =

∫ 1

0

(tn)2dt =
1

2n+ 1
−→ 0, ｀ (n→∞).

定理 1.33 関数列 {fn}が区間 [a, b]で関数 f に一様収束すれば、{fn}は関数 f に L2[a, b]収束する。し

かし逆は成立せず、{fn}が関数 f に L2[a, b]収束しても一様収束するとは限らない。

証明 一様収束性から、どんな t ∈ [a, b]についても、∀ε > 0 に対して、ある整数 N = N(ε)が存在

して、すべての n ≧ N について |fn(t)− f(t)| < εが成立する。

||fn − f ||2L2 =

∫ b

a

|fn(t)− f(t)|2dt ≦
∫ b

a

ε2dt = ε2(b− a)

より、{fn}は関数 f に L2[a, b]収束することが示せた。

逆が成立しない例として、[0, 1]上の関数列 {fn}を次にように定める。

fn(t) =

®
1 0 < t ≦ 1

n

0 それ以外

{fn}は [0, 1]上の関数 f(t) = 0に L2 収束する。実際、∫ 1

0

|fn(t)− f(t)|2dt =
∫ 1

n

0

dt =
1

n
−→ 0(n→∞).

しかし、どんな t ∈ [a, b]についても、1 > ∀ε > 0 に対しても、すべての n ≧ N について

|fn(t)− 0| < ε

であるように、整数 N をみつけることはできない（すべての nで |fn(t)− 0| = 1であるため）一様収束

しない。 ■
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1.3 直交系と直交射影

ここではブラケット表記を積極的に使う。関数の場合でも f と |f⟩を同一視して、誤解のない範囲で混
用する。

1.3.1 直交系

定義 1.34 空間 V 内の組 {|v1⟩ , |v2⟩ , . . . , |vN ⟩}があって、任意の w ∈ V がその線形結合

|w⟩ =
N∑
i=1

ci |vi⟩ .

によって一意に表されるとき、{|v1⟩ , |v2⟩ , . . . , |vN ⟩}を V の基底 (basis)いう。このとき、基底の組は空

間 V を張るといい、V = span{|v1⟩ , |v2⟩ , . . . , |vN ⟩}と表す。
この定義は、基底の数 N は無限個つまり空間 V が無限次元の場合も含んでいる。

定義 1.35 内積空間 V において

(1) x, y ∈ V が直交 (orthogonal)しているとは、⟨x | y⟩ = 0のときである。

(2) V のベクトル集合 {ei}Ni=1 が正規直交系 (orthonormal)であるとは、||ei|| = 1かつ i ̸= j につい

て ⟨ei | ej⟩ = 0のときである。

(3) V の部分空間 V1 と V2 が直交している V1 ⊥ V2 とは、各 x ∈ V1 と ∀y ∈ V2 について ⟨x | y⟩ = 0

であるときをいう。

注意 1.36 空間 V の基底が与えられていれば、定理 1.63（Gram-Schmidtの直交化法）によって、正規

直交基底を構成することができる。基底として正規直交基底を採用すると、次の定理 1.37のように、何

かと都合がよい。

定理 1.37 内積空間 V の部分空間 V0 ⊆ V の正規直交基底を {|e01⟩ , |e02⟩ , . . . , |e0N ⟩}とする。このとき、
任意の |v⟩ ∈ V0 は

|v⟩ =
N∑
i=1

⟨
e0i
∣∣ v⟩ |e0i ⟩ = n∑

i=1

|e0i ⟩ ⟨e0i | v⟩ (1.9)

と表される。

証明 {|e01⟩ , |e02⟩ , . . . , |e0N ⟩}が V0 の基底であることから、∀v ∈ V0 は基底の線形結合によって一意に
表される：

|v⟩ =
N∑
i=1

vi |e0i ⟩ .
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係数 vk を求めるためには、v と ek の内積をとって基底の直交性を用いればよい。

⟨
e0k
∣∣ v⟩ = N∑

i=1

vi
⟨
e0k
∣∣ e0i ⟩ = N∑

i=1

vi δik = vk.

■

例 1.38 x
2 = −y = z

3 の関係にあるベクトル (x, y, z)t ∈ R3 は (2,−1, 3)t 方向を向き、平面
{(x, y, z) | 2x− y + 3z = 0}に直交している。

例 1.39 L2([0, 1])の 2つの関数 f, g

f(t) =

®
非零 0 ≦ t < 1

2

0 それ以外
, g(t) =

®
0 それ以外

非零 1
2 ≦ t < 1

は直交している（⟨f | g⟩ =
∫ 1

0
f(t)g(t)dt = 0）。

例 1.40 次の R上で定義される 2つの関数 ϕと ψ

ϕ(t) =

®
1 0 ≦ t < 1

0 それ以外
, (1.10)

ψ(t)


1 0 ≦ t < 1

2

−1 1
2 ≦ t < 1

0 それ以外

(1.11)

は正規直交している（∥ϕ∥ = ∥ψ∥ = 1 で、⟨ϕ |ψ⟩ = 0 である）。ϕ を Haar のスケーリング関数、ψ を

Haarのウェーブレット関数という。

演習 1.41 Haar のスケーリング関数 ϕと Haarのウェーブレット関数 ψのグラフを描いてみなさい。ま

た２つの関数 ϕ, ψ からなる関数系 {|ϕ⟩ , |ψ⟩}は正規直交系であることを示しなさい。また、この事実を
Mathematicalで上のプログラムで確かめてみなさい。

ヒント：Mathematicalでは、ϕおよび ψ を次のように定義する。

haarScaling[t_] := If[t < 0 || 1 <= t, 0, 1]

haarWavelet[t_] :=

Piecewise[{{1, 0 <= t && t < 1/2}, {-1, 1/2 <= t && t < 1}}, 0]

これより、全区間 [−∞,∞]にわたる内積は、ϕ(t), ψ(t)については [0, 1]での積分となり、次のように計

算できる。

Integrate[haarScaling[t] haarWavelet[t], {t, 0, 1}]

Integrate[haarScaling[t]^2, {t, 0, 1}]

Integrate[haarWavelet[t]^2, {t, 0, 1}]

演習 1.42 区間 [n, n + 1)で値 1それ以外の区間では値 0となる R上の関数は区間 I の特性関数 χI を

使って χ[n,n+1)(x)と表されるが、これは Haarのスケーリング関数 ϕ(x)を使って

χ[n,n+1)(x) = ϕ(x− n)
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とも表される。関数系 span{ϕ(x− n)}n∈Z は Rで正規直交系をなすことを示しなさい。
いま、関数 f(x) = χ[1/2,5/2) としたとき、この正規直交系を使って f(x) =

∑∞
k=−∞ fnϕ(x− k)のよう

に展開できるかを検討しなさい。任意の関数が正規直交基底を使って展開できる条件とはなんだろうか。

例 1.43 例 1.18 でみた単項式系 span{1, t, t2, t3, . . .} を考えよう。区間 [a, b] で連続な関数を求める精

度で一様に多項式を使って近似することができる（Weistrassの近似定理）。つまり、多項式全体は [a, b]

上の連続関数の空間で稠密である。しかし、これらは互いに直交していない（非負の i ̸= j について⟨
ti
∣∣ tj⟩ = ∫ 1

0
ti · tjdt = 1

i+j+1）。

例 1.44
{

1√
π
,
»

2
π cosnx

}
n=1,2...

は区間 [0, π]上で正規直交系であることが確かめられる。この事実か

ら、Weistrassの近似定理を使うと、[0, π]で連続な関数 f はこの関数系を基底として展開可能であるを

次のようにして示すことができる。任意の f に対して、

v(x) = f(cos−1 x) すなわち v(cos t) = f(t)

で定義される関数 v は区間 [−1, 1]で連続。したがって、Weistrassの近似定理より v(x)は xの多項式で

必要な精度で一様に近似可能である。このことは f(t)が cos tの多項式で必要な精度で一様に近似できる

ことを示している。ところで

cosn t =
1

2n−1

ñ
cosnt+

Ç
n

1

å
cos(n− 2)t+

Ç
n

2

å
cos(n− 4)t+ . . .

ô
に注意すれば、cost の n 次多項式は 1, cos t, . . . , cosnt の一次結合で表されることから、主張は証明さ

れた。

例 1.45 関数系
{»

2
π sinnx

}
n=1,2...

は区間 [0, π] 上で正規直交系である。区間 [0, π] で連続であって

f(0) = f(π) = 0の条件を満たす関数 f はこれらの一次結合として必要な精度で一様に近似できることが

できる。この関数系はすべて x = 0, π で 0となることから、条件 f(0) = f(π) = 0を落とすことができ

ず、区間 [0, π]上の任意の連続関数を展開することはできない。

演習 1.46∫ π

−π
sin t cos tdt = 0,

∫ π

−π
sin2 tdt =

∫ π

−π
cos2 tdt = π

から、2 組
ß∣∣∣∣cos t√π ∑ , ∣∣∣∣ sin t√π ∑™ は L2([−π, π]) で正規直交系であることが確かめられる。一般に、ß∣∣∣∣cosn t√

π

∑
,

∣∣∣∣ sinn t√
π

∑™
n=1,2,...

が L2([−π, π])で正規直交系であることを示しなさい。

演習 1.47 単位円領域 D = {(x, y) |x2 + y2 ≦ 1}上の 2乗可積分な関数空間

L2(D) =

ß
f : D → C |

∫∫
D

|f(x, y)|2dxdy < +∞
™

を考える。L2(D)上の内積を次で定義する：

⟨f | g⟩ :=
∫∫

D

f(x, y)∗g(x, y)dxdy.
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関数族 {zn(x, y) = (x + iy)n}n=0,1,2,... が L2(D)で直交していることを示しなさい（極座標系を使う）。

この関数族から正規直交系を構成しなさい。

1.3.2 直交射影

定義 1.48 内積空間 V の有限閉部分空間を V0 とする。|u⟩を V の任意の要素としたとき、次の性質を

持つ |v0⟩を |u⟩の V0 への直交射影（orthogonal projection）あるいは正射影といい、PV0 |u⟩で表す。

|u⟩ ∈ V かつ |u⟩ − |v0⟩ ⊥ V0 (1.12)

すなわち、|v0⟩ = PV0 |u⟩であるとは

|u⟩ = |v0⟩+ |w⟩ (|v0⟩ ∈ V0, |w⟩ ⊥ V0) (1.13)

が成り立つことである。

|u⟩ ∈ V と閉部分空間 V0 が与えられると、射影 PV0
|u⟩は一意に定まる。実際、

|u⟩ = |v01⟩+ |w1⟩ = |v02⟩+ |w2⟩ |v0i⟩ ∈ V0, |wi⟩ ⊥ V0, (i = 1, 2)

とすれば、|v01 − v02⟩ = |w2 − w1⟩. この両辺と ⟨v01 − v02| との内積をとると ||v01 − v02||2 =

⟨v01 − v02 |w2 − w1⟩ = 0. したがって、|v01⟩ = |v02⟩であり |w1⟩ = |w2⟩を得る。

定理 1.49 内積空間 V の有限部分空間 V0 の正規直交基底を {|e01⟩ , . . . , |e0N ⟩}とする。このとき、任意の
|u⟩ ∈ V に対して

|v0⟩ =
N∑
j=1

⟨
e0j
∣∣u⟩ |e0j ⟩ = N∑

j=1

|e0j ⟩ ⟨e0j |u⟩

と置くと、|v0⟩ = PV0 |u⟩である。ここで、射影演算子 PV0 は

P0 =
N∑
j=1

|ej⟩ ⟨ej | (1.14)

である。

証明 部分空間 V0 は有限次元であるので閉部分空間である。v0 ∈ V0 は明らか。

⟨
u− v0

∣∣ e0k⟩ = ⟨u ∣∣ e0k⟩− ⟨v0 ∣∣ e0k⟩ = ⟨u ∣∣ e0k⟩−
⟨

N∑
j=1

⟨
u|e0j

⟩
⟨e0j

∣∣∣∣∣∣ e0k
⟩

=
⟨
u
∣∣ e0k⟩− ⟨u ∣∣ e0k⟩ = 0 (k = 1, . . . , N)

よって、(u− v0) ⊥ V0. ■.
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系 1.50 任意の射影演算子 P =
n∑

i=1

|ei⟩ ⟨ei|は次の性質をもつ：

P 2 = P.

証明

P 2 =

(
n∑

i=1

|ei⟩ ⟨ei|

)(
n∑

k=1

|ek⟩ ⟨ek|

)
=

n∑
i=1

n∑
k=1

|ei⟩ ⟨ei|ek⟩ ⟨ek|

⟨ei|ek⟩ = δik を使って

=
n∑

i=1

|ei⟩ ⟨ei| = P

■

(1.9)の両辺を眺めると、改めて定理 1.37は次のように表される（Diracのブラケット表記で初めて可

能となった表式である）。

定理 1.51 空間 V の閉部分空間 V0 を張る正規直交基底系 {|e0j ⟩}Nk=1（N は無限でもよい）について、演

算子 |e0k⟩ ⟨e0k|の総和

PV0 =
N∑

k=1

|e0k⟩ ⟨e0k| (1.15)

は、V から V0 への射影作用素 PV0 : V → V0 である。たとえば、V 空間に属する任意のケット |f⟩の V0

への直交射影は、|f⟩ = PV0 |f⟩から直ちに

|f⟩ =
N∑

k=1

|e0k⟩ ⟨e0k|f⟩

と、係数 {⟨e0k|f⟩}を持つ直交基底 {|e0k⟩}によって展開されることが自明となる（ケット |f⟩のベクトル
成分 (⟨e01|f⟩ , . . . , ⟨e0N |f⟩)t を計算することに相当する）。

次の定理は、Hilbert空間において閉部分空間への直交射影の存在を保証する基本定理である。

定理 1.52 (射影定理) V0 を Hilbert空間 V の閉部分空間次元部分空間、|u⟩を V の任意の要素とする。

このとき、|u⟩の V0 への正射影 |v0⟩ = PV0 |u⟩が一意に存在し、|u⟩は

|u⟩ = |v0⟩+ |w⟩ (|v0⟩ ∈ V0, |w⟩ ∈ V ⊥0 )

の形に一意に表される。

証明
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一意性は既に考えたので、PV0 |u⟩の存在を示せばよい。|u⟩から V0 への最短距離

δ = inf
|v⟩∈V0

||u− v||

を考えよう。inf の定義から、V0 内に

un ∈ V0, ||u− vn|| → δ (n→∞)

であるような列 {|vn⟩}が存在する。{|vn⟩}が収束すれば、その極限 |v0⟩が求める PV0 |u⟩であることを
示そう。

|vn⟩ ∈ V0 で、V0 は閉であるから、limn→∞ |vn⟩ ∈ V0. このとき、||u − vn|| → ||u − v0|| = δ である

ので

||u− v0|| = min
|v⟩∈V0

||u− v||

である。ここで、|w⟩を V0 の任意の要素、tを実数として、uと |v0 + tw⟩ ∈ V0 との差のノルムの 2乗

f(t) = ||u− (v0 + tw)||を考えてみる。

f(t) = ∥u− v0 − tw∥2

= ∥u− v0∥2 − 2tRe (⟨u− v0 |w⟩) + t2∥w∥

となり、|v0⟩が |u⟩に最近接であるならば t = 0で f(t)は最小値となり、f ′(0) = 0より Re (⟨u− v0 |w⟩)
であることから、

⟨u− v0 |w⟩ = 0 (|w⟩ ∈ V0)

が導かれ、|u− v0⟩ は任意の |w⟩ ∈ V0 に直交していることがわかった。したがって、|v0⟩ = PV0 |u⟩ で
ある。

最後に、{|vn⟩}の収束性を示すために、{|vn⟩}が Cauchy列であることを導こう。中線定理から

||(u− vn) + (u− vm)||2 + ||vm − vn||2 = 2||u− vn||2 + 2||u− vm||2

に注意すると

4

∥∥∥∥u− vn + vm
2

∥∥∥∥2 + ||vm − vn||2 = 2||u− vn||2 + 2||u− vm||2.

(|vn⟩+ |vm⟩)/2 ∈ V0 から、
∥∥u− vn+vm

2

∥∥2 ≧ δ2 を使って

||vm − vn||2 ≦ 2||u− vn||2 + 2||u− vm||2 − 4δ2

を得る。右辺は n,m→∞で 2δ2 + 2δ2 − 4δ2 = 0に収束し、||vn − vm|| → 0 (n,m→∞)がわかった。

■
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例 1.53 L2([−π, π])において、その部分空間 V0 が
ß
|e01⟩ =

∣∣∣∣cos t√π
∑
, |e02⟩ =

∣∣∣∣ sin t√π
∑™
で張られていると

する。|f(t)⟩ = |t⟩の V0 への射影 |f0(t)⟩は、定理 1.51より

|f0(t)⟩ =
⟨
e01
∣∣ f⟩ |e1⟩+ ⟨e02 ∣∣ f⟩ |e2⟩

で与えられる。第 1項の係数は、区間 [−π, π]にわたり被積分関数が奇関数であるために直ちに 0。第 2

項の係数は、
⟨
e02
∣∣ f⟩ = 1√

π

∫ π

−π t sin t dt = 2
√
π より

|f0(t)⟩ = 2 |sin t⟩ .

ここではあえて関数とケットを混用して表記したが、ケットを取り去って考えてもよい。以下の例でも、

自在に関数とケットを混用してもよい。

演習 1.54 Mathmematicaを使って、例 1.53の結果を確かめなさい。

（ヒント）

e1[t_] := Cos[t]/Sqrt[Pi];

e2[t_] := Sin[t]/Sqrt[Pi];

ip[p1_, p2_] := Integrate[p1 p2, {t, -Pi, Pi}] (* 変数 tに関する関数 p1と p2の内積 *)

Projection[t, e1[t], ip]

Projection[t, e2[t], ip]

例 1.55 (1.10)の Haar scaling関数 ϕ(t) と (1.11)の Haar wavelet関数 ψ(t)で張られる L2[0, 1]の部

分空間を V1 = span{|ϕ⟩ , |ψ⟩}とする。関数 f(t) = tとするとき、

⟨ϕ | f⟩ =
∫ 1

0

t dt =
1

2
, ⟨ψ | f⟩ =

∫ 1/2

0

t dt−
∫ 1

1/2

t dt = −1

4

に注意すると、f の V1 への直行射影 f1(t)は

f1(t) = ⟨ϕ | f⟩ |ϕ⟩+ ⟨ψ | f⟩ |ψ⟩ = ϕ(t)/2− ψ(t)/4

=

®
1/4 0 ≦ t < 1/2

3/4 1/2 ≦ t < 1

で与えられる。

演習 1.56 演習 1.46 から、Vn = span

ß∣∣∣∣ 1√
2π

∑
,

∣∣∣∣cos k t√
π

∑
,

∣∣∣∣ sin k t√
π

∑™
k=1,...,n

は L2([−π, π]) の部分空

間である。関数 f(t) = t2 の n = 1, 2, 3 で定まる空間 V1, V2 および V3 への直交射影を計算しなさい。

V∞ を張る基底は、完全正規直交系である。

演習 1.57 Mathematicaを使って、例 1.56の関数 f(t) = t2 を空間 V1, V2 および V3 へ直交射影して得

られる関数のグラフを描きなさい。

（ヒント）Mathematica では、演習 1.54 で見たように、内積関数をたとえば ip として別に定義して

おくと、関数 f の関数 g による射影 ⟨g(t) | f(t)⟩ |g(t)⟩を Projection[f[t], g[t], ip] で計算できる

（Mathematicaヘルプの Projection参照）。
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図 1.1は、関数 f(t) = t2 を L2([−π, π])の部分空間 V3 へ直交射影して得られる関数 π2/3− 4 cos t+

cos 2t− 4/9 cos 3tのグラフである。([−π, π]の範囲では元の関数 t2 を近似しているといえないだろうか

（V1, V2 への射影結果と比較してみよう）。

-3 -2 -1 1 2 3

2

4

6

8

図 1.1 Vn=3 で張られる部分空間へ関数 f(t) = t2 を直交射影して得られた関数のグラフ。nが大き

くなるほど、元の関数 f(t)をよく近似する様子が伺える。

base[t, n_] :=

Flatten[{1/Sqrt[2 Pi],

Table[{Cos[k t]/Sqrt[Pi], Sin[k t]/Sqrt[Pi]}, {k, 1, n}]}] (*基底関数系*)

ip[p1_, p2_] := Integrate[p1 p2, {t, -Pi, Pi}] (*内積関数*)

f[t] = t; (* 元の関数 t *)

pf1[t_] =

Sum[Projection[f[t], base[t, 1][[i]], ip], {i, 1, Length[base[t, 1]]}] (*n=1の射影関数

*)

Plot[pf1[t], {t, -Pi, Pi}] (*射影関数のプロット*)

pf2[t_] =

Sum[Projection[f[t], base[t, 2][[i]], ip], {i, 1, Length[base[t, 2]]}] (*n=2の射影関数

*)

Plot[pf2[t], {t, -Pi, Pi}] (*射影関数のプロット*)

pf3[t_] =

Sum[Projection[f[t], base[t, 3][[i]], ip], {i, 1, Length[base[t, 3]]}] (*n=3の射影関数

*)

Plot[pf3[t], {t, -Pi, Pi}] (*射影関数のプロット*)

f2[t] = t^2; (* 元の関数 t^2 *)

pf23[t_] =

Sum[Projection[f2[t], base[t, 3][[i]], ip], {i, 1, Length[base[t, 3]]}] (*n=3 の射影関

数*)

Plot[pf23[t], {t, -Pi, Pi}]

演習 1.58 例 1.40 の Haar の scaling 関数 ϕ(t) と Haar の wavelet 関数 ψ(t) で次のように張られる

L2([0, 1])の部分空間 span {|ϕ(t)⟩ , |ψ(t)⟩ , |ψ(2t)⟩ , |ψ(2t− 1)⟩ , |ψ(2t+ 1)⟩}に対して、関数 f(t) = tを

直行射影しなさい。

演習 1.59 Mathematicaを使って、例 1.58で直交射影して得られる関数のグラフを描いてみなさい。

（ヒント）先の例 1.56の ipように、内積関数 iphを別に定義しておく。
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

図 1.2 Haar scaling 関 数 ϕ(t) と Haar wavelet 関 数 ψ(t) で 張 ら れ る 部 分 空 間

{ϕ(t), ψ(t), ψ(2t), ψ(2t − 1)} ∈ L2([0, 1]) へ関数 f(t) = t を直交射影して得られた関数のグラ

フ。関数 t を近似する階段関数になっている。さらに細かく近似するためにどのようにして Haar 基

底関数系を選べばよいのだろうか。この解答はWavelet理論によって得られる。

haarScaling[t_] := If[t < 0 || 1 <= t, 0, 1] (*Haar scaling関数*)

haarWavelet[t_] :=

Piecewise[{{1, 0 <= t && t < 1/2}, {-1, 1/2 <= t && t < 1}}, 0] (*Haar wavelet*)

hbasis[t] = {haarScaling[t], haarWavelet[t], haarWavelet[2t], haarWavelet[2t-1]} (*

基底関数系*)

f[t] = t; (* 元の関数 t *)

iph[p1_, p2_] := Integrate[p1 p2, {t, 0, 1}] (*内積関数*)

hpf[t_] = Sum[Projection[f[t], hbasis[t][[i]], iph], {i, 1, 4}] (*直交射影した

関数*)

Plot[hpf[t], {t, 0, 1}]

1.3.3 直交補空間

定義 1.60 (直行補空間) V0 を内積空間 V の部分空間とする。V0 の直行補空間 (orthogonal comple-

ment) V ⊥0 を次で定義する：

V ⊥0 = {|v⟩ ∈ V | ∀ |w⟩ ∈ V0 について ⟨w | v⟩ = 0}

定理 1.61 V0 を内積空間 V の有限次元部分空間とする。このとき各 |v⟩ ∈ V は |v0⟩ ∈ V0 と |v1⟩ ∈ V ⊥0
によって一意に |v⟩ = |v0⟩+ |v1⟩ と分解され、V は

V = V0 ⊕ V ⊥0

と直和で表される。

証明 |v⟩ ∈ V として、|v0⟩を |v⟩の V0 への直交射影とする。|v⟩ = |v − v0⟩とすると、定理 1.52よ

り、|v1⟩ ⊥ V0 である。|v⟩ = |v0 + (v − v0)⟩ = |v0 + v1⟩において、v1 ⊥ V0. したがって、v1 ∈ V ⊥0 . ■
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例 1.62 例 1.38の平面 V0 = {(x, y, z)t | 2x−y+3z = 0}を考える。
{
|e1⟩ = 1

21 (1,−4,−2)
t, |e2⟩ = 1

6 (2, 1,−1)
t
}

は正規直交系（∥e1∥ = ∥e2∥, ⟨e1 | e2⟩ = 0）で V0 を張る。

さて、ベクトル |v⟩ = (x, y, z)t ∈ R3 の V0 への直行射影 |v0⟩は

|v0⟩ = ⟨e1 | v⟩ |e1⟩+ ⟨e2 | v⟩ |e2⟩

=

Å
x− 4y − 2z

21

ã
(1,−4, 2)t +

Å
2x+ y − z

6

ã
(2, 1,−1)t.

一方、|e3⟩ = 1
14 (2,−1, 3)

tは ∥e3∥ = 1かつ |e3⟩ ⊥ V ⊥0 であることが確かめられる（⟨e3 | e1⟩ = ⟨e3 | e2⟩ =
0）。v1 を

|e3⟩ = ⟨e3 | v⟩ |e3⟩

=
2x− y + 3z

14
(2,−1, 3)t

で定義すると、v1 は V ⊥0 への直交射影になっている（⟨v1 | e1⟩ = ⟨v1 | e2⟩ = 0）。

定理 1.63 (Gram-Schmidtの正規直交基底の構成) 内積空間 V の任意の部分空間が N 個の基底

{|v1⟩ , |v2⟩ , . . . , |vN ⟩} で張られているとする。このとき、V の正規直交基底 {|e1⟩ , |e2⟩ , . . .} が構成
でき、各 |ej⟩は基底 {|v1⟩ , |v2⟩ , . . .}の線形結合として次のように表される。

|e1⟩ = |ẽ1⟩ /
»
∥ẽ1∥, |ẽ1⟩ = |v1⟩

|e2⟩ = |ẽ2⟩ /
»
∥ẽ2∥, |ẽ2⟩ = |v2⟩ − ⟨e1 | v2⟩ |e1⟩

. . .

|eN ⟩ = |ẽN ⟩ /
»
∥ẽN∥, |ẽN ⟩ = |vN ⟩ −

N−1∑
k=1

⟨ek | vN ⟩ |ek⟩

. . .

証明

■

演習 1.64 例 1.18 および 1.43 で扱った L2([0, 1]) 空間の単項式 {tn}∞n=0 を Gram-Schmidt の方法を

使って区間 [0, 1]上の正規直交基底を構成しなさい。また、Mathematicaでその結果を検算しなさい。

（ヒント）Mathematicaを使うと、{1, t, t2, t3}までの L2([0, 1])の単項式系の正規直交化基底は次で得

られる。計算結果の検証をしてみなさい。

Orthogonalize[{1, t, t^2, t^3}, Integrate[#1 #2, {t, 0, 1}] &]

演習 1.65 区間 [−1, 1] 上の単項式 {1, t, t2, t3, . . .} を Gram-Schmidt の方法で構成した正規直交基底

は
{»

n+ 1
2Pn(t)

}
n=0,1,2,...

であることを確かめなさい。ここで、Pn(t) は区間 [−1, 1] で定義された
Legendre多項式である。Pn(t)は Legendreの方程式

(1− t2)d
2P (t)

dt2
− 2t

dP (t)

dt
+ n(n+ 1)P (t) = 0
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の特解である。Legendre多項式系は区間 [−1, 1]上の完全直交系である。
たとえば、P0(t) = 1, P1(t) = t, P2(t) =

1
2 (3t

2 − 1), P3(t) =
1
2 (5t

3 − 3t), P4(t) =
1
8 (35t

4 − 30t2 +3)

などである。Mathematicaを使うと、この結果を検算してみなさい。

（ヒント）

Orthogonalize[{1, t, t^2, t^3}, Integrate[#1 #2, {t, -1, 1}] &]

演習 1.66 Legendre多項式 Pn(x)の Rodrigues公式

Pn(x) =
1

2nn!

dn(x2 − 1)n

dxn

から

Pn(x) =
1

2n

n∑
k=0

Ç
n

k

å2

(x− 1)n−k(x+ 1)k

を示しなさい。x = 1の Pn(x)の値を求めなさい。また、{Pn(t)}n=0,1,2,... の正規直交性を示しなさい。

Mathematicaを使って、P0(x), P1(x), . . . , P20(x)の区間 [0, 1]上のグラフを重ねて表示しなさい。

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

図 1.3 Legendre関数 Pn(x)の区間 [−1, 1]でのグラフ（n = 0, 1, 2, . . . , 20）

1.4 基底の完全性（全体性）

繰り返しになるが、もう一度定義として以下を述べておこう。

定義 1.67 内積空間 V の部分空間 V0 ⊆ V の正規直交基底 E0 = {|e01⟩ , |e02⟩ , . . . , |e0N ⟩}について、ベク
トル（関数）f ∈ V から次で定まる数列 {fn}Nn=1

fn = ⟨e0n | f⟩
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を f の基底 E0 による展開係数（あるいは Fourier型展開係数 Fourier-type expanding coefficients）ま

たは v の成分という。このとき、f の V0 への正射影は

N∑
k=1

⟨e0n | f⟩ |e0k⟩

で与えられる。

明らかに

∥f −
N∑

k=1

fne
0
k∥2 =

∫ (
(x)− fne0k(x)

)2
dx ≧ 0

である。したがって、

0 ≦ ∥f −
N∑

k=1

fne
0
k∥2 = ∥f∥2 +

N∑
k=1

|fk|2 −
N∑
i=1

fi ⟨e0i | f⟩ −
N∑
j=1

fj ⟨f | e0j ⟩

= ∥f∥2 +
N∑

k=1

|fk|2 − 2
N∑
i=1

|fi|2

である。すなわち、内積空間 V 内の部分空間 V0 ⊆ V における任意の正規直交基底 E0について、∀f ∈ V
に対して

N∑
k=1

|fk|2 ≦ ∥f∥2 (1.16)

が成立する。この (1.16) を Bessel の不等式という。気になるのは、この不等式がどんな条件のもとで

N →∞のときに等式
∑N

k=1 |fk|2 → ∥f∥2 となるかである。

定義 1.68 空間 V の任意の区分的に連続（piecewise continuous）な関数*2 f ∈ V に対して、V の基底
E = {|en⟩}n=1,2,... を使って f を展開

∑
fn |en⟩したとき、任意の ε > 0に対して

∥f −
n∑

k=1

fkek∥2 < ε, fk = ⟨ek | f⟩ , n > N

であるような N が存在するとき、f は最小二乗の意味（つまり L2 の平均収束の意味で）でいくらでも良

く近似できるといい、そのような V の基底を完全（complete）または全体的（total）であるという。V

の完全性（全体性）は必ずしも基底の直交性を要求していないことに注意する。

この定義から、基底の完全直交性は Bessel の不等式において等式が成り立つ場合となることがわ

かった。

*2 ここでは、区分的に連続な関数を、その定義域が有限個の部分領域（1変数関数の場合には部分区間）に分かれ、その各内部
で関数が連続で、各部分領域の内部から境界に近づくときに関数値が定まった有限境界値を持つものとしよう。もっと都合
がよいのは、区分的に滑らか（piecewise smooth）な関数である。これは、区分的に連続かつ区分的に連続な導関数をもつ
ことである。
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定理 1.69 (完全性の条件) 空間 V の基底 E = {|en⟩}n=1,2,... が完全であるためには、任意の連続関数

f ∈ V の展開係数 {fn = ⟨en | f⟩}に対して、完全性関係

∥f∥2 =
∑
k

|fn|2

が成立すれば十分である。また、完全性関係は、g ∈ V の展開係数 {gn = ⟨en | g⟩}と併せて、Parseval

の等式

⟨f | g⟩ =
∑
k

fk gk

の形にも表される（定理 2.45）。

証明 クーラン=ヒルベルト [6]の第 2章や、関数解析の書物を参照。 ■

基底の完全性は関数の展開可能性（各点収束） f =
∑

k fkek を意味するわけではなくことに注意する。

ここでは平均収束をいうだけである。この方向での議論に興味ある場合には、ヒルベルト空間論を含む関

数解析の書物を研究する必要がある。このテキストでは、厳密さは追求せずに、必要に応じて注意する程

度にとどめておくことにする。

基底の完全性の議論を深めると、定理 1.51は次のように書き換えることができる。実をいうと、次の

主張は縮退のない離散固有値を持つ線形演算子の固有関数が張る空間の完全性についての議論から得られ

るものであるが、その前提や厳密さを忘れて部分空間への射影演算子の理解を踏まえれば、形式的にその

意味は容易に理解できるはずだ。

定理 1.70 可分な Hilbert空間 H の完全正規直交基底系 {|ek⟩}k=1,2,... において、演算子 |ek⟩ ⟨ek|の総
和

IH =
∑
k

|ek⟩ ⟨ek| (1.17)

は、H 上の恒等作用素である。このとき、H に属する任意のケット |f⟩は、|f⟩ = IV |f⟩から直ちに

|f⟩ =
∑
k

|ek⟩ ⟨ek|f⟩

と、係数 {⟨ek|f⟩}を持つ完全正規直交基底 {|ek⟩}によって展開できる。

1.5 作用素と随伴作用素

1.5.1 線形作用素

定義 1.71 ベクトル空間 V とW の間の作用素 T : V →W が線形 (linear)とは次を満たすときである：

T (c1 |v⟩+ c2 |w⟩) = c1T |v⟩+ c2T |w⟩ , |vi⟩ ∈ V,および ci ∈ C.
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注意 1.72 内積空間 V の部分空間 V0 でを正規直交基底 {ek} を持つとき、定理 1.52 の直行射影

P : V → V0 は線形作用素で、v1, v2 ∈ V について P (a v1 + b v2) = aP (v1) + bP (v2)である。

定理 1.73 (線形演算子の行列表示) 基底 {|v1⟩ , . . . , |vn⟩}を持つ空間 V から基底 {|w1⟩ , . . . , |wm⟩}を持
つ空間W への線形作用素 T : V → W を考える。|v⟩ ∈ V の表現 x = (x1, . . . , xn)

t および |w⟩ ∈ W の

表現 y = (y1, . . . , ym)t に対して、Tの作用は、行列 AT の要素

aij = ⟨wi|T |vj⟩

を使うと y = ATxが成立する：
y1
...
yi
...
ym

 =


a11 . . . a1n
...

. . .
...

aj1 . . . ajn
...

. . .
...

am1 . . . amn




x1
...
xj
...
xn


すなわち、線形作用素 T は

T =
m∑
i=1

m∑
j=1

aij |wi⟩ ⟨vj | (1.18)

のように表すことができる。行列 AT = (aij)を基底 {|vj⟩}および {|wi⟩}に関する線形作用素 T の行列

表示という。

証明

|v⟩ =
∑n

j=1 xj |vk⟩ ∈ V に対して T の作用が |w⟩ =
∑m

k=1 yk |wk⟩ ∈W をもたらすので、

|w⟩ =
n∑

k=1

yk |wk⟩ = T

(
n∑

j=1

xj |vj⟩

)

=
n∑

j=1

xj T |vj⟩ .

両辺をブラ ⟨wi|とでの内積を取ると、⟨wi |w⟩ = yi に注意して

yi =

⟨
wi

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xj Tvj

⟩

=
n∑

j=1

aij xj

を得る。
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T の表式は、定理 1.52から、空間 V 上の恒等作用素 IW および空間W 上の恒等作用素 IW の射影演

算子分解を使う。

T = IWTIv =
m∑
i=1

|wi⟩ ⟨wi|T
n∑

j=1

|vj⟩ ⟨vj |

=
m∑
i=1

n∑
j=1

|wi⟩ ⟨wi|T |vj⟩ ⟨vj |

■

定義 1.74 線形作用素 T : V →W のノルム ∥T∥を

∥T∥ = {max ∥Tv∥ | |v⟩ ∈ V かつ、∥v∥ = 1 }

で定義する。T のノルムが有限のとき、有界作用素 (bounded operator)という。

注意 1.75 有限次元内積空間におかる全ての線形作用素は有界である。また、任意の内積空間からその部

分空間への直交射影も有界線形作用素である。

1.5.2 随伴作用素

定義 1.76 内積空間 V とW 間の有界線形作用素 T : V →W の随伴 (adjoint)または共役とは

⟨w |Tv⟩W = ⟨T †w | v⟩V

で定まる線形作用素 T † :W → V である。

ブラケット表記はここでも強力なツールで、定義 1.76で間接的に定義される線形作用素の随伴を直接的

に書き出すことができる。

例 1.77 定理 1.73の後半部の線形作用素の分解で登場していることだが、|v⟩ ∈ V と |w⟩ ∈W から得られ
る演算子 |w⟩ ⟨u|は V からW への線形演算子 |w⟩ ⟨u| : V →W である。この随伴は (|w⟩ ⟨u|)† = |u⟩ ⟨w|
で、|u⟩ ⟨w| :W → V である。

演習 1.78 |w⟩ ⟨u| : V →W とその随伴 |u⟩ ⟨w| :W → V が線形作用素であることを確かめなさい。

例 1.79 例 1.77を踏まえると、定理 1.73の (1.18)から直ちに

T † =

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|wi⟩ ⟨wi|T |vj⟩ ⟨vj |

)†

=
n∑

i=1

m∑
j=1

|vi⟩ ⟨wj |T |vi⟩∗ ⟨wj |
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を得る。この表式は随伴作用素 T † を行列表示 AT † を使って直接与えている。この様子を詳しく追いか

けてみよう。V および W のそれぞれの基底 {|vi⟩} および {|wj⟩} による T の行列表示 AT = (aij) =

(⟨wi|T |vj⟩)および |v⟩ ∈ V と |w⟩ ∈W の表現 xと y を使うと

⟨y |ATx⟩W =
m∑
i=1

n∑
j=1

y∗i aijxj

=
n∑

j=1

(
m∑
i=1

a∗ijyi

)∗
xj =

n∑
j=1

(
m∑
i=1

a†jiyi

)∗
xj

= ⟨A†Ty |x⟩V

と書き換えることができる。ただし、a†ij = a∗ji（転置共役）である。したがって、T の随伴 T † に対応す

る行列表示 AT † は T に対応した行列表示 AT の転置共役 A†T であることがわかった。

例 1.80 gを区間 [a, b]上の有界関数としたとき、線形作用素 Tg : L2([a, b])→ L2([a, b])を次のように定

義する：

Tg f(t) = g(t)f(t).

このとき、Tg の随伴は

T †g h(t) = g(t)∗h(t)

で与えられる。このことは、次からわかる：

⟨h |Tgf⟩[a,b] =
∫ b

a

h(t)∗ g(t)f(t) dt =

∫ b

a

(g(t)∗h(t))
∗
f(t) dt = ⟨g∗h | f⟩[a,b] = ⟨T

†
gh | f⟩[a,b] .

定理 1.81 (合成作用素の随伴) T1 : V → W および T2 : W → U を内積空間の間の 2つの有界線形作用

素とする。このとき

(T2 ◦ T1)† = T †1 ◦ T
†
2

証明 v ∈ V と u ∈ U に対して

⟨u |T2 ◦ T1v⟩U = ⟨T †2u |T1v⟩W = ⟨T †1 ◦ T
†
2u | v⟩V

一方、随伴作用素の定義から

⟨u |T2 ◦ T1v⟩U = ⟨(T2 ◦ T1)†u | v⟩V .

■

定理 1.82 (直行射影の自己随伴性) 内積空間 V からその部分空間 V0 への直行射影作用素 P について、

P †0 = P0

である。
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証明 V0 の直交基底ケット {|e0j ⟩}Nj=1 を使った (1.14)の直交射影演算子の表現

P0 =
N∑

k=1

|e0k⟩ ⟨e0k|

から、演算子 |ξ⟩ ⟨η|の随伴性 (|ξ⟩ ⟨η|)∗ = |η⟩ ⟨ξ|を使えば、P †0 = P0 は明らかである。

[別証明] 多少長くなるが直交射影の性質それ自身から証明することもできる。定理 1.61より、v, u ∈ V
は v0, u0 ∈ V0 とそれに直交する v1, u1 ∈ V ⊥0 との和 v = v0 + v1 および u− u0 + u1 のように直和分解

することができる。このとき、P0v = v0, P0u = u0 とすると、直交性を使って

⟨v |P0u⟩ = ⟨v0 + v1 |u0⟩ = ⟨v0 |u0⟩ .

一方、

⟨P0v |u⟩ = ⟨u0 |u0 + u1⟩ = ⟨v0 |u0⟩ .

これより、⟨P0v, u⟩ = ⟨v, P0u⟩となり、P †0 = P0 を得る。

■

定義 1.83 (Hermite性) 直交演算子のように、ある線形作用素 H の随伴 H† が自身に等しいとき

H† = H であるような性質を自己随伴性 (self-adjoint)または Hermite的 (hermitian)であるという。

演習 1.84 Hermite性をもつ線形作用素の固有値は実数であることを示しなさい。
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第 2章

Fourier級数

2.1 Fourierの方法～偏微分方程式の解法

一様な熱が伝わる物質からなる棒の両端をつないで単位円（丸い輪）とする。輪の上の位置は 0 ≦ x ≦
2π で表される。さて、時刻 t = 0のとき、この輪に温度分布 f(x)が与えられたとして、その後の時刻 t

において丸い輪の温度分布 u(x, t)を求めることを考えよう。初期（時刻 t = 0）の温度分布 f(x)と時刻

tでの温度分布 u(x, t)は、物体の形状が輪であることから、周期関数

f(x) = f(x+ 2π), u(x, t) = u(x+ 2π, t)

である。

1次元物体内の熱伝導は、つぎのような拡散係数 cを持つ拡散方程式（熱方程式）

∂u

∂t
= µ

∂2u

∂x2
(2.1)

に従う。したがって、解くべき問題は

初期条件 u(x, 0) = f(x) (2.2)

と

周期条件 u(x, t) = u(x+ 2π, t) (2.3)

のもとで、式 (2.1)を解くことである。なお、周期条件 (2.3)より、

境界条件 u(0, t) = u(2π, t), ux(0, t) = ux(2π, t) (2.3′)

が導かれる。

J. Fourierは、境界条件 (2.3′)を満たす拡散方程式 (2.1)の特解を変数分離法から求め、これらの特解

を組み合わせて、初期条件 (2.2)も満たすように解を構成した。まず、解 u(x, t)が変数分離されるとして

u(x, t) = X(x)T (t) (2.4)

とおいて、(2.1)を満たすように X(x)と T (t)を求めてみよう。式 (2.4)を (2.1)に代入すると

T ′

µT
=
X ′′

X
(= λ)
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を得る。両辺が等しいことから、ある定数 −λに等しい。このことから

T ′ + λµT = 0 (2.5)

X ′′ = λX = 0 (2.6)

となる。

(2.5)の解は、直ちに得られて

T (t) = Ce−λµt

である。(2.6)の解は、λ < 0, λ = 0, λ > 0 にしたがって

X(x) =


Ae
√
−λx +Be−

√
−λx, λ < 0

A+Bx, λ = 0

A cos
√
λx+B sin

√
λx, λ > 0

となる。

これらの解から、境界条件 (2.3′)を満たすものを探してみよう。(2.3′)を書き直すと

X(0) = X(2π), X ′(0) = X ′′(2π) (2.3′′)

となるので、T (t) ≡ 0となるときは u(x, t) ≡となる場合を除いて (2.3′′)が成立している。(2.3′′)が成

り立つための条件を調べてみよう。

(1) λ < 0の場合。(2.3′′)から、A = B = 0、つまり X90) ≡ 0の場合に限る。

(2) λ = 0の場合。あきらかに B = 0、つまり X(x) ≡ A.
(3) λ > 0の場合。

(1− cos 2π
√
λ)A− sin 2π

√
λ ·B = 0

sin 2π
√
λ ·A+ (1− cos 2π

√
λ)B = 0

である。これが非自明な解 A,B を持つためには、係数行列式が

(1− cos 2π
√
λ)2 + (sin 2π

√
λ)2 = 0

である。したがって、
√
λ が整数 n、λ = n2 である場合に限る。つまり、任意の係数 A,B につ

いて

X(x) = A cosnx+B sinnx, n = 1, 2, . . .

は (2.3′)を満たす。このとき

u(x, t) = e−µn
2t(A cosnx+B sinnx), n = 1, 2, . . .

は (2.1)(2.3′)の解となる。
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以上から、A = An, B = Bn と書くと

u0(x, t) = A0, un(x, t) = e−µn
2t(An cosnx+Bn sinnx), n = 1, 2, . . .

はすべて (2.1)(2.3′)の解であることがわかった。式の線形性から、これらの総和

A0 +
m∑

n=1

e−µn
2t(An cosnx+Bn sinnx) (2.7)

もまた (2.1)(2.3′)の解となる。

A0 +
∞∑

n=1

e−µn
2t(An cosnx+Bn sinnx) (2.8)

において、任意係数 A0, An, Bn を上手く定めて、(2.8)が収束し、しかも (2.1)(2.3′)の解となって、かつ

初期条件 (2.2)も満たすようにできないかを検討しよう。

(2.8)が収束して解になるとすれば、

u(x, 0) = A0 +
∞∑

n=1

(An cosnx+Bn sinnx)

であるが、初期条件 (2.2)から

f(x) = A0 +
∞∑

n=1

(An cosnx+Bn sinnx) (2.9)

が成立しなければならない。

J. Fourierは任意の周期 2π の周期関数 f(x)に対して

A0 =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) dx, An =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) cosnx dx

Bn =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)sinnx dx

と定めると、(2.9)が成立し、これらの係数 A0, An, Bn を使うと (2.8)によって熱伝導問題を解 u(x, t)が

得られると論じた。Fourier自身は検討を加えていないが、もちろん、任意の関数 f(x)がいつでも (2.9)

の級数展開を持つわけではなく、その後の解析学の進歩をこのようにして始まったといえる。

ここまでの議論をまとめると、

I) 与えられた関数 f(x)にどんな性質があれば

f(x) = A0 +
∞∑

n=1

(An cosnx+Bn sinnx)

が可能であるか
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II) 偏微分方程式の立場からは、その級数展開を用いて定義される関数項級数

u(x, t) = A0 +
∞∑

n=1

e−µn
2t(An cosnx+Bn sinnx)

が収束し、t ≧ 0で連続な関数となり、t > 0で tについて 1回、xについて 2回項別微分可能とな

るか

が問題となるのである。

2.2 さまざまな用語

三角関数は取り扱いもやさしい初等関数であり、振動現象の記述には欠くことができない。Fourier解

析や信号処理などで使われる用語の多くが力学に由来している。以下、そうした用語をまとめておこう。

直線上に質量mの質点がバネ定数 k の調和バネにつながれた往復運動を考える（図 2.1）。バネの自然

長を原点とする平衡点からの変位を xとしたとき、変位に比例した復元力 F = −kxが働き、その運動方
程式は次のようになる。

m
d2x

dx2
= −kx

わかり易さのために、ω2 =
k

m
とおいて

d2x

dx2
= −ω2x

この方程式にしたがう運動を調和振動子 (harmonic ocillator)という。

0 x

F= -kx

k m

図 2.1 ばね定数 k の調和振動子。質点に平衡点からの変位 xに比例した復元力 F = −kxが働く。

この一般解は

x(t) = A sin(ωt+ δ) または x(t) = a cos(ωt+ γ)

であることは直ちに確かめられる。Aを振幅 (amplitude)、δ, γ を時刻 t = 0における位相 (phase)とい

う。1振動に要する時間 T（単位 [sec]）を周期 (period)といい、x(t) = x(t+ T )を満たす。今の場合、

T =
2π

ω

である。単位時間に往復する回数 ν = 1/T（単位 [Hz]）が周波数 (frequency)である。

ω = 2πν
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を角周波数 (angular frequency)という（単位 [rad/sec]）。

ばね定数 k を持つ位置エネルギー（ポテンシャルエネルギー）U(x)は

U(x) =
1

k
x2 =

mω2

2
x2 =

m

2
ω2A2 sin2(ωt+ δ).

また、運動エネルギーK は

K =
m

2

Å
dx

dt

ã2
=
m

2
ω2A2 cos2(ωt+ δ).

したがって、力学的全エネルギー E は

E = K + U =
mω2

2
A2

となり、調和振動子の全エネルギー E は時間によらずに一定で、振幅の 2乗に比例している。後述する

ように、関数 f(t)の Fourier変換 f̂(λ)を角周波数 λを持つ f(t)成分とみなし、|f̂(λ)|2 をパワースペク
トル (power spectrum、または強度スペクトル)というのは、振幅の 2乗をエネルギーとみなす背景があ

るためである。

電磁場や音波などの振動しながら伝搬する波を進行波 (traveling wave)という。このとき、1周期に進

む距離 λ（単位 [m]）を波長（wavelength）、単位時間あたりの伝搬距離を速度 v（単位 [m/sec]）といい

v = λ · ν

の関係にある。

2.2.1 具体例

図 2.2のように、両端点を固定した弦の振動を考えよう。単位長さの振動の様子を sinωtで表し、これ

をハ長調 C音（ドの音）とする（通常のピアノでは周波数 261.62Hzに調律される）。 2
3 単位長の弦の振

動数は波長に反比例するので 3
2 倍となり、振動の様子は sin 3

2ωt で表される。これがハ長調音 E（ミの

音）である。 1
3 単位長の弦の振動数は元の 3倍となり、振動の様子は sin 3ωtで表される。これがハ長調

音 G（ソの音）である。したがって、CEG（ドミソ）の音の振動数比は 1 : 3
2 : 3であり、人には心地よ

く聞こえる協和音 (consonance)となっている。

sin ωt

sin 3/2ωt

sin 3ωt

C(ド)

E(ミ)

G(ソ)

図 2.2 3つの弦の振動。弦の長さの比は 1 : 2
3
: 1

3
となっている。その結果、弦の振動数比は 1 : 3

2
: 3

になる。これらの弦を同時に鳴らした音はドミソ協和音となって聞こえる。
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ここで 3つの正弦関数の和である次の関数 f0(t) ∈ L2([−π, π])を考えよう。

f0(t) = 3 sin 2t+ 4 sin 3t+ 2 sin 6t

振幅はそれぞれ 3, 4, 2 であるために強度（振幅の 2 乗）は異なるが、振動数比は CEG 協和音と同じ

2 : 3 : 6となっている。区間 [−π, π]での f0 のグラフが図 2.3(a)である。次に関数 f1 として f0 に振幅

0.2の角周波数 100の余弦波を加えたものを考えよう。図 2.3(b)が f1 のグラフである。

f1(t) = sin 2t+ 4 sin 3t+ 2 sin 6t+ 0.2 cos 100t

2つの関数 f0 と f1 は有限和の Fourier級数の形になっている（実際、f0 と f1 の Fourie級数を計算して

みよ）。

(a)

-3 -2 -1 1 2 3

-6

-4

-2

2

4

6

(b)

-3 -2 -1 1 2 3

-6

-4

-2

2

4

6

図 2.3 (a) f0(t) = 3 sin 2t+ 4 sin 3t+ 2 sin 6t と (b) f1(t) = f0(t) + 0.2 cos 100tのグラフ。f1 は

0.2 cos 100tが混入した結果、f0 を小さい振幅で高周波数で揺らしたものになっていることがわかる。

f1 から高周波が乗った小さい Fourier係数 0.1の項を落とした関数が f0 であるともいえる。一般に雑

音 (noise)は高い周波数成分をもっている。信号処理の基本は、信号を基本波に分解して不要な成分（不

要な基本波の係数）を落とした関数を得ることによって、雑音を除去したり（不可逆）データ圧縮するこ

とである。今の場合、f1 から f0 を得る過程は、高い周波数を濾し取って低い周波数成分を通過させたわ

けであるからローパスフィルタ (low pass filter)と呼ぶ。

関数 f1 と f0 とはどの程度の違いがあるだろうか。次のように、L2 ノルムで測って相対誤差を具体的

に計算することができる。

相対誤差 =
∥f0∥L2

∥f1∥L2

= 0.999311

L2 ノルムで測ると、ローパスフィルタによって f1 から Fourier成分 0.2 cos 100tを取り除いた関数 f0 は

f1 とほとんど変わらないことがわかる。

演習 2.1 Mathematicaを使って、関数 f0 および f1 のグラフを描きなさい。また、L2 ノルムでその相

対誤差が上記のようであることを確かめなさい。

（ヒント）たとえば、関数 f1 のノルムを次のように計算する。

nf1=Sqrt[Integrate[(f0[t] + 0.2 Cos[100 t])^2, {t, -Pi, Pi}]]
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明らかなことだが、周期 T が短くなるほど振動数 v や角振動数 ω は大きくなり、一方で波長は短くな

る。ヒトの可聴域は（個人差もあるが）周波数 20Hzから 15KHz程度（高々 20KHz）とされている。男

性よりも女性の方が高音に敏感な傾向があり、加齢により高音から聴きづらくなる。公衆電話回線では

300Hzから 3.4KHzの範囲の音声を伝えることができる（電話の音が聴きづらくなったときは要注意だ）。

人による聴覚実験結果と記録に要するデータ量とを勘案して、CDでは理論的には 22,050Hzまでの音

声が再現可能なように記録されている。音声は聴覚だけでなく肌や骨に対する振動として体感される。聴

こえないとされている超高音も音質に影響するとして、通常の CD以上の高音域までも再生可能な記録方

式を利用するハイエンド・オーディオが注目を浴びている。

時間的に連続な信号（アナログ信号という）を時間的に離散なデータとして記録（サンプリングとい

う）する場合、再生される周波数の上限は標本化定理によって定められる（データのデジタル化にはサン

プリング過程の後にもう一段階、データ量子化の過程が必要である）。

2.3 Fourier級数の基本

2.3.1 Fourier級数の定義

定義 2.2 (Fourier係数と Fourier級数) 区間 [−π, π)上の関数 f(x)に対して

an = an(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx (2.10)

bn = bn(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx (2.11)

を第 n次 Fourier係数といい（n ≧ 0）、形式的級数

S[f ] =
a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (2.12)

を f の Fourier級数と定義する。明らかに Fourier級数は周期 2π の周期関数である。

任意の有限区間 [−a, a)上の関数についても後ほど同様な定義を与える。
Fourier級数論とは関数 f を三角関数を使った無限級数で近似しようとする試みである。問題となるの

は、Fourier係数の積分の意味や、どのようなときに S[f ]が収束して元の関数 f(t)に一致するのかなど

である。

Fourier級数の概念をさらに一般化して考えるのが関数の Fourier変換で、Fourier解析の理論の基礎と

なっている。ここで考える f は Lebesgue可積分関数を考えるのが本来なのであるが、簡単のために、定

義区間 [a, b]上で高々有限個の不連続点 a ≦ x1 < x2 < · · · < xN ≦ bを持ち極限

lim
ϵ→0

∫ x1−ϵ

a

∫ x2−ϵ

x1+ϵ

∫ x3−ϵ

x2+ϵ

. . .

∫ b

xN+ϵ

|f(x)|dx < +∞

が存在する絶対 Riemann可積分な関数 f を考察の対象としよう（絶対 Riemann可積分な関数について

成立するようなことは Lebesgue可積分関数についても成立する）。
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実関数であっても、次のように複素形式で Fourier級数を考える場合が多い。

定義 2.3 (複素形式の Fourier級数) 区間 [−π, π)上の実関数 f(x)に対して

f̂n =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inx dx (2.13)

を複素形 Fourier係数、

∞∑
n=−∞

f̂ne
inx (2.14)

を複素形 Fourier級数と定義する。

注意 2.4

f̂n =
an − ibn

2
, (n = 0,±1,±2, . . . )

とすると、

f̂−ne
−inx + f̂ne

inx = an cosnx+ bn sinnx

であることに注意する。f が実関数のとき an, bn も実であるので、(2.14) は (2.12) に一致する。また、

a−n = an, b−n = bn であることから

f̂n
∗
= f̂−n (2.15)

の関係にある。

演習 2.5 (2.15)を複素 Fourier係数の定義から直接示しなさい。

定理 2.6 (Fourier基底の直交性) (1) 実 Fourier基底
ß

1√
2π
,
cosnx√

π
,
sinnx√

π

™
n∈N
は L2([−π, π])の

正規直交系である：

1

π

∫ π

−π
cosnx cosmxdx =


1 n = m > 1

2 n−m = 0

0 それ以外

,

1

π

∫ π

−π
sinnx sinmxdx = δnm,

1

π

∫ π

−π
cosnx sinmxdx = 0.

(2) 複素 Fourier基底
ß

1√
2π

einx
™
n∈Z
は L2([−π, π])の正規直交系である：

1

2π

∫ π

−π
einxe−imx = δnm.

演習 2.7 この定理を証明しなさい。これらの正規直交系は完全である。
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一様収束する次の関数

f(x) =
α0

2
+
∞∑

n=1

αn cosnx+ βn sinnx (2.16)

を考てみよう。f(x)と cosmxとの内積をとると

1

π

∫ π

−π
f(x) cosmxdx

=
α0

2π

∫ π

−π
cosmxdx+

∞∑
n=1

Å
αn

π

∫ π

−π
cosnx cosmxdx+

βn
π

∫ π

−π
sinnx cosmxdx

ã
= αm

同様にして

1

π

∫ π

−π
f(x) sinmxdx = βm

が得られる。したがって、(2.16)の級数は Fourier級数 (2.12)に一致することがわかる。複素形式の一様

収束級数
∑∞

n=−∞ γne
inx についても同様である。たたし、ここでは、一様収束する級数であるために積

分と総和の順序が入れ替えられることを使った。一般の場合について、こうして定義される級数の収束性

とそれが f に一致するかどうかは Fourier級数論の中心課題である。

注意 2.8 定理 1.51や定理 1.70の言葉をつかえば、関数 f の Fourier係数は f の Fouerie基底への直交

射影（Fouerie基底との L2 内積）として求められるということである。

2.3.2 区間の拡張

f(x)を周期 2aの関数 f(x) = f(x + 2a)とすると、f(at/π) = f(at/π + 2a) = f(a(t + 2π)/π)に注

意すれば、g(t) = f(at/π)は tについて区間 [−π, π)上の周期 2π の関数となる。g(t)の Fourier級数を

S[g] =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kt+ bk sin kt

とする。ここで t = πx/aとおいて、次の定義が得られる。

定義 2.9 (区間 [−a, a)上の Fourier級数) f(x)を区間 [−a, a)上の関数とする。f の Fourier級数を

S[f ] =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos
πk

a
x+ sin

πk

a
x, (2.17)

その Fourier係数を

ak =
1

a

∫ a

−a
f(x) cos

πk

a
x dx, k ≧ 0 (2.18)

bk =
1

a

∫ a

−a
f(x) sin

πk

a
x dx (2.19)
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で定義する。この Fourier級数は周期 2aの周期関数である。

(2.17)の複素形を

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
γne

iπnx/a, (2.20)

その複素係数は

γn =
1

2a

∫ a

−a
f(x)e−iπnx/a dx (2.21)

で定義する。

次に区間 [0, a]上で定義されている関数 f(x)を区間 [−a, a)の関数に拡張することを考えてみよう。こ
れには偶拡張 (even extension)fev と奇拡張 (odd extension)fod の２つの方法がある（図 2.4参照）。

偶拡張 区間 [0, a]上の関数 f(x)を区間 [−a, a)上の偶関数 fev(x)に次のようにして拡張する：

fev(x) =

®
f(x) 0 ≦ x < a

f(−x) −a ≦ x < 0

奇拡張 区間 [0, a]上の関数 f(x)を区間 [−a, a)上の奇関数 fod(x)に次のようにして拡張する：

fod(x) =

®
f(x) 0 ≦ x < a

−f(−x) −a ≦ x < 0

(a) a-a 0

f(x)f(-x)

(b)

a

-a

0

f(x)

-f(-x)

図 2.4 区間 [0, a)上の関数 f(x)の偶関数拡張 (a)および奇関数拡張 (b)

定理 2.10 区間 [0, a)上で定義された関数 f(x)が与えられている。

(1) 区間 [−a, a)へ偶拡張した関数 fev(x)の区間 [−a, a)における Fourier級数は、次のように定数と

余弦関数だけからなる：

S[fev] =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos
kπx

a
,

ak =
2

a

∫ a

0

f(x) cos
kπx

a
dx, k ≧ 0.
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(2) 区間 [−a, a)へ奇拡張した関数 fod(x)の区間 [−a, a)における Fourier級数は、次のように正弦関

数だけからなる：

S[fod] =
∞∑
k=1

bk sin
kπx

a
,

bk =
2

a

∫ a

0

f(x) sin
kπx

a
dx

演習 2.11 定理 2.10を示しなさい。

区間 [a, b)で定義された関数はいつでも、f(b) = f(a)であるように R上の周期 b− aの周期関数に拡
張することができる（図 2.5）。これを関数の周期拡張 (periodic extension)という。ただし、周期 b− a
は周期拡張した関数の最小周期であるとは限らない。

a b 2b-a2a-b

図 2.5 区間 [a, b)上の関数 f(x)の周期拡張

節 2.6.1で見るようにように、区間 [0, a]で定義された関数を [−a, a)上の偶関数拡張または奇関数拡張
し、区間 [−a, a)をさらに周期拡張することはいつでも可能だ。
したがって、区間 [−a, a)で定義された任意の関数は、自然に周期 2aを持つ R 上の周期関数 f(x) =

f(x+ 2a)と見なすことができる。その場合、(2.18)や (2.19)の Fourier係数をさだめる積分計算におい

ては、つぎの補題のように幅 2aの任意の積分区間で計算できる。

補題 2.12 F (x)が周期 2aをもつ可積な周期関数とする。cを任意の実数について∫ a

−a
F (x) dx =

∫ a+c

−a+c

F (x) dx

証明 F が周期 2aであることと変数 xを x′ − 2aに取り替えると、∫ −a+c

−a
F (x) dx =

∫ a+c

a

F (x′) dx′

に注意する。∫ a+c

−a+c

F (x) dx =

∫ a+c

−a
−
∫ −a+c

−a
F (x) dx =

∫ a+c

−a
+

∫ a

a+c

F (x) dx

=

∫ a

−a
F (x) dx

■
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2.3.3 Fourier係数の性質

簡単のために関数 f と g は周期 2a の周期関数とする。f(x) や g(x) の Fourier 係数は複素表示で、

(2.20)および (2.21)より

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
f̂ne

iπnx/a, f̂n =
1

2a

∫ a

−a
f(x)e−iπnx/a dx

などと表される。

定義 2.13 (たたみこみ) 周期 2aの周期関数 f と g のたたみ込み (convolution) f ∗ g を

(f ∗ g)(x) =
∫ a

−a
f(x− y)g(y) dy =

∫ a

−a
f(y)g(x− y) dy (2.22)

で定義する。（因子 1
2a を掛けてたたみ込みとする定義もある。ここでは R上の一般の関数に対するたた

み込みに倣って、上の式を採用した。)

定理 2.14 (Fourier係数の性質) f と g を周期 2aの可積分関数、α, β ∈ Cとするとき、

(i) ¤�(αf + βg)n = αf̂n + βĝn,

(ii) ◊�(f ∗ g)n = 2af̂n · ĝn,
(iii) |f̂n| ≤ ∥f∥1,

ただし、∥f∥1 = 1
2a

∫ π

−π |f(x)|dx.

証明 (i) は Fourier係数の定義からあきらか。(ii)を示す。◊�(f ∗ g)n =
1

2a

∫ a

−a
(f ∗ g)(x)e−iπnx/a dx

=
1

2a

∫ a

−a

Å∫ a

−a
f(x− y)e−iπn(x−y)/ag(y)e−iπny/a dy

ã
dx

= 2a · 1

2a

∫ a

−a
g(y)e−iπny/a dy · 1

2a

∫ a

−a
f(x− y)e−iπn(x−y)/a dx = 2aĝn · f̂n.

(iii)は次から明らか。

|f̂n| ≦
1

2a

∫ a

−a
|f(x)e−iπnx/a| dx =

1

2a

∫ a

−a
|f(x)| dx.

■

2.4 Dirichlet核

Fourier級数の収束性の議論などでしばしば重要な役割を果たす表式 Dirichlet核 (Dirichlet kernel)

を導入しておこう。
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定義 2.15 (Dirichlet核) 周期 T の Dirichlet核を

DN (x, T ) =
sin
(
2N + 1)

π

T
x
)

T sin
π

T
x

(2.23)

で定義し、特に T = 2π の場合（図 2.6）は

DN (x) =

sin

Å
N +

1

2

ã
x

2π sin
x

2

(2.24)

と書くことにする。

6 4 2 2 4 6

0.5

1.0

1.5

- - - T

(2N+1)/T

T/(2N+1)

T-

図 2.6 周期 T = 2π, N = 5の Dirichlet核 DN (x)のグラフ

命題 2.16 (Dirichlet核の級数表示)

DN (x) =
1

π

(
1

2
+

N∑
n=1

cosnx

)
=

1

2π

N∑
n=−N

einx. (2.25)

証明 Eulerの関係式 eikx = cos kx+ i sin kxより、右側の等式は次から明らかである。

N∑
n=−N

einx = 1 +
N∑

n=1

(einx + e−inx) = 1 + 2
N∑

n=1

cosnx

さて、∀z ∈ Cについて

N∑
n=0

zn =
1− zN+1

1− z
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であることを思いおこそう。これから

1 + 2
N∑

n=1

zn =
1 + z − 2zN+1

1− z

と書ける。z = eix とおいて、右辺の分母分子に e−ix/2 をかけると

1 + 2
N∑

n=1

einx =
cos x

2 −
[
cos
(
N + 1

2

)
x+ i sin

(
N + 1

2

)
x
]

−i sin x
2

.

両辺の実部をとって結果を得る。 ■

注意 2.17 上の最終式で、両辺の虚部を共役 Dirichlet核 D̃N (x)といい

D̃N (x) =
cos 2

x − cos
(
N + 1

2

)
x

sin x
2

= 2
N∑

n=1

sinnx =
N∑

n=−N
−i sign(n)einx

である。ここで、sign(·)は x ∈ Cについて

sign(z) =

®
z/|z| (z ̸= 0)

0 (z = 0)
.

演習 2.18

DN (x, T ) =
1

T

N∑
n=−N

ei
2πn
T x =

1

T

(
1 + 2

N∑
n=1

cos
2πn

T
x

)

を示しなさい。

演習 2.19∫ T/2

−T/2

DN (x, T ) dx = 1 (2.26)

を示しなさい。

2.5 積分正弦関数

Fourier級数論で Dirichlet核 DN (x)と共に基本的役割を果たす関数に、積分正弦関数 (sine integral)

Si(x)がある。

Si(x) =

∫ x

0

sin t

t
dt, 0 ≦ x <∞

= x− x3

18
+

x5

600
− x7

35280
+

x9

3265920
+ · · ·

Si(x)は、不連続分岐を持たない整関数である（図 2.7）。



2.5 積分正弦関数 41

-40 -20 20 40

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

図 2.7 積分正弦関数 Si(x)のグラフ

演習 2.20 上で与えた Si(x)のベキ級数展開を sin t
t の展開を使って自ら計算しなさい。

演習 2.21 Mathematicaの組み込み関数 SinIntegral[ ]を使って、積分正弦関数のグラフを描きなさ

い。また、関数 Series[f[x], {x, a, n}]は関数 f(xの x = aに関する (x − a)n 次までのベキ級数
を作成する。これを使って積分正弦関数の級数展開をいくつか求めて、先の演習結果と比べてみなさい。

定理 2.22 (積分正弦関数の性質)

(i) Si(x)は π, 3π, 5π, . . . で局所極大値、2π, 4π, 6π, . . . で局所極小値をとる。

(ii) Si(0) = 0.

(iii) 広義積分 limx→∞ Si(x)を持ち、Si(∞) = π
2 = 1.5708.

(iv) 0 ≦ xについて、Si(x) ≦ Si(π) = 1.85194

証明 (i) dSi(x)/dx = sinx/x = 0を満たす xを求めることによって明らか。

(ii) 定義から明らか。

(iii) 実際、0 < a < b < +∞に対して∣∣∣∣∣
∫ b

a

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
ï
−cos t

t

òb
a

−
∫ b

a

cos t

t2

∣∣∣∣∣ ≦ 1

a
+

1

b
+

∫ b

a

dt

t2
=

1

a
+

1

b
− 1

b
+

1

a
=

2

a

この不等式の右辺は a → ∞で 0となるため、広義積分 Si(∞)は Cauchyの収束条件を満たして収束す

る。ただし、絶対収束はしない。実際、∫ (n+1)π

nπ

| sin t|
t

dt =

∫ π

0

sin t

t+ nπ
dt >

1

(n+ 1)π

∫ π

0

sin t dt =
2

(n+ 1)π
>

2

π

∫ n+2

n+1

dt

t

に注意すると、∫ nπ

0

| sin t|
t

dt >
2

π

∫ n+1

1

dt

t
=

2

π
log(n+ 1)→ +∞, n→∞

であるので発散し、絶対収束しないことがわかる。
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後出の補題 2.28 では漸近評価によって同じ結果を示すことになるが、d(x) =
1

sin x
2

− 2

x
（x = 0 で

d(0) = 0と定義しておく）は区間 [0, π]で連続であるので Riemann-Lebesgueの補題 2.32から

lim
n→∞

∫ π

0

Å
1

sin(t/2)
− 2

t

ã
sin(n+

1

2
)t dt = 0.

したがって、

Si(∞) = lim
n→∞

∫ (n+ 1
2 )π

0

sin t

t
dt = lim

n→∞

∫ π

0

sin(n+ 1
2 )t

t
dt

上の Riemann-Lebesgueの補題の結果より

= lim
n→∞

1

2

∫ π

0

sin(n+ 1
2 )t

sin t
2

dt

= lim
n→∞

π

2

∫ π

0

Dn(t) dt =
π

2

によって目的の結果を得る。Dn(x)は Dirichlet核で、積分式 (2.26)の結果を使った。

[Si(∞)の値を求める別法] 上記の計算は直感的でなく、面倒に思われるかもしれない。Fourier変換の

理論を使うと「楽に」計算することができる（演習 3.4）。

区間 [−1, 1]上で 1、それ以外では 0の関数 f(x) = χ[−1,1](x)を

f(x) =

®
1 −1 ≦ x ≦ 1

0 それ以外

で定義する。f(x)は偶関数であることに注意して、f の Fourier変換 f̂(λ)を計算する。

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t)e−iλtdt =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t) cosλt dt

=

…
2

π

sinλ

λ

Fourier逆変換の公式

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλx dλ

を使うと

f(0) = 1 =
1√
2π
·
…

2

π

∫ ∞
−∞

sinλ

λ
dλ,

すなわち∫ ∞
−∞

sinλ

λ
dλ = 2 · Si(∞) = π.

(iv) 0 ≦ 2kπ < t < (2k + 1)π に対して sin t/t > 0 および 0 < (2k + 1)π < t < (2k + 2)π に対して

sin t/t < 0に注意すると、

Si ((n+ 1)π)− Si(nπ) =

∫ (n+1)π

nπ

sin t

t
dt, n ≥ 0
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は n ごとに符号を変え、n → ∞ でその差は小さくなる（図 2.7)。したがって、性質 (i) とを併せると

0 ≦ xについて、Si(x) ≦ Si(π)である。Si(π)の値はベキ級数から計算できる。 ■

2.6 Fourier級数の計算

Fourier級数が収束したり元の関数 f に一致するかが主な関心となるのであるが、Fourier級数を計算

することは重要である。

2.6.1 連続三角波

区間 [0, π)上の三角波関数を次で定義する：

f(x) =

®
x 0 ≦ x < π/2

π − x π/2 ≦ x < π
(2.27)

この関数を区間 [−π, π)に偶関数拡張および奇関数拡張して連続関数（ただし、C1 級ではない）を得る。

これを連続三角波とし、その Fourier級数を求めてみよう。

偶関数拡張 区間 [−π, π)へ

fev(x) =

®
f(x) 0 ≦ x < π

f(−x) −π ≦ x < 0

と偶関数拡張する（図 2.8）。

-3 -2 -1 1 2 3

0.5

1.0

1.5

図 2.8 区間 [0, π)上の三角波の [−π, π)への偶関数拡張

定理 2.10より、fev の区間 [−π, π)における Fourier級数は余弦関数だけを含み、その Fourier係

数は f(x)を使って次のように計算できる。

a0 =
2

π

∫ π

0

f(x) dx =
π

2

aj =
2

π

∫ π

0

f(x) cos jx dx =
2

π

∫ π
2

0

x cos jx dx+
2

π

∫ π

π
2

(π − x) cos jx dx

=
4 cos jπ/2− 2 cos jπ − 2

πj2
, j ≧ 1
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この結果から、a0 以外の Fourier余弦係数は a4k+2 だけが非零となることがわかり

a4k+2 = − 2

π(2k + 1)2
, k ≧ 0,

と表される。したがって、偶関数拡張された連続三角関数の Fourier級数は次のように表される：

S[fev] =
a0
2
− 2

π

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
cos(4k + 2)x.

偶関数拡張 fev としたとき、その最初の N 次近似 SN (x)は次のようになる。

S2(x) =
π

4
− 2 cos 2x

π

S6(x) =
π

4
− 2 cos 2x

π
− 2 cos 6x

9π

S10(x) =
π

4
− 2 cos 2x

π
− 2 cos 6x

9π
− 2 cos 10x

25π

S14(x) =
π

4
− 2 cos 2x

π
− 2 cos 6x

9π
− 2 cos 10x

25π
− 2 cos 14x

49π

これらの関数のグラフを区間 [0, π)で表示したのが図 2.9である。
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1.4

図 2.9 区間 [0, π) 上の三角波 f(x) を偶関数 fev に拡張し、その第 2,6,10,14 次（k = 0, 1, 2, 3）の

Fourier余弦級数 SN (x)で近似した様子。fev は区間 [−π, π)の両側に偶関数として周期 2πで広がっ

ていることに注意。

奇関数拡張 区間 [−π, π)へ

fod(x) =

®
f(x) 0 ≦ x < π

−f(−x) −π ≦ x < 0

と奇関数拡張する（図 2.10）。
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図 2.10 区間 [0, π)上の三角波の [−π, π)への奇関数拡張

定理 2.10より、fod の区間 [−π, π)における Fourier級数は正弦関数だけを含み、その Fourier正弦係数

は f(x)を使って次のように計算できる。

bj =
2

π

∫ π

0

f(x) sin jπ =
4 sin jπ/2

πj2

=

0 j = 2m,
4(−1)m

π(2m+ 1)2
j = 2m+ 1, m = 0, 1, 2, . . .

.

と表される。したがって、奇関数拡張された連続三角関数の Fourier級数は次のように表される：

S[fod] =
∞∑

m=0

4(−1)m

π(2m+ 1)2
sin(2m+ 1)x.

奇関数拡張 fod としたとき、最初の N 次近似 SN (x)は次のようになる。

S1(x) =
4 sinx

π
,

S3(x) =
4 sinx

π
− 4 sin 3x

9π
,

S5(x) =
4 sinx

π
− 4 sin 3x

9π
+

4 sin 5x

25π
,

S7(x) =
4 sinx

π
− 4 sin 3x

9π
+

4 sin 5x

25π
− 4 sin 7x

49π
.

これらの関数のグラフを区間 [0, π)で表示したのが図 2.11である。



46 第 2章 Fourier級数
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図 2.11 区間 [0, π) 上の三角波 f(x) を奇関数 fod に拡張し、その第 1,3,5,7 次の Fourier 正弦級数

SN (x) で近似した様子。fod は区間 [−π, π) の両側に奇関数として周期 2π で広がっていることに

注意。

演習 2.23 上記の連続三角波の偶および奇関数拡張の Fourier級数展開を実際に計算してみなさい。さら

に、Mathematicaなどを使って Fourier有限和の関数のグラフを描いてみなさい。

（ヒント）区間 [0, π)上の上の連続三角波を

f[x_] := Piecewise[{{x, 0 <= x && x <= Pi/2}, {Pi - x, Pi/2 < x <= Pi}}]

で表すと、偶関数および奇関数拡張は次のようになる：

fe[x_] := Piecewise[{{x+Pi, -Pi <= x && x < -Pi/2},

{-x, -Pi/2 < x && x < 0}, {x, 0 <= x && x <= Pi/2}, {Pi-x, Pi/2 < x <= Pi}}]

fo[x_] := Piecewise[{{-x-Pi, -Pi < +x && x < -Pi/2},

{x, -Pi/2 <= x && x <= Pi/2}, {Pi-x, Pi/2 < x <= Pi}}]

n次 Fourier余弦級数および n次 Fourier正弦級数を与える関数を次のように定義する：

fc[x_, n_] := FourierCosSeries[f[x], x, n]

fs[x_, n_] := FourierSinSeries[f[x], x, n]

図 2.9の第 2,6,10,14次（k = 0, 1, 2, 3）の Fourier余弦級数の区間 [0, π)のグラフはそれぞれの次数の関

数を求めてから、まとめて次のように表示した。

Plot[{fc2[x], fc6[x], fc10[x], fc14[x]}, {x, 0, Pi}]
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2.7 不連続関数の Fourier級数

不連続点をもつような関数の Fourier級数を考えてみよう。

2.7.1 Haar Scaling関数もどきの Fourier級数

例 1.58の Haar scaling関数は実数上で定義された関数であるが、区間 [−2, 2)上で定義された関数

f(x) =

®
1 0 ≦ x < 1

0 −2 ≦ x < 0, 1 ≦ x < 2

を考えよう。この関数は偶関数でも奇関数でもなく、x = 1で不連続性を持つ。

a0 =
1

2

∫ 2

−2
f(t) dt =

1

2

∫ 1

0

1 dt =
1

2
,

an =
1

2

∫ 2

−2
f(t) cos

nπt

2
dt =

1

2

∫ 1

0

cos
nπt

2
dt =

sinnπ/2

nπ

=
(−1)k

(2k + 1)π
, (n = 2k + 1).

同様にして、

bn =
1

2

∫ 2

−2
f(t) sin

nπt

2
dt =

1

2

∫ 1

0

sin
nπt

2
dt =

1− cosnπ/2

nπ

=


0 n = 4k,

1
(4k+1)π n = 4k + 1,

1
(2k+1)π n = 4k + 2,

1
(4k+3)π n = 4k + 3.

したがって、これらの係数を使って

S[f ] =
a0
2

+
∑
n=0

an cos
nπx

2
+ bn sin

nπx

2
.

演習 2.24 上記の Haar scaling関数もどききを修正して、区間 [−1, 1)の関数

f(x) =

®
1 0 ≦ x < 1

0 −1 ≦ x < 0

とした場合、この Fourier級数を計算しなさい。

2.7.2 矩形波

区間 [−π, π)で定義される奇関数

f(x) =

®
1 0 ≦ x < π

−1 −π ≦ x < 0
(2.28)
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を周期 2π で周期拡張して矩形波 (square wave)または方形波という。

奇関数であるので、定理 2.10より Fourier正弦級数を持つ。

bn =
1

π

∫ π

−π
f(t) sinnt dt =

1

π

Ç
−
∫ 0

−π
+

∫ π

0

å
sinnt dt =

2

π

∫ π

0

sinnt dt =
2

π

1− cosπn

n

=

0 n = 2k
4

(2k + 1)π
n = 2k + 1

.

したがって、

S[f ] =
∞∑
k=0

4

(2k + 1)π
sin(2k + 1)x (2.29)

となる。11次の項までの有限和は次のようである。

SN=11[f ] =
4 sinx

π
+

4 sin 3x

3π
+

4 sin 5x

5π
+

4 sin 7x

7π
+

4 sin 9x

9π
+

4 sin 11x

11π

周期拡張した場合、方形波の不連続点 . . . , π, 0, π, . . . での Fourier級数値は明らかに厳密に 0となるが、

この値 0 は

lim
ϵ→0

1

2
(f(0− ϵ) + f(0 + ϵ)) =

1

2
(f(0+) + f(0−))

であることに注意しよう。この事実は、不連続点を持つ関数の各点収束についての示唆を与えている。

さらに、図 2.12(a) は、Fourier 級数の N 次有限和 SN (x) を N = 3, 5, 7, 9, 11 とした関数を重ねた

グラフで、N を大きくすると連続区間では部分級数が一様収束しているように観察できる。しかしなが

ら、不連続点近傍では収束は一様でなく、しかも近似次数 N をいくら大きくしても有限和である限り、

有意な誤差を生ずる範囲の広がり（ギャップ幅）は狭くなっていくものの、元の関数値 f(x)からの誤差

（overshootという）の大きさは一定値以下にはならないことが観察できる（図 2.12(b)参照）。この現象

をGibbs現象 (Gibbs phenomena)という。

(a)
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図 2.12 (a) 区間 [−π, π)で定義された方形波の Fourier級数の N = 3, 5, 7, 9, 11次まで有限和関数

SN (x)の区間 [−4, 4]でのグラフ。 (b) 有限和関数 S61(x)のグラフ。−π, 0, π での不連続点以外の
連続な定数区間は次数 N を大きくすると誤差の広がりは減少して定数 -1 および 1 に収束していく

ことが期待できる。しかしながら、不連続点の近傍では近似次数 N を上げたとしても有限和である限

り、overshootの大きさは小さくならず、Gibbs現象が観察される。
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演習 2.25 Mathematicaをつかって、周期区間 [−π, π)の矩形波の Fourier級数の有限和 SN (x)のグラ

フを描いてみなさい。また、N を大きくしても overshotがなくならないことを観察してみなさい。

（ヒント）

f[x_] := Piecewise[{{-1, -Pi <= x && x < 0}, {1, 0 <= x && x < Pi}}](* 矩 形 波

の定義 *)

fs[x_, n_] := FourierSinSeries[f[x], x, n] (* n次 Fourier Sine級数を返す関数 *)

f3[x_] = fs[x, 3];

f5[x_] = fs[x, 5];

f7[x_] = fs[x, 7];

f9[x_] = fs[x, 9];

f11[x_] = fs[x, 11];

Plot[{f[x], f3[x], f5[x], f7[x], f9[x], f11[x]}, {x, -4, 4}] (* 近似部分級数を

重ねてプロット *)

一般に矩形波を周期区間 [0, T )で

fT (x) =

®
1 0 ≦ x < T/2

0 T/2 ≦ x < T

と定義した場合、その Fourir係数は次のようになる。

a0 = 1,

an = 0, (n ̸= 0),

bn =

0, n = 2k
2

πn
, n = 2k + 1

.

これより、Fourier級数は

S[fT ] =
1

2
+

2

π

∞∑
k=0

1

2k + 1
sin

2π(2k + 1)

T
x

となる。

演習 2.26 fT (x)の Fourier級数を実際に計算してみなさい。

（ヒント）補題 2.12に注意して、周期 2aを持つ関数の Fourier係数の (2.18)と (2.19)を使う（a = T/2）。

2.7.3 のこぎり波

区間 [−π, π)上の関数

f(x) = x, −π ≦ x < π (2.30)
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を周期拡張して、{±(2k+1)π}k=0,1,... に不連続点をもつ周期関数をのこぎり波 (sawtooth wave)といお

う。のこぎり波は奇関数であるので Fourier正弦級数を持つ。

bn =
2

π

∫ π

0

x sinnt dt =
2 cosnπ

n

=
2(−1)n+1

n
(2.31)

これより、Fourier級数として次を得る（図 2.13）。

S[f ] =
∞∑

n=1

2(−1)n+1

n
sinnx

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

図 2.13 区間 [−π, π)で定義されたのこぎり波の Fourier級数の 60次有限和 SN=60[f ]で近似した関

数の区間 [−4, 4]でのグラフ。図 2.12と同様に、不連続点 −π, π の近傍では近似次数に関わらず有限
和の範囲では誤差の大きさは小さくならず overshootを持つ Gibbs現象が観察される。

演習 2.27 Mathematicaをつかって、周期区間 [−π, π)ののこぎり波の Fourier級数の有限和 SN=60[f ]

のグラフ図 2.13を描いてみなさい。

2.8 Gibbs現象の解析

次の周期 2π の奇関数に周期拡張できる [−π, π)上の原点で不連続な逆のこぎり関数*1

f(x) =

®
π − x 0 ≦ x < π

−π − x π ≦ x < 0
(2.32)

を考え（図 2.14）、Gibbs現象を具体的にを評価してみよう。節 2.4の Dirichlet核の漸近評価や節 2.5の

積分正弦関数を使う例になっている。

*1 逆のこぎり波というのは、のこぎり波と原点を通過する傾きが逆であるからという理由に過ぎない。



2.8 Gibbs現象の解析 51
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図 2.14 区間 [−π, π) 上の x = 0 で不連続点を持つ逆のこぎり関数。奇関数で、{2πn}n=0,±1,±2,...

に不連続点を持つ周期 2π の周期関数逆のこぎり波に拡張できる。

f は奇関数であることから、Fourier係数は正弦係数 bk だけを持ち

bk =
2

π

∫ π

0

f(x) sin kx, dx =
2

π

∫ π

0

(π − x) sin kx dx

=
2

k

となる。したがって、f の Fourier級数はつぎのようになる：

S[f ] = 2
∞∑
k=1

sin kx

k

Dirichlet核の (2.25)から、N 項までの Fourier級数の部分和 SN (x)の微分は

S′N (x) = 2πDN (x)− 1

となることに注意すると

SN (x) =

∫ x

0

(2πDN (t)− 1) dt =

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

sin t
2

dt− x

と表される。

さて、区間 [0, π)上で部分和 SN (x)と f(x)との差を gN (x)とすると

gN (x) = SN (x)− (π − x) = 2π

∫ x

0

DN (t) dt− π

である。g′N (x) = 2πDN (x)に注意すると、gN (x)の極値集合 { µN | g′N (µN ) = 0 }において x = 0の

右側にある最初の極値は

µ1
N =

π

N + 1
2

である。limN→∞N · µ1
N = π であることに注意しておく。

以下では、十分大きな N における f(x)からの overshoot gN (x)で、特に x→ 0+に向かうときの値、

たとえば gN (µ1
N )を求めることを目的としよう。
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補題 2.28∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

sin t
2

dt = 2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt+O

Å
1

N

ã
, N →∞.

証明 既に、この関係は積分正弦関数の性質を述べた定理 2.22の証明の中で、Riemann-Lebesgueの

補題を使って証明している。

d(x) =
1

sin x
2

− 2

x
とおいて（d(0) = 0と定める）、部分積分を使って、区間 [0, π)で d(x)は C1 級の

関数であることから∫ x

0

d(x) sin

Å
N +

1

2

ã
t dt = O

Å
1

N

ã
, N →∞

を得る。心配なら、|x| < π に対する Bernoulli数 Bn
*2 を使ったベキ級数展開

x

sinx
= 1 +

∞∑
n=1

(22n − 2)Bnx
2n

(2n)!
,

から、形式的に次の級数が得られる：

d(x) =
∞∑

n=1

(22n − 2)Bn

(
x
2

)2n−1
(2n)!

=
1

6
· x
2
+

7

360

(x
2

)3
+

31

15120

(x
2

)5
+ . . .

これから d(0) = 0であることが確かめられ、部分積分を具体的に実行できる。 ■

したがって、部分和の漸近形は

SN (x) = 2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt− x+O

Å
1

N

ã
, N →∞.

と書くことができて、次の補題を得る。

補題 2.29 N →∞で SN (x)は区間 (0, π)で f(x)に収束する：

lim
N→∞

SN (x) = f(x), 0 < x < π.

証明

lim
N→∞

SN (x) = lim
N→∞

2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt− x = lim

N→∞

N + 1
2

N

∫ (N+ 1
2 )x

0

sin t

t
dt− x

= 2

∫ ∞
0

sin t

t
dt− x = 2 · Si(∞)− x

*2 Bernoulli数 Bn は

Bn =
2(2n)!

(2π)2n

∞∑
r=1

1

r2n
=

(2n)!

(22n−1 − 1)π2n

∞∑
r=1

(−1)r−1

r2n
=

2(2n)!

(22n − 1)π2n

∞∑
r=0

1

(2r + 1)2n

で定義される. Bn はすべて正の有理数で、分母は p − 1 が 2n の約数となるような素数 p の積である。B1 = 1/6,

B2 = 1/30, B3 = 1/42, B4 = 1/30, B5 = 5/66, B6 = 691/2730, B7 = 7/6, B8 = 3617/510, B9 = 43867/798 な
どである。
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Si(x)は節 2.5（40ページ）で取り上げた積分正弦関数で、Si(∞) = π
2 を使って結果を得る。 ■

さて、問題としている x → 0+ での gN (x) の挙動を調べて、overshoot gN (xN ) の値を求めてみよう。

gN (x)の漸近形

gN (x) = SN (x)− (π − x) = 2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt− π +O

Å
1

N

ã
, N →∞.

において、補題 2.28の議論から次のことが明らかになった：

sup
0≦x<π

gN (x) = 2 sup
0≦t<∞

Si(t)− π +O
Å
1

N

ã
, N →∞.

これより、定理 2.22の積分正弦関数の性質 (iv)を使って

lim
N→∞

sup
0≦x<π

gN (x) = 2 · Si(π)− π = 0.562281

がわかった。この結果は、以下のようにしてさらに精密化できる。

N →∞をN ·xN = πであるように極限を取ると、次のようにして xN → 0+での overshoot gN (xN )

を求めることができる（図 2.15）。

lim
N→∞

N ·xN=π

gN (x) = 2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt− π

= 2

∫ π

0

sin t

t
dt− π

= 2 · Si(π)− π = 0.562281

したがって、この結果は先に注意したように x = 0の右側にある gN (x)の最初の極値 µ1
N（limN→∞N ·

µ1
N = π を満たしている）における f(x)からの overshootが最大であることを示している。
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図 2.15 逆のこぎり波の Fourier級数の有限和 SN=60[f ]のグラフ。N をいくら大きくしても有限和

SN であるかぎり、x = 0の近傍で Gibbs現象が生じている。元の関数値からの揺らぎは x = 0の右

側（左側）にある最初の局所極大値（極小値）が最大の overshootであることがわかる。
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以上の議論をまとめると次の定理を得る。

定理 2.30 (逆のこぎり波のGibbs現象) (2.32) で定義される区間 [−π, π) 上の逆のこぎり波 f の

Fourier 級数の N 次有限和 SN (x) を考え、元の関数値 f(x) からの overshoot 関数を gN (x) =

SN (x)− f(x)と定義する。このとき次がなりたつ。

(i) 区間 (0, π)で limN→∞ SN (x) = f(x).

(ii) 有限和 SN である限り、どんな大きな N であっても overshootは残る。ただし、overshoot幅は

N が大きくなるほど狭くなる。

(iii) limN→∞ gN (x) = 2 · Si(π)− π, 0 ≦ x < π.

(iv) 不連続点に向かう x→ 0+において overshootは lim N→∞
N ·xN=π

gN (xN ) = 2 · Si(π)− π = 0.562281

演習 2.31 Mathematicaで、図 2.15の Gibbs現象を呈するグラフを描きなさい。

2.9 Fourier級数の収束性

2.9.1 Fourier級数の L2 収束性

節 2.8の Gibbs現象の解析でもみたように、与えられた関数の Fourier級数の収束については明らかな

ことではない。しかしながら、次の Riemann–Lebesgueの補題から、区分的に連続な関数 f についてそ

の高次の Fourier係数は小さくなり、その絶対値において任意の正数より大きい Fourier係数は有限個だ

けであることがわかる。

定理 2.32 (Riemann–Lebesgueの補題) 有界区間 I = [a, b]で可積分であるような関数 f について

lim
k→∞

∫ b

a

f(x) cos kx dx = lim
k→∞

∫ b

a

f(x) sin kx dx = 0. (2.33)

証明 区間 I の任意の細分区間 Ik について mk = infx∈Ik f(x), Mk = supx∈Ik f(x) として、区間 I

の分割 ∆の不足和 s∆ および過剰和 S∆ を次で定義する。

s∆ =
m∑
i=1

mi|Ik|, S∆ =
m∑
i=1

Mi|Ii|.

f が可積分であるので、有界 |f(x)| ≦M(x ∈ I). また、任意の ϵ > 0に対して δ > 0が存在して、∆| < δ

であるような分割 ∆について

0 ≦ S∆ − s∆ <
ϵ

2
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が成立している。このような分割 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xm = bを 1つ定めて、右辺第 1式を次のよ

うに評価しよう（第 2式についても全く同様に評価できる）。∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) cos kx dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ m∑
i=1

∫ xi

xi−1

(f(x)− f(xi) cos kx dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ m∑
i=1

f(xk)

∫ xi

xi−1

cos kx dx

∣∣∣∣∣
≦

m∑
i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) +M
m∑
i=1

1

k
| sin kxi − sin kxi−1|

≦ (S∆ − s∆) +
2mM

k
<
ϵ

2
+

2mM

k

が成立。∆を 1つ定めているので、mは一定。したがって、k0 = ⌈ 4mM
ϵ ⌉とおくと、k ≧ k0 に対して∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) cos kx dx

∣∣∣∣∣ < ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ

となり、結果を得る。

直感的な証明として次のようにも考えられる。k が大きくなると cos / sin kxは関数 f よりも激しく振

動することになり、その隣接周期にわたる積分は x軸の上下で打ち消し合って小さくなる。微分可能な区

分的区間の和として積分を考え、区間 I での f の有界性を考慮すると∫ b

a

f(x) cos kx dx =

ï
sin kx

k
f(x)

òb
a

−
∫ b

a

sin kx

k
f ′(x) dx

=
1

k

Ç
(f(b) sin kb− f(a) sin ka)−

∫ b

a

f ′(x) sin kx dx

å
→ 0, k →∞.

■

2.9.2 関数の連続点における Fourier級数の収束性

周期 2π を持つ関数 f の Fourier級数の部分和 SN (x)

SN (x) =
a0
2

+
N∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

を考える。ここで、Fouerier係数は (2.10)および (2.11)のように、次で定義されている。

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx, k ≧ 0,

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx.

定理 2.33 (連続点における Fourier級数の収束) 周期 2π を持つ連続関数 f について、導関数が定義さ

れる各点 xでその Fourier級数は f(x)に収束する。

f(x) =
a2
2

+ lim
N→∞

(ak cos kx+ bk sin kx)
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証明 定理の前提のもとで、N →∞のとき部分和 SN (x)→ f(x)を示す。

Foueir係数の定義を代入して、次のように変形できる。

SN (x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t) dt+

1

π

N∑
k=1

Å∫ π

π

f(t) cos kt dt · cos kx+

∫ π

−π
sin kt dt · sin kx

ã
=

1

π

∫ π

−π
f(t)

(
1

2
+

N∑
k=1

cos kt cos kx+ sin kt sin kx

)

=
1

π

∫ π

−π
f(t)

(
1

2
+

N∑
k=1

cos k(t− x) dt

)

=

∫ π

−π
f(t)DN (t− x) dt

ここで、DN (x)は (2.24)の Dirichlet核

DN (x) =

sin

Å
N +

1

2

ã
x

2π sin
x

2

である。結局、変数を取り替えて u = t− xとすれば、部分和 SN (x)は次のように与えられる。

SN (x) =

∫ π

−π
f(t+ x)DN (t) dt. (2.34)

さて、(2.26)、つまり∫ π

−π
DN (t) dt = 1

を使って

SN (x)− f(x) =
∫ π

−π
(f(x+ t)− f(x))DN (t) dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(x+ t)− f(x)
sin t

2

sin

Å
N +

1

2

ã
t dt

を評価しよう。関数

g(t) =
f(x+ t)− f(x)

sin t
2

=
f(x+ t)− f(x)

t
2

t
2

sin t
2

は区間 [−π, π] で不連続点の候補は t = 0 だけであり、t = 0 で連続、g(0) = 2f ′(x) である

（limt→0 t/ sin t = 1を使う）。したがって、Riemann–Lebesgueの補題 2.32が適用でき、

SN (x)− f(x) =
∫ π

−π
(f(x+ t)− f(x))DN (t) dt→ 0, N →∞.

■
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2.9.3 関数の不連続点における Fourier級数の収束性

いままでも記法として使ってきたが、関数の右（左）極限値および右（左）微分を定義しておこう。

定義 2.34 点 xでの関数 f の右極限値 f(x+ 0)および左極限値 f(x− 0)を次のように定義する。

f(x+ 0) = lim
h→0+

f(x+ h)

f(x− 0) = lim
h→0−

f(x− h)

さらに、次の極限値

lim
h→0+

f(x+ h)− f(x+ 0)

h

lim
h→0+

f(x− 0)− f(x− h)
h

が存在するとき、f が xで右微分可能および左微分可能といい、それぞれ f ′(x+0)および f(x−)と書く
（xで微分可能とは f(x+ 0) = f(x−)のときである）。

例 2.35 節 2.7.3で取り上げたのこぎり波、区間 [−π, π)で定義された関数 xを周期拡張した f(x)の不連

続点 x =, . . . ,±π,±2π, . . . において、f(π−0) = π, f ′(π−0) = 1 および f(π+0) = −π, f ′(π+0) = 1.

節 2.6.1 の区間 [0, π) 上の三角波は x = π
2 で連続であるが微分不可能で、f

′(π2 − 0) = 1 および

f ′(π2 + 0) = −1.

定理 2.36 (不連続点における Fourier級数の収束) 周期 2π を持つ区分的に連続な関数で、点 xで右お

よび左微分可能であるとき、f の xでの Fourier級数は値 F (x)

F (x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2

に収束する。点 xで連続のときには定理 2.33に一致する。

証明 定理 2.33の証明と同様に進めるのだが、Dirichlet核 DN (x)の積分について∫ π

0

DN (u) du =

∫ 0

−π
DN (u) du =

1

2

に注意する。

部分和 Sn(x)は (2.34)と表されるのだが、N →∞において、∫ π

−π
f(t+ x)DN (t) dt→ f(x+ 0) + f(x− 0)

2
N →∞ (2.35)

を示そう。(2.35)を示すために、次の 2式を示せばよい。∫ π

0

f(t+ x)DN (t) dt→ f(x+ 0)

2
,∫ 0

−π
f(t+ x)DN (t) dt→ f(x− 0)

2
.
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このことは、定理 2.33の証明と同じようにして、N →∞の極限で∫ π

0

(f(t+ x)− f(x+ 0))DN (t) dt→ 0, (2.36)∫ 0

−π
(f(t+ x)− f(x− 0))DN (t) dt→ 0 (2.37)

を示すことに帰着される。(2.36)は、Dirichlet核の定義にもどって

1

2π

∫ π

0

Ç
f(x+ u)− f(x+ 0)

sin u
2

å
sin

Å
N +

1

2

ã
u du→ 0

である。この極限は Riemann–Lebesgueの補題 2.32の適用の妥当性によって示される。積分の括弧内の

uは正値であるので、括弧の表式が右連続（u→ 0+で右極限を持つ）であることがわかればよい。仮定

から f は右微分可能であることから、先の定理における極限の議論と同じことを繰り替えることができ、

0に収束することが示される。(2.37)についても同様である。したがって、定理が証明された。 ■

例 2.37 節 2.7.3で取り上げた区間 [−π, π)上の関数 f(x) = xを周期拡張して得られる不連続関数（ノ

コギリ波）f を考える。f(π + 0) = −π, f(π − 0) = π であるので、SN→∞(±π) = 0である。

2.9.4 Fourier級数の一様収束性

Fourier 級数の一様収束性を議論するために、関数の一様収束の定義 1.29 を再度述べておこう。関数

列 {Fn}が関数 F に区間 [a, b]で一様収束 (uniform convergence) するとは、∀ε > 0 に対して、どんな

x ∈ [a, b] についても、ある整数 N = N(ε) が存在して、全ての n ≧ N について |Fn(x) − F (x)| < ε

が成立することである。N は εだけに依存し、xには依存しない。同様にして、f(x)の Fourier級数が

f(x)に一様収束するとは

SN (x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

が N →∞で f(x)に一様収束することである。

節 2.6.1でとりあげた連続三角波は一様収束するように観察された。一方、節 2.7.3のノコギリ波は一

様収束しない。不連続点に近づくにつれて、もとの関数値にくなるためには十分大きな部分和を取らねば

ならなかった（しかも Gibbs現象を呈した）。

定義 2.38 (区分的に滑らかな関数) 関数が区分的に滑らか（piecewise smooth）とは、区分的に連続で

その導関数が連続であるときである

注意 2.39 任意の閉有限区間では、区分的に滑らかな関数は有限個の不連続点な角を持つことができ、そ

こでは左右導関数が存在しても等しい必要はない。そうした点を除けば関数は連続微分可能である。周期

2π を持つノコギリ波はその導関数とも ±nπ, n ∈ Zで不連続であるが、それ以外での点では連続微分可
能であるため、次の定理 2.40 は適用できない。一方、連続三角波は連続かつ区分的に滑らかな関数で、

±nπ/2, n ∈ Zで角がありそこでの導関数は不連続となる。定理 2.40が適用される。
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定理 2.40 区間 [−a, a]上の周期 2aを持つ連続で区分的に滑らかな関数 f(x)の Fourier級数は f(x)に

一様収束する。

証明 仮定を単純化して f がどこでも 2回微分可能として定理を証明する。また、区間 [−π, π]とし
ても一般性を失わない。

f と f ′′ の Fourier級数が

f(x) =
∑
n

an cosnx+ bn sinnx,

f ′′(x) =
∑
n

a′′n cosnx+ b′′n sinnx

のとき、その Fourier係数は

an = −a
′′
n

n2
, (2.38)

bn = − b
′′
n

n2
(2.39)

の関係にあることに注意する。実際、たとえば

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx

= f(x)
sinnx

n

∣∣∣∣π
−π
− 1

π

∫ π

−π
f(x)

sinnx

n
dx

= −b
′
n

n
（b′n は f ′ の Fourier正弦係数）

= f ′(x)
cosnx

n2π

∣∣∣π
−π
− 1

n2π

∫ π

−π
f ′′(x) cosnx dx

= −a
′′
n

n2

である。f ′′ が連続であれば、Riemann-Lebesgueの補題 2.32より、a′′n, b
′′
n は n → ∞で 0に収束する。

つまり、|a′′n|, |b′′n| はあるM によって上から押さえられている。したがって

∞∑
n=1

|an|+ |bn| =
∞∑

n=1

|a′′n|+ |b′′n|
n2

≧
∞∑

n=1

M +M

n2
= 2M

∞∑
n=1

1

n2
< +∞

である（
∫∞
1
dx/x2 が有限であることから

∑∞
n=1 1/n

2 も有界）。しがって、次の補題から、証明を終える。

■

補題 2.41 関数 f(x)の Fourier級数

F (x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx
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において、

∞∑
k=1

|ak|+ |bk| < +∞

ならば、Fourier級数は f(x)に一様かつ絶対収束する。

証明

|ak cos kx+ bk sin kx| ≦ |ak|+ |bk|

に注意する。よって、f の Fourier級数の xでの収束性は
∑

k |ak| + |bk|の収束性によって支配される。
F (x)と部分和

SN (x) =
a0
2

+
N∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

との差

F (x)− SN (x) =
∞∑

k=N+1

ak cos kx+ bk sin kx

はすべての xについて

|F (x)− SN (x)| ≦
∞∑

k=N+1

|ak|+ |bk|

であり、補題の仮定よりN を十分に大きく取れば右辺はいくらでも小さくできる。つまり、任意の ε > 0

について、N0 が存在して、N > N0 について

|F (x)− SN (x)| < ε, N > N0.

ここで、N0 は xによらずに
∑∞

k=1 ak cos kx + bk sin kxの収束性だけに依存する。したがって、SN (x)

の収束は一様である。これで、定理 2.40の証明も終わった。 ■

2.9.5 Fourier級数の L2 収束性（平均収束性）

f が連続でないときは Fourier 級数が各点収束せず、不連続点では左右の極限値の平均に収束する。

Fourier級数が一様収束しないときでも、L2 などの弱い意味での収束はあり得る。

補題 2.42 f が L2([−π, π])の要素とし、

VN = span{1, cos kx, sin kx}1≦k≦N

とする。f の Fourier係数 ak, bk を使って

fN (x) =
a0
2

+
N∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx
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としたとき、fN は VN の要素であって、L2 ノルムの意味で f を最良近似する。つまり

∥f − fN∥L2 = min
g∈VN

∥f − g∥.

証明 fN は空間 VN への直交射影であることに注意すると、射影定理 1.52の証明から fN は f の最

良近似であることがわかる。 ■

補題 2.43 L2([−π, π])の関数は滑らかな周期 2π 持つ周期関数によっていくらでも良く近似できる。

証明 L2([−π, π])の関数 f は一般に不連続関数で、周期拡張しても図 2.16(a)のように不連続関数で

ある。f の連続成分を不連続点 x = cを内部に含む微少区間 (c − ϵ, c + ϵ)でうまくつないた滑らかな関

数 g(x)で、図 2.16(b)のように、f と g とは区間 (c− ϵ, c+ ϵ)を除いて一致するようにできる。接続区

間 (c − ϵ, c + ϵ)を狭くすることによって、滑らかな連続関数 g は L2([−π, π])の意味で f にいくらでも

近くすることができる。 ■

(a)

-π π 3π-3π

f(x)

(b)

-π π 3π-3π

g(x)

図 2.16 (a) [−π, π)上で不連続点を持つ関数 f(x)を周期拡張する (b) 不連続点を含む微少区間で滑

らかなにつないで g(x)として全区間で滑らかな連続関数とできる。したがって、接続区間を狭くする

ことによって、f を滑らかな関数 g によって近似できる。
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定理 2.44 f を L2([−π, π])の要素とする。f の Fourier係数 ak, bk を使って

fN (x) =
a0
2

+
N∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

としたとき、または、複素形式の Fourier係数を

αk =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdt, k ∈ Z

を使って

fN (x) =
N∑

k=−N

αke
ikx

としたとき、fN は L2([−π, π])の意味で f に収束する。つまり

∥f − fN∥L2 → 0, N →∞.

証明 f ∈ L2([−π, π])と仮定する。このとき、補題 2.43より、任意の ϵ > 0に対して、滑らかな周

期関数 g をとって

∥f − g∥L2 < ϵ (2.40)

とできる。

g の Fourier係数 ck, dk を使って Vn 内の関数を

gN (x) =
c0
2

+
N∑

k=1

ck cos kx+ dk sin kx

とする。定理 2.40より、十分大きなN0 を選んで、∀x ∈ [−π, π]とN > N0 に対して |g(x)− gN (x)| < ϵ

とできる。

∥g − gN∥2 =

∫ π

−π
|g(x)− gN (x)|2 dx

≦
∫ π

−π
ϵ2 dx = 2πϵ, N > N0,

および、(2.40)から

∥f − gN∥ ≤ ∥f − g∥+ ∥g − gN∥ 三角不等式

< ϵ+
√
2πϵ, N > N0.

一方、補題 2.42の fN は f の VN での最良近似であることから

∥f − fN∥ ≤ ∥f − gN∥

≦ (1 +
√
2π)ϵ, N > N0.

■

次の Parsevalの等式は Fourier基底の完全性（全体性）に関係して定理 1.69で登場している。
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定理 2.45 (Parsevalの等式) 区間 [−π, π]上の関数 f の Fourier級数

a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

が L2([−π, π])であるとき、

1

π

∫ π

−π
|f(x)|2 dx = |a0|2 +

∞∑
k=1

|ak|2 + |bk|2. (2.41)

複素形式では、区間 [−π, π]上の関数 f の Fourier級数

∞∑
k=−∞

αke
ikx

が L2([−π, π])であるとき、

1

2π
∥f(x)∥2 =

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2 dx =

∞∑
k=−∞

|αk|2. (2.42)

または、f, g ∈ L2([−π, π])のとき

1

2π
⟨f | g⟩ = 1

2π

∫ π

−π
f∗(x)g(x) dx =

∞∑
k=−∞

α∗kβk. (2.43)

証明 (2.43)を示せば十分である。f , g の Fourier部分和を

fN (x) =
N∑

k=−N

αke
ikx, gN (x) =

N∑
k=−N

βke
ikx

とする。定理 2.44より、N →∞のとき L2([−π, π])の意味で fN → f , gN → g である。

⟨fN | gN ⟩ =

⟨
N∑

k=−N

αke
ikx

∣∣∣∣∣∣
N∑

k=−N

βke
ikx

⟩
=

N∑
k=−N

N∑
ℓ=−N

α∗kβℓ
⟨
eikx

∣∣∣ eiℓx⟩
= 2π

N∑
k=−N

a∗kβk

より、(2.43)を示すには

⟨fN | gN ⟩ → ⟨f | g⟩ , N →∞

を示せばよい。

| ⟨f | g⟩ − ⟨fN | gN ⟩ | = |(⟨f | g⟩ − ⟨f | gN ⟩) + (⟨f | gN ⟩ − ⟨fN | gN ⟩)|
≦ | ⟨f | g − gn⟩ |+ | ⟨f − fN | gN ⟩ |
≦ ∥f∥ · ∥g − gN∥+ ∥f − fN∥ · ∥gN∥ Schwartzの不等式より

であることに注意し、L2([−π, π])の意味で ∥fN − f∥ → 0, ∥g− gN∥ → 0から、右辺はN →∞で 0 と

なる。 ■
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注意 2.46 直交基底 {|en⟩}n=1,...,N を持つ有限時限部分空間 VN への直交射影で定まる f の展開係数

{⟨en | f⟩}について成立する Besselの不等式 (1.16)は、(2.42)の部分和を取れば明らかに成立する：

N∑
k=−N

|αk|2 ≦ ∥f∥2.

例 2.47 節 2.7.3の区間 [−π, π)上の関数 f(x) = xを周期拡張したノコギリ波は Fourier余弦係数のみ

(2.31)を持つ：

bn =
2(−1)n+1

n
.

また

1

π

∫ π

−π
|x|2dx =

2

3
π2,

および

∞∑
n=1

|bn|2 =
∞∑

n=1

4

n2

である。したがって (2.41)を使うと、Riemannの zeta関数 ζ(s)の特殊値 s = 2に対する Eulerの Basel

等式（1735年）

π2

6
=
∞∑

n=1

1

n2

が得られる。
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Fourier変換

3.1 Fourier変換と反転公式

定義 3.1 実数 R上の関数が L1、または絶対可積分（絶対 Lebesgure可測）であるとは∫ ∞
−∞
|f(x)| dx < +∞ (3.1)

であるときである。

定義 3.2 (Fourier変換) R上で定義された区分的に連続、かつ絶対可積分な（複素）関数 f(x)の Fourier

変換（Fourier transformation）を

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx (3.2)

で定義する。

注意 3.3 |f(x)e−iλx| = |f(x)| であるので (3.2) は絶対収束する。したがって、f̂(λ) は任意の −∞ <

λ <∞に対して定義され、かつ

|f̂(λ)| ≦ 1√
2π

∫ ∞
−∞
|f(x)| dx

である。

例 3.4 関数 f(x) =

1, |x| ≦ 1

0, |x| > 1
の Fourier変換を計算する。この関数は、積分正弦関数 Si(x)の性

質 2.22で関数値 Si(∞) = π
2 = 1.5708を求めるための別法として登場している。

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx =
1√
2π

∫ 1

−1
e−iλxdx

=
1

−iλ
√
2π

[
e−iλx

]1
−1 =

1

−iλ
√
2π

(e−iλ − eiλ)

=

…
2

π

sinλ

λ
.
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例 3.5 関数 f(x) =

e−kx, x ≧ 0

0, x < 0
の Fourier変換を計算する。

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
0

e−kxe−iλxdx =
1√
2π

∫ ∞
0

e−(k+iλ)xdx

= − 1√
2π(k + iλ)

î
e−(k+iλ)x

ó∞
0

=
1√

2π(k + iλ)
.

定理 3.6 区分的に連続で、絶対可積分な関数 f(x)の Fourier変換 f̂(λ)は有界な連続関数である。

証明 f(x)は絶対可積分であることから、先の注意のように、f̂(λ)の有界性は明らか。

f̂(λ)の連続性を示そう。f̂(λ)の有界性から、十分大きな ℓを取ると、任意の λに対して∣∣∣∣∣ 1√
2π

∫
|x|≧ℓ

f(x)e−iλxdx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1√

2π

∫ ℓ

−∞
f(x)e−iλxdx+

1√
2π

∫ ∞
ℓ

f(x)e−iλxdx

∣∣∣∣∣ < ϵ

であるので、

|f̂(λ+∆λ)− f̂(λ)| =
∣∣∣∣ 1√

2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−i(λ+∆λ)xdx− 1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx

∣∣∣∣
< 2ϵ+

1√
2π

∣∣∣∣∣
∫ ℓ

−ℓ
f(x)

î
e−i(λ+∆λ)x − e−iλx

ó
dx

∣∣∣∣∣ .
平均値の定理から

e−i(λ+∆λ)x − e−iλx = −ix∆λe−i(λ+θδλ)x, 0 < θ < 1

これより

|f̂(λ+∆λ)− f̂(λ)| < 2ϵ+
1√
2π
|∆λ|ℓ

∫ ℓ

−ℓ
|f(x)|dx

ここで、

|∆λ| <
Ç

1√
2π
ℓ

∫ ℓ

−ℓ
|f(x)|dx

å−1
ϵ

ととると

|f̂(λ+∆λ)− f̂(λ)| < 3ϵ

が示せた。したがって、f̂(λ)は連続。しかも、証明の仕方から明らかなように、一様連続である。 ■

Fourier変換の意味を考えてみよう。区間 [−ℓ, ℓ]上の関数 f の Fourier級数を考え、ℓ → ∞としてみ
る。節 2.9で議論したように、Fourier級数の収束性は問題となるのであるが、f(x)が

f(x) =
∞∑

n=−∞
αne

inπx/ℓ (3.3)
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となるとき、その係数は

αn =
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ
f(t)e−nπx/ℓ

で与えられた。いま、f が全区間で定義されているとき、ℓ → ∞として、上の表式がどのようになるか
をみてみよう。Fourier係数を与える式を代入して、λn = nπ

ℓ および δλ = λn+1 − λn = π
ℓ とおくと

f(x) = lim
ℓ→∞

[ ∞∑
n=−∞

Ç
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ
f(t)e−inπt/ℓdt

å
einπx/ℓ

]
= lim

ℓ→∞

[ ∞∑
n=−∞

1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ
f(t)einπ(x−t)/ℓdt

]

= lim
ℓ→∞

[ ∞∑
n=−∞

1

2π

∫ ℓ

−ℓ
f(t)eiλn(x−t)dt

]
δλ (3.4)

を得る。そこで

Fℓ(λ) =
1

2π

∫ ℓ

−ℓ
f(t)eiλn(x−t)dt

とおくと、(3.4)の括弧 [...] 内は

∞∑
n=−∞

Fℓ(λn)δλ

と書ける。積分
∫∞
−∞ Fℓ(λ)dλを Riemann和の極限とみなすと、(3.4)は

f(x) = lim
ℓ→∞

∫ ∞
−∞

Fℓ(λ)dλ

であるが、Fℓ(λ)は ℓ→∞で 1
2π

∫∞
−∞ f(t)eiλ(x−t)dtに近づくことから

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(t)eiλ(x−t)dtdλ

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

Å
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t)e−iλtdt

ã
eiλxdλ (3.5)

を得る。この積分のカッコ内

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t)e−iλtdt

が f の Fourier変換となっている。(3.5)は形式的に

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλxdλ

と書ける。この表式を Fourier 反転公式（Fourier inversion formula）という。厳密な議論、とくに∫∞
−∞ Fℓ(λ)dλの広義積分の収束性について触れなかったが、次の定理が成立する。
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定理 3.7 (Fourier反転公式) f(x)が R上で定義された区分的に滑らかで、かつ絶対可積分な関数とす
る。f(x)の Fourier変換を f̂(λ)とするとき

lim
ℓ→∞

1√
2π

∫ ℓ

−ℓ
f̂(λ)eiλxλ =

f(x− 0) + f(x+ 0)

2
(3.6)

となる。特に、f(x)が R上で連続微分可能であれば、(3.6)の左辺は任意の有限区間 a ≦ x ≦ bで f(x)

に一様収束して、Fourier反転公式

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλxdλ (3.7)

が成立する。反転公式が成立しているときには、一方の関数から他方が得られ、この意味で f(x)と f̂λ)

は互いに等価である。f̂λ)を関数 f(x)の周波数空間表示ということがある。

注意 3.8 この定理 3.7は関数 f(x)の Fourier級数 (3.3)の収束性に関する定理 2.36および定理 2.33に

対応している。つまり、f(x)が区分的に滑らかな関数であれば、その不連続点におけるその Fourier級数

について

lim
N→∞

N∑
n=−N

αne
inπx/ℓ =

f(x− 0) + f(x+ 0)

2

が成立するのであるが、Fourier変換についてこれに対応するのが定理 3.7である。

例 3.9 関数 f(x) = χ[−π,π](x) cos 3x =

cos 3x, |x| ≦ π

0, |x| > π
の Fourier変換を計算しよう（χI は区間

I の特性関数）。f が偶関数であるため、

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x) cosλx dx =
1√
2π

∫ π

−π
cos 3x cosλx dx

=

√
2λ sinλπ√
π(9− λ2)

∼ O
Å
1

λ

ã
, (λ→∞).

また、f̂(λ)のピークが λ = ±3にあることに注意する（図 3.1(a)）。この事実は、関数 f が角振動数 3で

振動していることの結果である。

演習 3.10 関数 f(x) = χ[−π,π](x) sin 3x =

sin 3x, |x| ≦ π

0, |x| > π
の Fourier変換 f̂(λ)を計算をし、そ

のグラフ（虚数成分）を描いてその様子を説明しなさい（図 3.1(b)）。f は R 上の連続関数であり、
f̂(λ) ∼ O

(
1
λ2

)
, (λ→∞)を示しなさい。
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(a)
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図 3.1 (a) 関数 f(x) = χ[−π,π](x) cos 3x（χI は区間 I の特性関数）の Fourier 変換 f̂(λ) のグラ

フ。この関数は x = ±π に不連続点を持つ R上の不連続関数である。f̂(λ)は λ = ±3で極大値を取

るが、これは元の関数の角周波数が 3 であることの結果である。f̂(λ) ∼ O
(

1
λ

)
, (λ → ∞) である。

(b) f(x) = χ[−π,π](x) sin 3xの Fourier変換 f̂(λ)のグラフ。f̂(λ) ∼ O
(

1
λ2

)
, (λ→ ∞) である。
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図 3.2 箱関数 f(x) = χ[−π,π](x)の Fourier変換 f̂(λ)のグラフ。f̂(λ)が λ = 0で極大値を取るこ

とは、定数 1を含む区間が角振動数 λ = 0で振動している結果である。f̂(λ) ∼ O
(

1
λ

)
, (λ → ∞)で

ある。



70 第 3章 Fourier変換

例 3.11 箱関数 f(x) = χ[−π,π](x) =

1, |x| ≦ π

0, |x| > π
の Fourier変換 f̂(λ)を計算しよう。この関数は

x = ±π に不連続点を持つ R上の不連続関数である。f が偶関数であることに注意して

f̂(λ) =
1

1
√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx =
1

1
√
2π

∫ π

−π
cosλx dx

=

…
2

π

sinλπ

λ
∼ O

Å
1

λ

ã
, (λ→∞).

定数関数は周波数 0で振動しているとみなすと、図 3.2からわかるように、f̂(λ)の最大値は λの 0近

傍（角周波数が 0の近傍）であることが確認できる。

演習 3.12 箱関数 f(x) = χ[−π,π](x)の Fourier変換において、

1√
2π

∫ ∞
−∞

√
2 sinλπ√
πλ

eiλxdλ =


1, |x| < π,
1
2 , x = ±π,
0, |x| > π

を計算で示し、不連続点 x = ±π における定理 3.7の Fourier反転公式を確認しなさい。この広義積分は

絶対収束しないことに注意しよう（
∫∞
−∞

∣∣∣√2 sinλx√
πλ

∣∣∣ dλ = +∞）。

例 3.13 テント関数 f(x) = (1 − |x|)χ[−π,π](x) =


x+ π, |x| ≦ π,

π − x, 0 < x ≦ π,

0, |x| > π

の Fourier 変換 f̂(λ) を

求めよう（図 3.3）。f は偶関数であることに注意して

f̂(λ) =
2√
2π

∫ ∞
−∞

f(x) cosλx dx =
2√
2π

∫ π

0

(π − x) cosλx dx

=

…
2

π

1− cosλπ

λ2
∼ O

Å
1

λ2

ã
, (λ→∞).

-10 -5 5 10
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図 3.3 テント関数 f(x) = (1 − |x|)χ[−1,1](x) の Fourier 変換 f̂(λ) のグラフ。f̂(λ) ∼
O
(

1
λ2

)
, (λ→ ∞)である。
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注意 3.14 ここで取り上げた関数の連続性に注意しよう。f(x) = χ[−π,π] sin 3x(x), f(x) = (1 −
|x|)χ[−π,π](x)は R上で連続で、その f̂(λ)は λ→∞でO

(
1
λ2

)
である。一方、f(x) = χ[−π,π](x) cos 3x,

f(x) = χ[−π, π](x)は x = ±π で不連続で、その Fourier変換 f̂(λ)は λ→∞で O
(
1
λ

)
である。

これらの事実は、節 2.6.1の連続三角波の Fourier係数 an, bn が O
(

1
n2

)
で減衰することや、節 2.7の

不連続関数の Fourier係数 an, bn が O
(
1
n

)
で減衰することに対応している。

3.2 Fourier変換の性質
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第 4章

Haar関数系

例 1.40 で定義した Haar スケーリング関数 ϕ と Haar wavelet 関数 ψ を、一般的立場から考察して、

特別な性質をもつ直交関数系を構成してみよう。

4.1 Haarスケーリング関数と Haar wavelet関数

4.1.1 dyadic区間

定義 4.1 スケール j の k 番目の dyadic区間 Ij,k を次で定義する。

Ij,k =
[
2−jk, 2−j(k + 1)

)
(4.1)

注意 4.2 スケール j の長さ 2−j の dyadic区間 Ij,k は Rの分割を与えている：

R =
∪
k∈Z

Ij,k

dyadic区間の定義から、直ちに次の補題が成立する。

補題 4.3 与えられた j0, k0, j1 ̸= j0, k1 ̸= k1 ∈ Zについて、次の (1) または (2) のどちらかが成り立つ。

(1) Iji,k1 ∩ Ij0,k0 = ϕ,

(2) Ij1,k1 ⊂ Ij0,k0 または Ij0,k0 ⊂ Ij1,k1

定義 4.4 あるスケール j の dyadic区間 Ij,k を

Ij,k = Iℓj,k ∪ Irj,k

であるように、左右の細分区間を次で定義する。

Iℓj,k = Ij+1,2k,

Irj,k = Ij+1,2k+1.

定義 4.5 スケール j の diadic階段関数 f とは、f のサポートが次のように有限個の dyadic区間

supf =
∪

k=k0,...,kn−1

Ij,k
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であって、各 Ij,k 上で

f(x) = 一定, x ∈ Ij,k

であるような関数である。

注意 4.6 f(x)がスケール j の dyadic階段関数であれば、f はまたスケール j′(j′ ≧ j)の dyadic階段関

数でもある。

4.1.2 Haarスケーリング関数

例 1.40の Haarスケーリング関数を改めて定義しておこう。

定義 4.7 (Haarスケーリング関数)

ϕ(x) = χ[0,1)(x) =

®
1 0 ≦ x < 1

0 それ以外
(4.2)

注意 4.8 定義 4.1の言葉をつかえば、ϕ(x)は dyadic区間 I0,0 の端点 x = 0, 1に、ϕ(x− k)は区間 I0,k

の端点 x = k, k + 1に不連続点を持つ。また、ϕ(mx)は dyadic区間 I0,m−1 上で値 1を取る。

定義 4.9 空間 V0 をスケール 0のコンパクトサポートを持つ diadic階段関数（整数上で不連続点を持つ

区分的な定数関数）全体で定義する。つまり

V0 = cl

{∑
k∈Λ

ckϕ(x− k) | ak ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span {ϕ(x− k)}k∈Λ .

演習 4.10 4ϕ(2x) + 2ϕ(2x− 1) + 2ϕ(2x− 2)− ϕ(2x− 3)の様子をグラフで表しなさい。

定義 4.11 Haarスケーリング関数 ϕ(x)と ϕ(x′)の内積を次で定義する。

⟨ϕ(x) |ϕ(x′)⟩L2 =

∫ ∞
−∞

ϕ(t)∗ϕ(t′) dt

演習 4.12 {ϕ(x− k)}k∈Z は V0 の正規直交関数系であることを示しなさい。

定義 4.13 空間 Vj をスケール 0のコンパクトサポートを持つ dyadic階段関数全体、つまり

Vj = cl

{∑
k∈Λ

ckϕ(2
jx− k) | ck ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span{ϕ(2jx− k)}k∈Λ

で定義する。Vj をスケール j の近似空間（approximate space）という。節 4.2の Haar関数系および節

4.3の Haar近似関数と詳細関数再訪で、Vj への射影演算子について改めて考える。

定義 4.14 スケール jのHaarスケーリング関数 ϕj,kを、dyadic区間 Ij,k上に値を持つ規格化 ∥ϕj,k∥ = 1

された関数

ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k) (4.3)

として定義する。
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定理 4.15 スケール j の Haarスケーリング関数系 {ϕj,k(x)}k∈Z は Vj の正規直交系である。

証明

⟨ϕj,k(x) |ϕj,ℓ(x)⟩L2 =
¨
2j/2ϕ(2jx− k)

∣∣∣ 2j/2ϕ(2jx− ℓ)∂
L2

= 2j
∫ ∞
−∞

ϕ(2jt− k)∗ϕ(2jt− ℓ) dt = 2j · 1
2j
δkℓ

= δkℓ

■.

定理 4.16 V0 と Vj の要素の関係として次が成り立つ。

f(2jx) ∈ Vj であるときに限り、 f(x) ∈ V0,

逆に

f(2−jx) ∈ V0 であるときに限り、 f(x) ∈ Vj

証明 f(x) ∈ V0 ならば、f(x) =
∑

k ckϕ0,k(x)と表される。このとき、f(2
jx) =

∑
k ckϕ0,k(2

jx) =∑
k ckϕj,k(x)であるので、f(2

jx) ∈ Vj である。
同様に、f(x) ∈ Vj のとき、f(x) =

∑
k c
′
kϕj,k(x) と表される。このとき、f(2

−jx) =∑
k c
′
kϕj,k(2

−jx) =
∑

k c
′
kϕ0,k(x)であるので、f(2

−jx) ∈ V0 がいえた。 ■

定理 4.17 近似空間の列 V0, V1, . . . , Vj , . . . について

V0 ⊂ V1 ⊂ · · ·Vj ⊂ Vj+1 ⊂ · · · .

証明 注意 4.6から、∀f ∈ Vj は Vj+1 の要素でもあるので、Vj ⊂ Vj+1. ただし、包含関係 ⊂は strict

で Vj ⫋ Vj+1である。実際、Vj+1の要素であって Vj には属なさい関数 f が存在する。たとえば、dyadic

区間 Ij+1,0 上の関数 f(x) = ϕ(2j+1x)は Vj+1 の要素であるが、Vj に属する dyadic区間 Ij,k 上の関数

ϕ(2jx− k)のいかなる線形結合も ϕ(2j+1x)とはできないため、f ̸∈ Vj である。これより、Vj+1 から Vj

を取り去った Vj+1\Vj は空でないことがわかる。 ■

4.1.3 Haar wavelet関数

定理 4.17 より、スケール j の Haar スケーリング関数が張る空間 Vj は Vj−1 を内部に完全に含み、

f ∈ Vj であるが f ̸∈ Vj−1 であるような関数が存在する。したがって、空間 Vj は

Vj = Vj−1 ⊕Wj−1
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と直和分解されるはずである。Wj−1 をスケール j − 1の詳細空間（detail space）という。空間Wj−1 が

Vj 内で Vj−1 の直交補空間 V ⊥j−1 となるようにとれるかを検討してみよう。簡単のためにスケール j = 1

で考えてみる。

探している関数 ψ は、次のような条件を満たすものである。

(1) ψ ∈ V1、つまり ψ(x) =
∑

ℓ cℓϕ(2x− ℓ), cℓ ∈ R,
(2) ψ ⊥ V0、つまり ∀k について

∫
ψ(t)∗ϕ(t− k)dt = 0.

すなわち、(1)から dyadic階段関数として階段幅が 1/2であり、(2)から ϕとの内積が 0となるような

ψ が求める関数である。いま、

ψ(x) = ϕ(2x)− ϕ(2x− 1)

と選んでみると

⟨ψ |ϕ⟩L2 =

∫ ∞
−∞

ψ(t)∗ϕ(t) dt =

∫ 1/2

0

dt−
∫ 1

1/2

dt = 1/2− 1/2 = 0

しかも、ψ(x)のサポート I0, は ϕ(x− k), k ̸= 0のサポート I0,k とは重ならないために、k ̸= 0について

常に
∫
ψ(x− k)∗ϕ(x)dx = 0である。したがって V1 ∋ ψ は空間 V0 に直交、つまり ψ ∈ V ⊥0 であること

がわかった。あらためて関数 ψ（既に例 1.40で登場している）を定義しておこう。

定義 4.18 (Haar wavelet関数)

ψ(x) = ϕ(2x)− ϕ(2x− 1) (4.4)

演習 4.19 ψ(x−1), ψ(x−2), ψ(x−3)のグラフを描いてみなさい。また、ψ(2x−1), ψ(2x−2), ψ(2x−3)
についてはどうか。

演習 4.20 ϕ(2x)を ϕ(x− k)と ψ(x− ℓ)の線形結合で表してみなさい。
（ヒント）補題 4.28参照。∑

k

⟨ϕ(x− k) |ϕ(2x)⟩L2 ϕ(x− k) + ⟨ψ(x− k) |ϕ(2x)⟩L2 ψ(x− k)

= ⟨ϕ(x) |ϕ(2x)⟩L2 ϕ(x) + ⟨ψ(x) |ϕ(2x)⟩L2 ψ(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2
ψ(x)

演習 4.21 f(x) = 2ϕ(4x)+2ϕ(4x−1)+ϕ(4x−2)−ϕ(4x−3)をグラフで表し、f(x) = ψ(2x−1)+2ϕ(2x)、

さらに f(x) = ψ(2x− 1) + ψ(x) + ϕ(x)と表されることを示しなさい。この事実は何を示しているかを

説明しなさい。

定義 4.22 スケール j の Haar wavelet関数 ϕj,k を

ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k) (4.5)

で定義する。
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演習 4.23 ψj,k(x)はスケール j + 1の dyadic階段関数

ψj,k(x) = 2j/2
(
χIj+1,2k

(x)− χIj+1,2k+1
(x)
)

であり、

⟨ψj,k |ψj,k′⟩L2 = δkk′

であることを確かめなさい。

4.2 Haar関数系

dyadic区間 Ij,k 上で定義される Haarスケーリング関数 ϕj,k および Haar wavelet関数 ψj,k をHaar

関数系（Haar system）という。Haar系が構成する空間を詳しく調べてみよう。

命題 4.24 V1 内の関数 f1(x) =
∑

k ckϕ(2x− k)が

f1 ⊥ V0, つまり、全ての ℓについて f1 ⊥ ϕ(x− ℓ)

であるのは、

c1 = −c0, c3 = −c2, . . . , c2ℓ+1 = −cℓ,

であるときに限る。

証明 V1 ∋ f1(x) =
∑

k ckϕ(2x − k) において、ϕ(2x − k) のサポートは dyadic 区間 I1,k、また

ϕ(x− ℓ)のサポートは I0,ℓ であることを考慮すると

⟨f1(x) |ϕ(x− ℓ)⟩L2 =
∑
k

c∗k

∫ ∞
−∞

ϕ

Å
2(t− k

2
)

ã∗
ϕ(t− ℓ) dt

=
∑
ℓ

c2ℓ

∫ ℓ+ 1
2

ℓ

ϕ (2(t− ℓ))∗ ϕ(t− ℓ) dt

+ c2ℓ+1

∫ ℓ+1

ℓ+ 1
2

ϕ

Å
2(t− ℓ− 1

2
)

ã∗
ϕ(t− ℓ) dt

= 0 であるためには c2ℓ = −c2ℓ+1 に限る

したがって、

f1(x) =
∑
ℓ

c2ℓϕ(2x− ℓ) + c2ℓ+1ϕ(2x− ℓ− 1) =
∑
ℓ

c2ℓ [ϕ(2x− ℓ)− ϕ(2x− ℓ− 1)]

=
∑
ℓ

c2ℓψ(x− ℓ) ∈ V ⊥0 =W0

■
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これより、V1 ∋ f1(x)が V0 に直交するとき、f1 は

f1(x) =
∑
ℓ∈Z

c2ℓψ(x− ℓ) ∈W0 = V ⊥0

と表される。V1 内の関数が V0 に直交するのは、c2k を添字を付け替え改めて ck として、その関数が∑
k ckψ(x− k)と表されるときに限るのである。これより、

W0 = cl

{∑
k∈Λ

ckψ0,k(x) | ak ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span{ψ0,k(x)}k∈Λ

は、V1 における V0 の直交補空間 V ⊥0 = W0、つまり V1 = V0 ⊕W0 が示された。W0 をスケール 0の詳

細空間という。この結果は次のように一般化される。

定理 4.25 スケール j の近似空間 Vj および詳細空間Wj を、それぞれコンパクトサポートをもつ Haar

wavelet関数系 {ϕj,k(x)}k および {ψj,k(x)}k が張る空間とする。

Vj = cl

{∑
k∈Λ

ckϕj,k(x) | ak ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span{ϕj,k(x)}k∈Λ,

Wj = cl

{∑
k∈Λ

dkψj,k(x) | bk ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span{ψj,k(x)}k∈Λ

このとき、Wj は Vj+1 における Vj の直交補空間で、次式が成立する。

Vj ⊥Wj ,

Vj+1 = Vj ⊕Wj .

証明 1) Wj の各関数は Vj の全ての関数に直交し、逆に、2) Vj に直交する Vj+1 の関数はWj に属

することを示そう。

1) Wj の関数を g(x) =
∑

k dkψj,k(x)、また、f ∈ Vj とする。このとき、

⟨g | f⟩L2 =

∫ ∞
−∞

g(t)∗f(t) dt =

∫ ∞
−∞

(∑
k

2j/2dkψ(2
jt− k)

)∗
f(t) dt = 0

を示せばよい。

さて、f(x) ∈ Vj より、定理 4.16から、f(2−jx) ∈ V0 である。したがって、

0 =

∫ ∞
−∞

(∑
k

dkψ(t− k)

)∗
f(2−jt) dt （ψ(x)は V0 に直交するから）

= 2j
∫ ∞
−∞

∑
k

d∗kψ(2
jy − k)∗f(y) dy （変数の置き換え y = 2−jtより）

= 2j/2
∫ ∞
−∞

g(y)∗f(y) dy.

これより、g は f ∈ Vj に直交することがわかり、1)が示された。
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2) j = 0のときは既に命題 4.24の後で示した。一般の j についても同様である。 ■
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図 4.1 スケール J の dyadic 階段関数 fJ（青線）とスケール J − 1 の dyadic 階段関数 fJ−1（赤

線）。dyiadic 区間 IJ−1,k = IJ,2k ∪ IJ,2k+1 で、fJ−1(x) は、fJ(x) の IJ−1,k での左右区間上の値

cJ(2k)と cJ(2k + 1)の平均値 1
2
(cJ(2k) + cJ(2k + 1))を取る。

定理 4.25を繰り返し適用すると、次のような Vj の直交分解を得る。

系 4.26

Vj =Wj−1 ⊕ Vj−1
=Wj−1 ⊕Wj−2 ⊕ Vj−2
. . .

=Wj−1 ⊕Wj−2 ⊕ · · · ⊕WJ ⊕ VJ
. . .

=Wj−1 ⊕Wj−2 ⊕ · · · · · · ⊕W0 ⊕ V0.

演習 4.27 この空間構造を多重化解像度解析（MRA: Multi Resolution Analysis）という。この空間構

造をよく理解しなさい。Fourier基底で張られる関数空間の分解と比較して検討してみなさい。ここでは、

Haar関数系をつかってMRAを構成したわけだが、MRAを他の関数系を使って構成できるだろうかは、

Wavelet解析における中核的課題である。

定理 4.25より次の補題が得られる。

補題 4.28 (分割補題) fJ(x)をスケール J の dyadic階段関数とする。このとき、fJ (x)は次のように分

割される。

fJ(x) = wJ−1(x) + fJ−1(x),

ここで、fJ−1(x)はスケール J −1での平均化関数（approximated function）という。また、wJ−1(x)を

スケール J − 1の平均化に相補的な詳細関数（detail function）といい、スケール J − 1の Haar wavelet
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の関数

wJ−1 =
∑
k

dJ−1k ψJ−1,k(x), (4.6)

で表される。

証明 fJ (x)がスケール J の dyadic階段関数であることより、fJ(x)は区間 IJ,k で一定値 cJ(k)を持

つ、つまり、

fJ(x) =
∑
k

cJkχIJ,k(x), cJk = 2j
∫
Ij,k

f(t) dt

と表されると仮定する。各区間 IJ−1,k = IJ,2k ∪ IJ,2k+1 について、スケール J − 1 の平均化関数値

fJ−1(x)を次で定義する。

fJ−1(x) =

ñ
2J−1

∫
IJ−1,k

fJ (t)dt

ô
χIJ−1,k

(x) =

ñ
2J−1

Ç∫
IJ,2k

+

∫
IJ,2k+1

å
fJ (t)dt

ô
χIJ−1,k

(x)

=
1

2

(
cJ2k + cJ2k+1

)
χIJ−1,k

(x). (4.7)

図 4.1 に示したように、区間 IJ−1,k 上で、fJ−1,k(x) は IJ−1,k の左右区間上の fJ (x) の値の平均値を

取る。

wJ−1(x) = fJ (x) − fJ−1(x) とする。注意 4.6から、wJ−1 もスケール J の dyadic階段関数である。

このとき、∫
IJ−1,k

wJ−1(t)dt =

∫
IJ−1,k

fJ(t)dt−
∫
IJ−1,k

fJ−1(t)dt

=

Ç∫
IJ,2k

fJ(t)dt+

∫
IJ,2k+1

fJ(t)dt

å
−
∫
IJ−1,k

fJ−1(t)dt

=
(
2−JcJ2k + 2−JcJ2k+1

)
− 2−(J−1)

1

2

(
cJ2k + cJ2k+1)

)
= 0

したがって、区間 IJ−1,k 上での詳細関数 wJ−1(x)は Haar wavelet関数 ψJ−1,k(x)の倍数であらねばな

らず、(4.6)の形となる。 ■

補題の証明から、fJ(x) = wJ−1(x) + fJ−1(x)は、解像度 2−J の階段関数 fJ (x)が 2倍幅の区間 IJ−1,k

で平均化して得られる階段関数 fJ−1(x)と各区間 IJ−1,k での平均値からのズレ（IJ−1,k = Ij,2k ∪ Ij,2k+1

の左右区間でプラスとマイナスがある）を表す詳細関数 wJ−1(x)との和として表されることを示してい

る。これがスケール J − 1の平均化に相補的な詳細関数 wj の意味である。

分割補題 4.28を繰り返して適用すると、近似空間 Vj 内の関数 fj は、スケール J(J < j)までの平均化

操作によって近似化した空間 VJ、および近似スケール J に至るまでの詳細空間の列Wj−1, . . .WJ+1,WJ
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に fj を正射影して得られる関数の和

fj = wj−1 + wj−2 + · · ·+ wJ + fJ

. . .

= wj−1 + wj−2 + · · · · · ·+ w0 + f0

と表すことができる。ここで、wn は fj の Haar wavelet 基底 {ψn,k} で張られる詳細空間 Wn への正

射影、fJ は fj の Haar スケーリング基底 {ϕJ,k} で張られる近似空間 VJ への正射影で得られる関数で

ある。こうした分解を Haar 分解（Haar decomposition）あるいは Haar ウエーブレット変換（Haar

Wavelet transformation）と言う。これについては節 4.3の近似関数と詳細関数再訪、および、節 4.4の

Wavelet変換: 分解と再構成アルゴリズムで改めて取り上げる。

例 4.29 例 4.20では、χ[0,1/2) を ϕj,k と ψj,k を使って展開した。f(x) = χ[0,3/4)(x)の場合を考えよう。

区間 [0, 3/4)は dyadic区間であり、実際、[0, 34 ) = I1,0 ∪ I1,1 である。I0,0 = [0, 1)以外では f(x) = 0で

あるため、展開係数の候補となるのは区間 [0, 1)内の Dyadic区間上の ϕj,k と ψj,k との内積に限られる。

⟨f |ϕ0,0⟩L2 = 3/4、k ̸= 0について ⟨f |ϕ0,k⟩L2 = 0. また、Ij,k ⊂ [0, 3/4)および Ij,k ⊂ [3/4, 1)である

ような j, k、すなわち 2 ≦ j と 0 ≦ k ≦ 2j − 1について ⟨f |ψj,k⟩L2 = 0. したがって、⟨f |ψ0,0⟩L2 = 1/4

と ⟨f |ψ1,1⟩L2 = 2−3/2 だけが非零である。結局、

χ[0,3/4)(x) = 2−3/2ψ1,1(x) +
1

4
ψ0,0(x) +

3

4
ϕ0,0(x).

演習 4.30 f(x) = χ[0,11/16)(x)を Haar分解しなさい。

例 4.31 f(x) = χ[0,2/3)(x)のHaar分解を考えよう。⟨f |ϕ0,0⟩L2 = 2/3、j, k ̸= 0について ⟨f |ϕ0,k⟩L2 =

0. 区間 [0, 2/3)は dyadic区間ではないことに注意しよう。その結果、全てのスケール j ≧ 0で ψj,k(x)

の係数があり得る。ただし、⟨f |ψj,k⟩L2 が非零となるのは、各スケール j ≧ 0で 2/3を含む唯一つの kj

の dyadic区間 Ij,kj だけである。したがって

χ[0,2/3)(x) =
∞∑
j=0

cj(kj)ψj,kj
(x) +

2

3
ϕ0,0(x)

=
∞∑
j=0

cjkj
ψ(2jx− kj) +

2

3
ϕ(x), cjkj

= 2j/2cj(kj)

と表される。

演習 4.32 f(x) = χ[0,2/3)(x)の Haar分解において、cj(kj)および c′j(kj)の値を j = 0, 1, 2, 3, 4, 5につ

いて求めなさい。

近似空間 {Vj}および詳細空間 {WJ}の直交性は次の定理として表される。

定理 4.33 (Haar系の正規直交性)

(1) WJ を張るスケール J の Haar wavelet系 {ψJ,k(x)}k∈Z はWJ の正規直交系である。
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(2) VJ およびWJ を張るスケール J の組 {ϕJ,k, ψJ,k′}k,k′∈Z は R上の正規直交系で、VJ ⊥WJ .

(3) {Wj}を張る各スケール j の Haar wavelet系 {ψj,k(x)}k∈Z は R上の正規直交系で、j ̸= j′ につ

いて互いにWj ⊥Wj′ .

(4) スケール J の Haar系 {ϕJ,k, ψj,k′(x)}j≧J,k,k′∈Z は R上の正規直交系である。VJ を張る Haarス

ケーリング基底のスケールは J、一方、wavelet基底のスケール j は J 以上（J ≦ j）であること

に注意。

証明 1) まず、与えられたスケール J での直交性を示す。k, k′ ∈ Zに対する dyadic区間 IJ,k, IJ,k′

について

IJ,k ∩ IJ,k′ =

®
0, k ̸= k′

IJ,k k = k′

であることより

⟨ψJ,k |ψJ,k′⟩L2 =



∫
R
ψJ,k(t)

∗ψJ,k′(t) dt = 0 k ̸= k′

∫
R
|ψJ,k(t)|2 dt = 1 k = k′.

2) 定理 4.25である。

3) スケール間の直交性を示す。k, k′ ∈ Z, j > j′ のとき、補題 4.3から、次の 3通りを考えればよい。

(1) Ij,k ∩ Ij′,k′ = ϕのとき

⟨ψj,k |ψj′,k′⟩L2 = 0.

(2) Ij,k ⊂ Iℓj′,k′ のとき、Iℓj′,k′ 上で ψj′,k′ = 1. よって、

⟨ψj,k |ψj′,k′⟩L2 =

∫
Ij,k

ψj,k(t)
∗ψj′,k′(t) dt =

∫
Ij,k

ψj,k(t)dt = 0.

(3) Ij,k ⊂ Irj′,k′ のとき、Irj′,k′ 上で ψj′,k′ = −1. よって、

⟨ψj,k |ψj′,k′⟩L2 =

∫
Ij,k

ψj,k(t)
∗ψj′,k′(t) dt = −

∫
Ij,k

ψj,k(t)dt = 0.

(4) j ≧ J について、ϕJ,k(x)と ψj,k(x)の diadic区間をしらべることによって、命題 4.24や 3)と同

様にして、k, k′ ∈ Z, j ≧ J に対して

⟨ϕJ,k |ψj,k′⟩ =
∫
R
ϕJ,k(t)

∗ψj,k′(t) dt = 0.

■
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4.3 Haar近似関数と詳細関数再訪

節 1.3では直交系と直交射影の方法を紹介した。節 4.2で、近似空間 Vj を階層的に直和分解すること

によって（定理 4.25）関数を近似する方法を紹介した。この方法は、Fourier基底を使う関数の近似法と

はまったく別種の正規直交系の構成に基づいている。

4.3.1 Haar近似関数

定義 4.34 与えられたスケール j ∈ Zに関する近似空間 Vj = span {ϕj,k(x)}k∈Z への関数 f の射影演算

子 Pj を次で定義する。

Pjf(x) =
∑
k

⟨ϕj,k | f⟩L2 ϕj,k(x) (4.8)

Pjf(x)を f のスケール j による Haar平均化関数という。

注意 4.35 {ϕj,k(x)}が R上の正規直交系より、dyadic階段関数 Pjf(x)は L2 の意味で f(x)を最良近

似する Vj 内の関数である。ϕj,k(x) = 2j/2χIj,k(x)に注意すると

⟨ϕj,k | f⟩L2 ϕj,k(x) = 2j ⟨ϕ(2jx− k) | f⟩L2 ϕ(2
jx− k)

= 2j
Ç∫

Ij,k

f(t)dt

å
χIj,k(x)

であるので、Pjf(x)は dyadic区間 Ij,k 上で平均された値を取ることから、Vj を平均化空間というので

ある。スケール j の Pjf(x)の解像度は dyadic区間 Ij,k の幅 2−j であり、その区間上における f(x)の

値は近似値 ⟨ϕj,k | f⟩L2 で置き換えられてしまい、f の詳細は失われてしまう。

まず、射影演算子 Pj の性質を調べておこう。

補題 4.36

(1) Pj は線形演算子である。つまり、f(x), g(x)および α, β ∈ Cについて

Pj(αf + βg)(x) = αPjf(x) + βPjg(x).

(2) Pj のベキ等性（idenpotent）P 2
j = Pj、つまり

Pj(Pjf)(x) = Pjf(x).

(3) スケール j′ ≧ j の Pj′ と f ∈ Vj について

Pj′f(x) = Pjf(x).

(4)

∥Pjf∥L2 ≦ ∥f∥L2 .
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証明 (1), (2) は Pj の定義から明らか。(3)は、(2)と g ∈ Vj のとき Pjg = g であること、および注

意 4.6からわかる。

(4) {ϕj,k(x)}k∈Z が正規直交系であることから

∥Pjf∥L2 =

∫
R

∣∣∣∣∣∑
k

⟨f |ϕj,k⟩L2 ϕj,k(t)

∣∣∣∣∣
2

dt

=
∑
k

| ⟨f |ϕj,k⟩L2 |2 =
∑
k

∣∣∣∣∣2j/2
∫
Ij,k

f(t)dt

∣∣∣∣∣
2

.

さらに Cauchy-Schwarzの不等式から∣∣∣∣∣2j/2
∫
Ij,k

f(t)dt

∣∣∣∣∣
2

≦
Ç∫

Ij,k

2jdt

åÇ∫
Ij,k

|f(t)|2dt
å

=

∫
Ij,k

|f(t)|2dt.

したがって、

∥Pjf∥L2 ≦
∑∫

Ij,k

|f(t)|2dt =
∫
R
|f(t)|2dt = ∥f∥2L2 .

■

補題 4.37 R上の連続関数 f に対して

(1)

lim
j→∞

∥Pjf − f∥L2 = 0,

(2)

lim
j→∞

∥P−jf∥L2 = 0.

証明 (1) f(x)が長さ 2N の区間 I で定義されているとする（コンパクトサポート）。このとき、ある

整数 J と関数 g ∈ VJ があって

∥f − g∥∞ = max
x
|f(x)− g(x)| < ε√

2N+2

とすることができる。j > J について、補題 4.36(3)より、Pjg(x) = g(x)である。Minkowskiの不等式

と補題 4.36(4)から

∥Pjf − f∥L2 ≦ ∥Pjf − Pjg∥L2 + ∥Pjg − g∥L2 + ∥g − f∥L2

= ∥Pj(f − g)∥L2 + ∥g − f∥L2 ≦ 2∥g − f∥L2

一方、

∥g − f∥2L2 =

∫
I

|g(t)− f(t)|2dt <
∫
I

ε2

2N+2
dt =

ε2

4
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から ∥g − f∥L2 < ε
2 を得る。したがって

∥Pjf − f∥L2 < 2∥g − f∥L2 < ε.

(2) f(x)は区間 I 上のコンパクトサポートであるので、I ⊂ I−j,k であるようなある Dyadic区間 I−j,k

が存在して、

Pjf(x) = 2−j
Ç∫

I−j,k

f(t)dt

å
χIj,k(x)

となる。したがって

∥Pjf∥2L2 → 0, (j →∞).

■

4.3.2 Haar詳細関数

定義 4.38 R上の関数 f に関するスケール j の Haar詳細演算子 Qj を

Qjf(x) = Pj+1f(x)− Pjf(x). (4.9)

詳細演算子 Qj は f をどのような関数へ射影するかについて、次の補題が成立する。

補題 4.39 R上のコンパクトサポートな連続関数 f に対して、Qjf(x)は次の関数として表される。

Qjf(x) =
∑
k

⟨f |ψj,k⟩L2 ψj,k(x). (4.10)

証明 与えられたスケール j の dyadic区間上の x ∈ Ij,k で

Pjf(x) = 2j
∫
Ij,k

f(t)dt.

また、Ij,k はスケール j +1の区間 Iℓj,k = Ij+1,2k および Irj,k = Ij+1,2k+1 によって Ij,l = Iℓj,k ∪ Irj,k であ
ることから、

Pj+1f(x) =

2j+1
∫
Iℓ
j,k

f(t)dt, x ∈ Iℓj,k,

2j+1
∫
Ir
j,k

f(t)dt, x ∈ Irj,k

であることに注意する。

ψj,k(x) =


2j/2, x ∈ Iℓj,k,
−2j/2, x ∈ Irj,k,
0, それ以外
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を使うと、x ∈ Iℓj,k について

Qjf(x) = Pj+1f(x)− Pjf(x)

= 2j

(
2

∫
Iℓ
j,k

f(t)dt−
∫
Iℓ
j,k

f(t)dt−
∫
Ir
j,k

f(t)dt

)

= 2j

(∫
Iℓ
j,k

f(t)dt−
∫
Ir
j,k

f(t)dt

)
= 2j/2 ⟨f |ψj,k⟩ .

一方、x ∈ Irj,k については

Qjf(x) = 2j

(
−
∫
Iℓ
j,k

f(t)dt+

∫
Ir
j,k

f(t)dt

)
= −2j/2 ⟨f |ψj,k⟩

である。したがって、区間 Ij,k 上で

Qjf(x) = ⟨f |ψj,k⟩L2 ψj,k(x)

となる。 ■

スケール j の射影演算子 Qj の性質をまとめておこう。

補題 4.40 (1) Qj は線形演算子である。つまり、f(x), g(x)および α, β ∈ Cについて

Qj(αf + βg)(x) = αQjf(x) + βQjg(x).

(2) Qj のベキ等性（idenpotent）Q2
j = Qj、つまり

Qj(Qjf)(x) = Qjf(x).

(3) スケール j′ ̸= j の Qj′ と f ∈Wj について

Qj′g(x) = 0.

(4)

∥Qjf∥L2 ≦ ∥f∥L2 .

証明 補題 4.36の証明、およびWj の基底関数 ψj,k の性質を使う。 ■

定理 4.33 の Haar 系の正規直交性をつぎのように射影演算子 Pj と Qj を使って精密化することがで

きる。

定理 4.41 (Haar系の完全正規直交性) スケール J の Haar系 {ϕJ,k(x), ψj,k(x) |, j ≧ J}k∈Z は R上の
完全正規直交系である。
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証明 定理 4.33の (4)で正規直交性を示した。完全性を示すには、Rの上のコンパクト連続関数 f が

f(x) ∈ span{ϕJ,k, ψj,k}j≧J,k∈Z

をいえばよい。ε > 0とすると、ある整数 N があって ∥PNf − f∥L2 < εとできることから、N > J と

取る。定義式 (4.9)より

N−1∑
j=J

Qjf(x) =
N−1∑
j=J

Pj+1f(x)− Pjf(x)

= PNf(x)− PJf(x)

これより、補題の式 (4.10)から

PNf(x) =
N−1∑
j=J

∑
k∈Λ

⟨f |ψj,k⟩ψj,k(x) +
∑
k∈Λ

⟨f |, ϕj,k⟩ϕj,k(x)

ここで、f がコンパクトサポートであるので Λは有限集合である。したがって、

PNf(x) ∈ span{ϕJ,k, ψj,k}j≧J,k∈Z

および ∥PNf − f∥L2 < εが示され、完全性が証明された。 ■

さらに、次も成立する。

定理 4.42 Haar系 {ψj,k(x)}j,k∈Z は R上の完全正規直交系である。

証明 定理 4.33の (3)で正規直交性を示した。完全性を示すには、R上のコンパクトな連続関数 f に

ついて

f(x) ∈ span{ψj,k}j,k∈Z

をいう。任意のスケール J ∈ Nについて、定義式 (4.9)より

J−1∑
j=−J

Qjf(x) =
J−1∑
j=−J

Pj+1f(x)− Pjf(x)

= PJf(x)− P−Jf(x)

補題 4.37から

lim
J→∞

∥PJf − f∥L2 + ∥P−Jf∥L2 = 0

Minkowskiの不等式を使うと

lim
J→∞

∥∥∥∥∥∥f −
J−1∑
j=−J

Qjf

∥∥∥∥∥∥
L2

= lim
J→∞

∥f − PJf + P−Jf∥L2

≦ lim
J→∞

∥PJf − f∥L2 + ∥P−Jf∥L2 = 0.
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また、f がコンパクトサポートであることから Λを有限集合として

J−1∑
j=−J

Qjf(x) =
J−1∑
j=−J

∑
k∈Λ

⟨f |ψj,k⟩ψj,k(x)

である。したがって

J−1∑
j=−J

Qjf(x) ∈ span{ψj,k}j,k∈Z

より、完全性が証明できた。 ■

注意 4.43 定理 4.42から、R上の L2 関数 f を形式的に

f(x) =
∑
j

∑
k

⟨f |ψj,k⟩ψj,k(x)

と表してみる。このとき、両辺を積分すると∫
R
f(x)dx =

∫
R

∑
j

∑
k

⟨f |ψj,k⟩ψj,k(x)dx

=
∑
j

∑
k

⟨f |ψj,k⟩
∫
R
ψj,k(x)dx = 0

となって、R上の L2 関数 f はすべて
∫
R f(x)dx = 0であることになる。この間違いは、可積分性や滑ら

かさやコンパクトサポートなど f について何も仮定されていないことからくる。

次を証明抜きで述べておこう。

定理 4.44 空間 L2(R)は次の無限直和として分解される。

L2(R) = V0 ⊕W0 ⊕W1 ⊕ . . . .

この分解に応じて、各 f ∈ L2(R)は

f = f0 +
∞∑
j=0

wj

と一意に表される。

4.4 Wavelet変換： 分解と再構成アルゴリズム

分割補題 4.28 の言葉をつかうと、スケール j の階段関数 Pjf(x) は解像度 2−J(j > J) あるいは解像

度 1まで階段関数を使って次のように分解することができる。この操作をウェーブレット分解（wavelet

decomposition）またはウェーブレット変換（wavelet transformation）という。

Pjf(x) = Qj−1f(x) +Qj−2f(x) + · · ·+QJf(x) + PJf(x)

= QJ−1f(x) +QJ−2f(x) + · · · · · ·+Q0f(x) + P0f(x) (4.11)
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ここで、関数 Pjf は

Pjf(x) =
∑
k

⟨f |ϕj,k⟩L2 ϕj,k(x)

=
∑
k

2j ⟨f |ϕ(2jx− k)⟩ϕ(2jx− k) =
∑
k

Ç
2j
∫
Ij,k

f(t) dt

å
ϕ(2jx− k) (4.12)

は解像度 2−j(j > J)の階段関数であり、解像度を細かくすれば（より大きなスケール j とすれば）f(x)

の特長をよりよく近似すると考えることができる（補題 4.37参照）。ただし、Pjf(x)を得るにはまず係

数 ⟨f |ϕj,k⟩L2 = 2j
∫
Ij,k

f(x)dxを計算しなければならない。しかし、以下でみるように、式 (4.11)の右

辺にある関数（Haar関数の係数）を求めるにはこうした積分計算をする必要はない。

Ij,kk

2j

k + 1

2j

f

f
�

k
2j

�

f
�

k+1
2j

�

inf
Ij,k

f(x)

sup
Ij,k

f(x)

2j

�

Ij,k

f(x)dx

図 4.2 スケール j の dyadic 区間 Ij,k 上の関数 f の平均化値 2j
∫
Ij,k

f(x)dx と両端点での標本値

f( k
2j
)および f( k+1

2j
). f が Ij,k 上で単調なとき、f( k

2j
) < 2j

∫
Ij,k

f(x)dx < f( k+1
2j

)となる。

多くの応用では、コンパクトサポート、たとえば区間 [a, b)上の関数 f を考える。このとき、区間 [a, b]

から [0, 1)への同相写像を τ : x 7→ x−a
b−a としたとき次の可換関係

[a, b)
f−−−−→ [a, b)

τ

y yτ

[0, 1) −−−−→
f̂

[0.1)

(4.13)

より、[a, b)上の関数 f を [0, 1)上の関数 f̂ = τ ◦ f ◦ τ−1 と自然に同一視することができる。コンパクト
サポート [a, b)上の関数をこの同一視によって [0, 1)上の関数として取り扱うと計算上都合がよい。

一方、関数 f を x = . . . ,−2/2j ,−1/2j , 0, 1/2j , 2/2j , . . . といった幅 2−j の dyadic区間 {Ij,k}k∈Z の
端点で関数値を標本化 {f

(
k
2j

)
}k することがある。幅 |∆x| = 1

2j を持つ間隔 ∆x で関数値を標本化す

ることによって関数 f が十分正しく近似できるという根拠が Shannon-Whittaker の標本化定理??であ

る。帯域が制限された信号 f の最大周波数の 2 倍の周期幅（Nyquist 周期）で標本化した離散信号列

f = (f0f1 . . . fN−1)から信号 f が再現されるからである。
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したがって、コンパクトサポートを持つ関数においては、区間 [0, 1) 上の関数 f と同一視した上

で、式 (4.12) の Pjf(x) を計算するのではなく解像度 2−j で標本化して得られた 2j 個の関数値の組

{cjk}k=0,...,2j−1 で定義される次の階段関数 fj を考え、これを解像度 2−j による関数 f の近似 Pjf とす

ることができる。

Pjf(x) ∼ fj(x) =
2j−1∑
k=0

cjkϕ(2
jx− k) =

2j−1∑
k=0

f

Å
k

2j

ã
ϕ(2jx− k).

4.4.1 ウェーブレット変換の分解アルゴリズム

Haarスケーリング関数 ϕと wavelet関数 ψ との関係

ϕ(2x) =
ψ(x) + ϕ(x)

2

ϕ(2x− 1) =
ϕ(x)− ψ(x)

2

をつかって、ただちに次の関係を得る。

補題 4.45

ϕ(2jx) =
ψ(2j−1x) + ϕ(2j−1x)

2
(4.14)

ϕ(2jx− 1) =
ϕ(2j−1x)− ψ(2j−1x)

2
(4.15)

一般に

ϕ(2jx− 2k) =
ψ(2j−1x− k) + ϕ(2j−1x− k)

2
(4.14′)

ϕ(2jx− 2k − 1) =
ψ(2j−1x− k)− ϕ(2j−1x− k)

2
(4.15′)

分割補題 4.28は次のようにウェーブレット変換における Haar分解係数の関係を与える。

演習 4.46 補題 4.45を使って、例 4.21で取り上げた f(x) = 2ϕ(4x)+2ϕ(4x−1)+ϕ(4x−2)−ϕ(4x−3)

を Haar分解して、f(x) = ψ(2x− 1) + ψ(x) + ϕ(x)となることを示しなさい。

定理 4.47 (Haar分解定理) スケール j の関数を

fj(x) =
∑
k

cjkϕ(2
j − k) ∈ Vj

とする。このとき、関数 fj は

fj(x) = wj−1(x) + fj−1(x),
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と Haar分解されて、

wj−1(x) =
∑
k

dj−1k ψ(2j−1x− k) ∈Wj−1,

fj−1(x) =
∑
k

cj−1k ϕ(2j−1x− k) ∈ Vj−1

である。ここで、

cj−1k =
cj2k + cj2k+1

2
, (4.16)

dj−1k =
cj2k − c

j
2k+1

2
. (4.17)

証明

fj =
∑
k

cjkϕ(2
j − k)

=
∑
k

cj2kϕ(2
jx− 2k) +

∑
k

cj2k+1ϕ(2
jx− 2k − 1)

と添字についての和を偶数と奇数にわけて考え、補題 4.45を使うと

fj(x) =
∑

cj2k
ψ(2j−1x− k) + ϕ(2j−1x− k)

2
+
∑
k

cj2k+1

ϕ(2j−1x− k)− ψ(2j−1x− k)
2

=
∑
k

Ç
cj2k − c

j
2k+1

2

å
ψ(2j−1x− k) +

Ç
cj2k + cj2k+1

2

å
ϕ(2j−1x− k)

= wj−1(x) + fj−1(x).

■

信号 f を離散化してスケール J の解像度 2−J で標本化した係数 {cJk = f
(

k
2J

)
}k によって階段関数

fJ(x)をひとたび定めると、分解定理 4.47を繰り返し適用して得られる Haar分解

fJ = wJ−1 + wJ−2 + · · ·+ w0 + f0

の係数はスケール J における初期係数の組 {cJk}だけから

cJkJ
→ · · · → cjkj

→ cj−1kj−1
· · · → c00

↘ · · · ↘ djkj
↘ dj−1kj−1

· · · ↘ d00

(4.18)

のような形で段階的に決定できるのである。{cjk} → {c
j−1
k } ∪ {dj−1k } を 1 段階 wavelet 変換（1-step

wavelet transformation）と呼ぼう。

係数の個数は #{cjk} = #{cj−1k } + #{dj−1k } と 1 段階 wavelet 変換では変わらず、平均化係数は

{cjk} → {c
j−1
k }で個数は半分になることに注意する。したがって、段階 j(J − 1 ≧ j ≧ 0)までに得られ
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た全係数集合
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
の要素数は変わらず、最初の標本数 2J と同じである。実際、

0 ≦ kj ≦ 2j − 1であることに注意すると、段階 j までに得られた係数集合の要素数は(
J−1∑
s=j

2s

)
+ 2p = 2J

である。こうして段階 j(J−1 ≧ j ≧ 0)までに得られたHaar関数系の係数の組
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©

から階段関数

wj =
2j−1∑
kj=0

djkj
ψ(2jx− kj),

fj =
2j−1∑
kj=0

cjkj
ϕ(2jx− kj)

を計算することによって、離散標本値関数 fJ は

fj = wj−1 + · · ·+ wj + fj

と分解することができる。

4.4.2 ウェーブレット逆変換の再構成アルゴリズム

節 4.4.1のウェーブレット変換の分解アルゴリズムでみたように、関数 f を欲するスケール J で標本化

（離散化）して得られる係数の組 {cJk}k から、fJ を wJ−1 + · · ·+w0 + f0 と dyadic階段関数の和として

表すための係数 c00（f0 の係数） および係数集合の組 {d
j
ℓ}0≦j<J−1,ℓ=0,...,2j−1（詳細関数 {wj}の係数）

が得られる。これがウェーブレット変換である。この過程は逆にたどることができ、その操作をウェーブ

レット逆変換（inverse wavelet transformation）という。よう。

信号処理とは、関数 fJ（これは f と同一視しているのだが）を処理目的に応じて関数 f ′J として近

似する操作である。処理目的として、たとえば、ノイズの除去やデータ圧縮がある。したがって、Haar

分解における信号処理とは、係数集合 {c0k}k, {d
j
ℓ}0≦ℓ<J,k を目的に応じて別の係数集合、{c0k}k および

{d′jk }0≦j<J,k に置き換えることによって近似関数 f ′J を構成することに他ならない。これをウェーブレッ

ト逆変換にともなう再構成アルゴリズムという。

補題 4.45はスケール j の Haar関数を粗いスケール j − 1の関数で表す関係式である。この関係は可

逆な関係

ϕ(x) = ϕ(2x) + ϕ(2x− 1)

ψ(x) = ϕ(2x)− ϕ(2x− 1)

にあり、次の補題が成立する。

補題 4.48

ϕ(2j−1x) = ψ(2jx) + ϕ(2jx− 1) (4.19)

ψ(2j−1x) = ϕ(2jx)− ϕ(2jx− 1) (4.20)
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定理 4.49 (Haar再構成定理) スケール J の関数 fJ が fJ = wJ−1 + wJ−2 + · · · + w0 + f0 と分解で

きて

wj(x) =
∑
k

djkψ(2
jx− k) ∈Wj , 0 ≦ j < J

f0(x) =
∑
k

c0kϕ(x− k)

であるとする。このとき、fJ は

fJ(x) =
∑
ℓ∈Z

cJℓ ϕ(2
Jx− ℓ) ∈ VJ

と再構成できる。ここで、cjℓ は j = 1から j = J まで次のアルゴリズムによって再帰的に定められる。

cjℓ =


cj−1k + dj−1k , ℓ = 2k が偶数,

cj−1k − dj−1k , ℓ = 2k + 1が奇数.

(4.21)

証明 補題 4.48を使うと

f0(x) =
∑
k

c0kϕ(x− k)

=
∑
k

c0kϕ(2x− 2k) + c0kϕ(2x− 2k − 1)

=
∑
ℓ

c̃1ℓϕ(2x− ℓ)

ただし、

c̃1ℓ =

®
a0k, ℓ = 2k が偶数

a0k, ℓ = 2k + 1が奇数.

同様にして、

w0(x) =
∑
k

d0kψ(x− k)

=
∑
k

d0kϕ(2x− 2k)− c0kϕ(2x− 2k − 1)

=
∑
ℓ

d̃1ℓϕ(2x− ℓ)

ただし、

d̃1ℓ =

®
d0k, ℓ = 2k が偶数

−d0k, ℓ = 2k + 1が奇数.

したがって

f0(x) + w0(x) =
∑
ℓ

c1ℓϕ(2x− ℓ)
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とすると

c1ℓ = c̃1ℓ + d̃1ℓ


c0k + d0k, ℓ = 2k が偶数

c0k − d0k, ℓ = 2k + 1が奇数.

を得る。さらに、w1 =
∑

k d
1
l ψ(2x− k)についても同様に考えると

f2(x=f0(x) + w0(x) + w1(x) =
∑

ℓc2ℓϕ(2
2x− ℓ)

として

c2ℓ = c̃2ℓ + d̃2ℓ


c2k + d2k, ℓ = 2k が偶数

c2k − d2k, ℓ = 2k + 1が奇数.

を得る。この過程を fJ = fJ−1 + wJ−1 まで再帰的に繰り返して結果を得る。 ■

4.4.3 具体例

次の関数を考えてみよう。

f(x) = sin(2x) cos
(
x3
)
+

Å
sin(110(x− 2))

110(x− 2)

ã2
−
Å
sin(95(x− 1))

95(x− 1)

ã2
(4.22)

区間 [0, π] での様子（図 4.3）を観察すると、狭い区間での急激な関数値の変化（スパイク）が二箇所

x = 1および x = 2の付近にあることがわかる。

区間 [0, π) を N = 28 = 254 個のスケール J = 8 の dyadic 区間 {I8,k}k に分割し、その左端
x = k

28 , (k = 0, . . . , 28 − 1)で標本化した関数値の組を {c8k = f
(

k
28

)
}k=0,...,28−1 とする。Mathematica

では、段階 j のスケーリング関数 ϕ(2jx− k)を HaarScale[x, j, k]、関数 f(x)を spiked[x]で定義

しておくと、標本値の組 {c8k}を coeffとして求めて次のようにしてスケール J = 8の階段関数を表示

できる。ここで、Mathematicaの添字が 1から始まることを考慮して、coeff[k + 1]としていること

に注意しよう。

HaarScale[x_Real, j_Integer, k_Integer] := If[x < k/2^j || (k + 1)/2^j < x, 0, 1]

j=8;

coeff = Table[N[spiked[t]], {t, 0, Pi, Pi/(2^j - 1)}];

spiked[x_Real] := Sum[coeff[[k + 1]] HaarScale[x, j, k], {k, 0, 2^j - 1}]

Plot[dspiky[x], {x, 0, 1}]

このとき、スケール J = 8の標本値の組 {c8k}から、奇数番目の係数リストを oddCoeff、偶数番目の

係数リストをevenCoeffとして、段階 J − 1 = 7の平均化関数 f7(x)を averaged[x]、詳細関数 w7(x)

を detailed[x]としたとき、これらを次のように求めることができる。ただし、Mathematicaの添字が

1から始まることから、0 から添字が始まるリスト even と oddにおける even - odd はMathematicaで

は odd - even となることに注意しよう。また、[[...]]内の添字指定 i;;j;;2 は、iから j までのス

テップ 2による範囲を表す。
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図 4.3 (a) f(x) = sin(2x) cos
(
x3
)
+
Ä

sin(110(x−2))
110(x−2)

ä2
−
Ä

sin(95(x−1))
95(x−1)

ä2
の区間 [0, π] での様子。

狭い区間での急激な関数値の変化（スパイク）が二箇所 x = 1および x = 2の付近に見られる。

(b) 区間 [0, π)を 28 個に分割して各左端で標本化した値 {f
(
kπ
28

)
}k=0,...,28−1 を区間 [0, 1)上の関数

f(πx)の解像度 2−8 での標本値とした階段関数の様子。

(7a)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0
(7b)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.05

0.05

図 4.4 (7a) 式 (4.22) の関数をスケール J = 8 で標本化した階段関数 f8 の平均化関数 f7(x) と

(7b) 詳細化関数 w7(x). この図では w7(x)の一部の値が図範囲を越えている。
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Haarwavelet[x_Real, j_Integer, k_Integer] :=

HaarScale[x, j + 1, 2 k] - HaarScale[x, j + 1, 2 k + 1]

oddCoeff = coeff[[1 ;; Length[coeff] ;; 2]];

evenCoeff = coeff[[2 ;; Length[coeff] ;; 2]];

aveCoeff = (evenCoeff + oddCoeff)/2;

diffCoeff = (oddCoeff - evenCoeff)/2;

detailed7[x_Real] :=

Sum[diffCoeff[[k + 1]] Haarwavelet[x, 7, k], {k, 0, 2^7 - 1}]

averaged7[x_Real] :=

Sum[aveCoeff[[k + 1]] HaarScale[x, 7, k], {k, 0, 2^7 - 1}]

段階 j = 7での関数の和 detailed7[x] + averaged7[x]は元の関数 dspiked[x]となる（図 4.4）。

同様な手順によって、段階 j = 6 ∼ 0までの平均化関数と詳細関数を図 4.5および図 4.6に示した。

平均化関数 {fℓ} だけを観察してみよう。標本化から得られた dyadic 区間 I8,k 上の階段関数 f8

は、f7 では倍の dyadic 区間 I7,k = I8,2k ∪ I7,2k+1 上で左右区間における係数 c82k と c82k+1 の平均値
1
2 (c

8
2k + c82k+1) を取る。f6 ではさらに倍の区間上で隣り合う係数の平均値

1
2 (c

7
2k′ + c72k′+1) というよう

に、f5, f4, f3, f2, f1 と次々に階段の幅が倍々に広がっていく。f0 に至っては全区間 [0, 1)での平均値と

なっている（図 4.6）。解像度 2−ℓ を持つスケール ℓが小さい fℓ になるにつれて、元の関数 f の近似は粗

くなって、f0 で平ら（全区間平均）になってしまう。

一方、関数 f の粗視化を逆に辿ると、図 4.6(0)で f0+w0が (1)の f1になること、(2)で f1+w1が (2)の

f2 となることがその数値からも確かめられる。これが再構成アルゴリズムで、fℓ+1 = fℓ+wℓ(0 ≦ ℓ < j)

を与える。

演習 4.50 図 4.3、図 4.4、図 4.5および図 4.6を描いてみなさい。

（ヒント）：与えられたスケール J の関数 fJ の Haar分解 fJ = wJ−1 + · · ·+ wJ−k + fJ−k において、

fJ−k(x) =averagedHaarScaling[x, k] および wJ−k(x) =HaarWaveletElement[x, k] の計算のた

めに次のようにMathematica関数を定義してもよい（ただし、スケール J の係数の組 {cJk} = coeffが

与えられていて段階 J − k の Haar分解係数リスト {cJ−kℓ }, {dJ−kℓ }を得て関数 fJ−k, wJ−k を構成する

ために 1 ≦ k ≦ J の範囲で引数 k が与えられている）。ただし、このやり方はたいへん効率が悪く、逐次

的に求められる途中の段階 0 ≦ j ≦ J − k の係数 {cjℓ}や {d
j
ℓ}を毎回その都度計算してしまっている。

averagedHaarScaling[x_Real, k_Integer] :=

Module[{cf, n, oddc, evenc, avecf, j, i},

(* coef=Table[N[f[x]], {x, a, b,(b-a)/(2^n-1)}]; *)

cf = coeff;

n = Log[2, Length[coeff]];

For[j = 0, j < k, j++,

oddc = cf[[1 ;; 2^(n - j) ;; 2]];

evenc = cf[[2 ;; 2^(n - j) ;; 2]];

avecf = (oddc + evenc)/2;

cf = avecf;

];

Sum[cf[[i + 1]] HaarScale[x, n - k, i], {i, 0, 2^(n - k) - 1}]
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図 4.5 式 (4.22)の関数をスケール J = 8で標本化した階段関数 f8 の平均化関数と詳細関数。 （6）

f6 と w6, （5）f5 と w5,（4）f4 と w4, （3）f3 と w3.

]

HaarWaveletElement[x_Real, k_Integer] :=

Module[{cf, n, oddc, evenc, avecf, diffcf, j, i},

(* coef=Table[N[f[x]], {x, a, b,(b-a)/(2^n-1)}]; *)

cf = coeff;

n = Log[2, Length[coeff]];

For[j = 0, j < k, j++,
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図 4.6 式 (4.22)の関数をスケール J = 8で標本化した階段関数 f8 の平均化関数と詳細関数。 （2）

f2 と w2, （1）f1 と w1,（0）f0 と w0.

oddc = cf[[1 ;; 2^(n - j) ;; 2]];

evenc = cf[[2 ;; 2^(n - j) ;; 2]];

avecf = (oddc + evenc)/2;

cf = avecf;

];

diffcf = (oddc - evenc)/2;

Sum[diffcf[[i + 1]] Haarwavelet[x, n - k, i], {i, 0,

2^(n - k) - 1}]

]

たとえば、図 4.5(3)を

Plot[averagedHaarScaling[x, 5], {x, 0, 1}]

Plot[HaarWaveletElement[x, 5], {x, 0, 1}

で描くことができ、HaarWaveletElement[x, 4]が HaarWaveletElement[x, 5] + averagedHaarScaling[x,
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5]に等しいことが確かめられる。

4.5 高速ウェーブレット変換

ウェーブレット変換においては係数の組 {cjk}および {d
j
k}だけが本質的である。スケーリング関数や

wavelet関数は、定理 4.47のように、係数の組を使って関数 fj を fj(x) = wj−1(x) + fj−1(x)と Haar

分解して近似関数 {fj}を具体的に構成するときに必要になる。これらは式 (4.16)と (4.17)、つまり

cjk =
cj+1
2k + cj+1

2k+1

2
, (4.16)

djk =
cj+1
2k − c

j+1
2k+1

2
. (4.17)

の関係式を
cj+1
kj+1

→ cjkj

dj+1
kj+1

↘ djkj

と表わすことにすると、最初にスケール J で標本化して得られる 2J 個の組

{cJk}から、式 (4.16)と (4.17)を次々と適用して、{cJ−1k } → {cJ−2k } → . . . というようにしてカスケー

ド (4.18)のようにして、最後には係数 c00 と d00 を求めていく。これがWavelet変換である。

1段階wavelet変換（93ページ）で注意したように、与えられたスケール J における段階 j(J−1 ≧ j ≧ 0)

までに得られた Haar関数系の係数の組
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
の要素総数は最初の標本数 2J のま

まで変わらない。この事実を利用して、Haarウェーブレット変換の分解係数を効率的に求める高速アル

ゴリズムを考えよう。

最初に与えるスケール J の標本係数の組 {cJk}k=0,...,2J−1 を長さ 2J の配列 dataに格納しておく。1段

階 wavelet変換の各段階 j(0 ≦ j ≦ J − 1)で、配列要素をつぎのように更新するとしよう（以下は J = 3

の場合の段階 0までの配列変化を示している）。また、記号 ‘̂’ のついた要素は新たに値が代入された配
列要素を表している。

j=3
[
c30 c31 c32 c33 c34 c35 c36 c37

]
⇓

j=2
î“c20 “d20 “c21 “d21 “c22 “d22 “c23 “d23ó

⇓

j=1
î“c10 d20

“d10 d21
“c11 d22

“d11 d23

ó
⇓

j=0
î“c00 d20 d10 d21

“d00 d22 d11 d23

ó
1段階 wavelet変換後の段階 j − 1における配列要素 dataは、段階 j における配列 dataを使って

各 k について tmp← data[2J−j+1k]

cj−1k として data[2J−j+1k]← 1

2

(
tmp+ data[2J−j+1k + 2J−j ]

)
dj−1k として data[2J−j+1k + 2J−j ]← 1

2

(
tmp− data[2J−j+1k + 2J−j ]

)
k = 0, . . . , 2j−1 − 1
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として得られる。これより、段階 j = 0までの Haarウェーブレット係数を求める高速ウェーブレット変

換アルゴリズムが得られる。

命題 4.51 (高速ウェーブレット変換) スケール J の 2J 個の標本係数の組 {cJk}k=0,...,2J−1 が長さ 2J の

配列 data に代入 data ← {cJk} されている。このとき、近似度を上げながら段階 j = 0 までの Haar

ウェーブレット係数を求めるウェーブレット変換アルゴリズムは次のようである。

for j = J to 1

for k = 0 to 2^(j-1) - 1

tmp <- data[2^(J-j+1)k]

data[2^(J-j+1)k] <- (tmp + data[2^(J-j+1)k + 2^(J-j)]) / 2

data[2^(J-j+1)k + 2^(J-j)] <- (tmp - data[2^(J-j+1)k + 2^(J-j)]) / 2

このアルゴリズムによって得られる長さ 2J の配列 dataにおいて、段階 j(0 ≦ j ≦ J − 1)までの係数の

組
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
は次の関係にある。

{cjkj
} = {data[2J−jkj ]}, kj = 0, . . . 2j − 1

{djkj
} = {data[2J−jkj + 2J−j−1]}.

注意 4.52 この計算アルゴリズムに必要な空間量は、与えられる最初のスケール J の係数 {cJk} を格
納する 2J 個の配列 data[ ] と 1 個の変数 tmp に必要な総計 2j + 1 個のメモリである。計算量は

data[2(J−j+1)k] および data[2(J−j+1)k+2(J−j)] を計算するために必要な足し算が 2× (1+21+ · · ·+
2J−1) = 2J+1 回である。

注意 4.53 このテキストで紹介するアルゴリズムはリスト（配列）の先頭位置を 0からとしている。しか

しながら、Mathematicaではリストの先頭位置は 1から始まることに注意する。

一方、Haar再構成定理 4.49の式 (4.21)によって、段階 j(0 ≦ j ≦ J − 1)で得られた Haar関数系の係

数の組
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
から

cj2k = cj−1k + dj−1k , k = 0, . . . , 2j−1 − 1 (4.23)

cj2k+1 = cj−1k − dj−1k (4.24)

を逐次的に適用して、元の 2J 個の標本化係数の組 {cJk}k=0,...,2J−1 を復元することができる。これより、

段階 j まで Haarウェーブレット変換によって求められた Haar関数系の係数の組から、元の標本化係数

の組 {cJk}を復元する高速逆ウェーブレット変換アルゴリズムが得られる。

命題 4.54 (高速逆ウェーブレット変換) 段階 j まで Haarウェーブレット変換によって求められた Haar

関数系の係数の組が長さ 2J の配列 dataに代入 data←
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
されている。この

とき、元のスケール J の標本化係数 {cJk} を復元する逆ウェーブレット変換アルゴリズムは次のようで
ある。

for j = 0 to J-1
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for k = 0 to 2^j - 1

tmp <- data[2^(J-j)k]

data[2^(J-j)k] <- tmp + data[2^(J-j)k + 2^(J-j-1)]

data[2^(J-j)k + 2^(J-j-1)] <- tmp - data[2^(J-j)k + 2^(J-j-1)]

演習 4.55 節 4.4.3の具体例において、スケール J の関数 fJ を fJ = wJ−1 + · · · + wJ−k + fJ−k とい

うように Haar分解する高速ウェーブレット変換を使うMathematicaプログラムを書きなさい。

4.5.1 平均化係数の左詰配置

個数 2J 個の係数の組 {cJk} から、1 段階 wavelet 変換を繰り返して、2j 個の j 段階（1 ≦ j ≦ J）

の平均化係数の組 {cjk} からそれぞれ 2j−1 個の段階 j − 1 の平均化係数の組 {cj−1k } および詳細係数
の組 {dJ−1k } を求めることが wavelet 変換である。高速 wavelet 変換アルゴリズムは 2J 個の係数の組{
{dJ−1k }, . . . , {d1k}, d00, c00

}
は空間計算量の観点から効率的であった。

{cjk} → {c
j−1
k } ∪ {dJ−1k }において、{cjk}を長さ 2j の連続する配列に収納し、1段階 wavelet変換後

に得られる 2j − 1個の隣り合う 2個の係数を平均化した組 {cj−1k }を同じ配列領域に左詰めに、2j−1 個

の隣り合う 2個の係数の平均からのズレの組 {dJ−1k }を右詰めに配置することを考えてみよう。この係数
配置の仕方を平均化係数の左詰配置と呼ぼう。

平均化係数の左詰配置法をとると、段階 j まで 1段階 wavelet変換を繰り返したとき、大きさ 2J の配

列は次の順に係数が並ぶ。ß
{cjkj
}0≦kj≦2j−1, {d

j
kj
}0≦kj≦2j−1, {d

j−1
kj−1
}0≦kj−1≦2j−1−1, . . . , {dJ−1kJ−1

}0≦kJ−1≦2J−1−1

™
.

平均係数の左詰配置は、節 5.3でみるように、係数データの視覚化に意味があるような画像データを取

り扱う場合に都合がよい。
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離散 Haar系

5.1 離散 Haar関数系

先の演習 4.50 で、与えられたスケール J = 8 の 2J 個の係数の組 {cJk} から関数 fJ の Haar 分解

fJ = wJ−1 + · · ·+ wJ−k + fJ−k を計算して各関数 wJ−k(x)を描くためには相応の時間がかかる。この

計算に必要な主要な部分は、完全な Haar 分解係数の組 {cjk}j=0,...,J−1, {djk}j=0,...,J−1 を得るための計

算でなく、dyadic区間上で定数である区分的に連続な階段関数の扱いに費やされ、特に描画する際は相

当時間を要する。このままでは、与えられたスケール J が実用域における計算を行うことは事実上不可

能である。

計算の高速化は実用的にも理論的にも追求されるべきことがらである。たとえば、サンプリング

周波数 4,4100Hz の CD 音質で標本化したスケール 19（219 個）のモノラル音声データは時間的に

は 219/44100 = 11.9[sec] に相当する。また、一片 512 = 29 ピクセルのグレースケール正方画像は

29+9 = 262144 つまりスケール 18 のデータに相当する。計算の高速化は Fourier 変換の場合と同様に、

まず基底関数の離散化、次いで、諸計算のアルゴリズム自体の改良によって達成される。ここでは、Haar

関数系の離散化を考えよう。

コンパクトサポート [a, b)で定義された関数 f(x)をスケール J で標本化するとは、区間 [a, b)を 2J 当

分して x = a+ k b−a
2J

(k = 1, . . . , 2J − 1)における 2J 個の関数値の組

{
cJk
}
k=0,...,2J−1 , cJk = f

Å
a+ k

b− a
2J

ã
を採取することである。右端の標本値 cJ2J−1 は x = b − b−q

2J
での値 f

Ä
b− b−q

2J

ä
であることに注意しよ

う。区間 [a, b)上の関数 f(x)をこの 2J 個の標本値 {cJk}によって階段関数によって近似することと、解
像度 2−J で区間 [0, 1)上の階段関数

f̂J(x) =
2J−1∑
k=0

cJkϕ(2
Jx− k)

を考えることとは同等である（式 (4.13)参照）。実際、図 4.3(b)は、こうして区間 [0, π)上の関数を標本

化して係数の組 {cJk}を得て、[0, 1)の関数として表している。以下、[a, b)上の関数 f をこうして同一視

した [0, 1)上の関数 f̂ を同じ記号 f で表そう。
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このようにして [0, 1)上の関数 f をスケール J で標本化すると、区間 [0, 1)の関数 f は 2J 個の関数値

の点列 f = (cJ0 , . . . , c
J
2J−1)に置き換わる。これが [0, 1)上の関数 f の離散化（discretaization）である。

Haar 関数系の離散化において、もとの関数の定義域 [0, 1) を等分割して 2J 個の関数値 {cJk} を標本
値として与え、各段階 0 ≦ j ≦ J において、隣り合う要素を足して 2で割って得られる平均化関数値の

組 {cjk} は同じく Haar分解定理 4.47の式 (4.16) から求められるようにしたい。つまり、離散化された

Haar関数系においても、この平均化操作は段階を J − 1から 0へと下げるにつれて平均化にあずかる要

素数が倍々に広がり、段階 0に至って全要素を平均化するようにしたいのである。

同時に、この分解過程は可逆で、平均からのズレを与える式 (4.17)の詳細係数 {djk}を合わせて使って
Haar再構成定理 4.49の式 (4.21)から元の係数の組 {cJk}を再構成できねばならない。
以上の準備的考察から、[0, 1)上の Haar関数系に対応した解像度 2−J における離散 Haar関数系（ベ

クトル系）を次のように定義する（図 5.1）。

定義 5.1 (離散Haarベクトル系) 与えられたスケール J で定まる長さ 2J+1 のベクトルであって

(1) その要素が次で与えられるベクトルを離散 Haarスケーリング関数 ϕJ(j, k)と定義する。

ϕJ (j, k) = ( 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k2J+1−j

1 . . . . . . 1︸ ︷︷ ︸
2J+1−j

0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
2J+1−(k+1)2J+1−j

), (0 ≦ j ≦ J, 0 ≦ k < 2j − 1) (5.1)

(2) その要素が次で与えられるベクトルを離散 Haarwavelet関数 ψJ(j, k)定義する。

ψJ (j, k) = ( 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k2J+1−j

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2J−j

,−1 · · · − 1︸ ︷︷ ︸
2J−j

0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
2J+1−(k+1)2J+1−j

), (0 ≦ j ≦ J, 0 ≦ k < 2j−1) (5.2)

注意 5.2 ϕJ(0, 0)と ψJ(0, 0)はそれぞれ [0, 1)上の ϕ(x)および ψ(x)に相当する。関数変化の観点から

は常に ψ(2jx)は ϕ(2jx)の倍の解像度を持っており、ψ(2jx)は幅 1
2j の区間内の左右で値が ±1を取る

ことから、スケール J の離散 Haar系のベクトル長を 2J+1 としている。実際、段階 j の離散 Haar関数

系（ベクトル系）ϕJ (j, k) および ψJ(j, k) の 2J+1 個の要素を位置 x = k
2J+1 , k = 0, . . . , 2J+1 − 1 にプ

ロットし（図 5.1）、さらに各点から長さ 2−(J+1) の水平線を引いて得られる関数のグラフは、0 ≦ j ≦ J

についての区分的に連続な Haar関数系 ϕ(2jx− k)および ψ(2jx− k)のグラフに一致する。

スケール J で定まる長さ 2J+1 を持つ離散 Haarベクトル系の内積を、式 (1.1)のベクトル内積で定義

する。このとき、離散 Haar関数系においても定理 4.33と同等な直交関係が成立する。

定理 5.3 スケール J の離散 Haar関数系は直交ベクトル系であり、次が成立する。

(1) V J
j = span{ϕJ(j, k)}k=1,...,2j−1 を張る基底ベクトルの組に関する直交性

⟨ϕJ(j, k) |ϕJ(j, k′)⟩ = 2J+1−jδkk′ , (0 ≦ j < J, 0 ≦ k, k′ < 2j − 1).

(2) ベクトル空間の組 {W J
j }j=0,...,J =

{
span{ψJ(j, k)}k=1,...,2j−1

}
j=0,...,J

を張る各基底ベクトルの

組に関する直交性と、それらベクトル空間の直交性 W J
j ⊥W J

j′

⟨ψJ(j, k) |ψJ (j
′, k′)⟩ = 2J+1−jδjj′δkk′ , (0 ≦ j, j′ < J, 0 ≦ k < 2j − 1, 0 ≦ k′ < 2j

′
− 1).
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図 5.1 (a) スケール J = 3での離散 Harrスケーリング関数 ϕ3(2, 2), (b) ϕ3(3, 7). (c) 離散 Harr

wavelet関数 ψ3(2, 2), (d) ψ3(7, 3). スケール J = 3では 2J+1 = 16点がプロットされている。サ

ポートは点 k2J+1−j + 1番目から (k + 1)2J+1−j 番目までである（k = 0, . . . , 2j − 1）。最大解像度

2−J に相当する離散スケーリング関数は ϕJ(J, k)、また離散 wavelet 関数は ψJ(J, k) で、これより

‘細かい’ϕJ(j, k) や ψJ(j, k) はない。図では、位置 x = k
2J+1 , k = 0, . . . , 2J+1 − 1 にプロットして

いる。

(3) {ϕJ(j, k)}k=1,...,2j−1, ψJ(j
′, k′)}0≤j≦j′<J, k=0,...,2j−1, k′=0,...,2j′−1 の直交性 V J

j ⊥W J
j′(j ≦ j′).

⟨ϕJ(j, k) |ψJ (j
′, k′)⟩ = 0, (j ≦ j′, 0 ≦ k < 2j − 1, 0 ≦ k′ < 2j

′
− 1).

証明 離散 Haarベクトルの定義からわかる。 ■

注意 5.4 注意 5.2 でも指摘したように、離散 Haar ベクトル系を導入しても、Haar 関数系に

ついて成立する直交性や Haar 分解などの性質はそのまま引き継がれる。2J 個の標本化した

関数値の組 {cJk}k=0,...,2J−1 を与えたときにウェーブレット変換によって得られた係数の組¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
, (0 ≦ j ≦ J − 1) から得られる [0, 1)上の関数

J−1∑
j′=j

2j
′
−1∑

kj′=0

dj
′

kj′
ψ(2j

′
x− kj′) +

2j−1∑
k=0

cjkϕ(2
jx− k)

は、2J+1 個の要素を持つベクトル和

J−1∑
j′=j

2j
′
−1∑

kj′=0

dj
′

kj′
ψJ (j

′, kj′) +
2j−1∑
k=0

cjkϕJ(j, k)
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というように、Haar関数系を使う [0, 1)上の関係式は、ϕ(2jx−k)を ϕJ(j, k)に、ψ(2jx−k)を ψJ(j, k)

にと離散化関数（ベクトル）置き換えてもそのまま成立する。

注意 5.5 したがって、2J 個の標本化して得られた係数の組 {cJk}k=0,...,2J−1 に関するウェーブレット変

換（あるいは逆変換）係数の組
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
, (0 ≦ j ≦ J − 1) の計算は Haar関数系の

場合と何ら変わらることはない。

Mathematicaプログラムを考えよう。最大スケール J = scaleにおける離散Haar関数 ϕscale(j, k) =

dHaarScale[j, k, scale]および ψscale(j, k) = dHaarWavelet[j, k, scale] はたとえば次のよう

に定義できる。

dHaarScale[j_Integer, k_Integer, scale_Integer] := Module[{},

hs[j] := Module[{bhalf, ehalf, i},

bhalf = Table[1, {i, 1, 2^(scale + 1 - j)}];

ehalf = Table[0, {i, 2^(scale + 1 - j) + 1, 2^(scale + 1)}];

Flatten[Append[bhalf, ehalf]]

];

Nest[RotateRight, hs[j], 2^(scale + 1 - j)*k]

]

dHaarWavelet[j_Integer, k_Integer, scale_Integer] := Module[{},

hw[j] := Module[{bquater, equater, remain, i},

bquater = Table[1, {i, 1, 2^(scale - j)}];

equater = Table[-1, {i, 2^(scale - j) + 1, 2^(scale + 1 - j)}];

remain = Table[0, {i, 2^(scale + 1 - j) + 1, 2^(scale + 1)}];

Flatten[{bquater, equater, remain}]

];

Nest[RotateRight, hw[j], 2^(scale + 1 - j)*k]

]

このとき、ϕ3(2, 2)および ψ3(2, 2)は次のよう得られる。

dHaarScale[2, 2, 3]

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0}

dHaarWavelet[2, 2, 3]

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, -1, -1, 0, 0, 0, 0}

これを

ListPlot[dHaarScale[2, 2, 3], Filling -> Axis]

と単にプロットすると、リスト dHaarWavelet[2, 2, 3] は位置 x = 1, 2, . . . , 16 にプロットされる。

Mathmaticaのリスト描画がリストの先頭が x = 1から描かれるためである。スケール J の 2J+1 個の点

を図 5.1のように位置 x = k
2J+1 , k = 0, . . . , 2J+1 − 1にプロットするには、つぎのように ListPlot内

でプロット位置を調節する関数 plotRightPosition[lst]を使えばよい。
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plotRightPosition[lst_List] := Table[{(i - 1)/Length[lst], lst[[i]]}, {i, 1, Length[lst]}]

ListPlot[plotRightPosition[dHaarScale[2, 2, 3]], Filling -> Axis]

プロット位置が 2−(J+1) だけずれることは見かけ上のことであって本質的ではない。事実、最大スケール

J が大きくなるとこのずれは視覚的にも問題がなくなるので、描画においてこうしたズレ修正は行なう必

要性がなくなってしまう。

演習 5.6 図 5.1のように、ϕ3(2, 2)および ψ3(2, 2)などをプロットしなさい。

5.2 2次元 Haar Wavelet基底

ここではいささか天下り的ではあるが、2 つのベクトル空間 V と W に対してテンソル積（tensor

product）

V ×W → V ⊗W (5.3)

を具体的な場合について書き下しておこう。V ⊗W は ∀v ∈ V および ∀w ∈ W から得られる v ⊗ w が
v ∈ V に関しても w ∈W に関しても線形であるようなベクトル空間である。すなわち

(av1 + bv2)⊗ w = a(v1 ⊗ w) + b(v1 ⊗ w),
v ⊗ (cw1 + dw2) = c(v ⊗ w1) + d(v ⊗ w2)

であるような双線形則を満たす。

定義 5.7 (関数のテンソル積) 1 変数関数からなる 2 つのベクトル空間 V および W において、関数

f ∈ V と g ∈W のテンソル積を

(f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y) (5.4)

で定義する。

注意 5.8 関数のテンソル積の持つ双線形性は
(
(af1 + bf2)⊗ g

)
(x, y) = a(f1⊗ g)(x, y)+ b(f2⊗ g)(x, y)

であって、もちろん引数 (x, y)に関するものではない：(f ⊗g)(ax1+ bx2, y) ̸= af(x1)g(y)+ bf(x2)g(y).

定義 5.9 (ベクトルのKronecker積) m 次元ベクトルベクトル空間 V および n 次元ベクトル空間 W

において、u = [u0, . . . , um−1] ∈ V , v = [v0, . . . , vn−1] ∈ W のテンソル積を次の Kronecker積 u ⊗ v

で定義する（この場合、行列要素の添字を 0から始めることにすると都合がよい）。

u⊗ v =


u0v0 . . . u1vk . . . u0vn−1

ujv0 . . . ujvk . . . ujvn−1

um−1v0 . . . um−1vk . . . um−1vn−1.

 (5.5)

注意 5.10 式 (5.5)から明らかなように、このとき u ⊗ v は m× n行列全体からなるベクトル空間の要
素である。
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定義 5.11 m行 n列の行列全体をベクトル空間M とするとき、その要素 A = (ai,j), B = (bi,j) ∈M の

内積を次で定義する（ここでは、行列要素の添字は 0から始まることにする）。

⟨A | B⟩行列 =
m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

a∗i,jbi,j (5.6)

つまり、行列の内積 ⟨A |B⟩は対応する行列要素を掛けた総和である。

命題 5.12 ベクトル a, b, c, d について、行列 a⊗ b と c⊗ dの内積は

⟨a⊗ b | c⊗ d⟩行列 =
∑
i

∑
j

(a⊗ b)ij(c⊗ d)ij =
∑
i

∑
j

(aibj)(cidj)

=

(∑
i

aici

)(∑
j

bjdj

)
= ⟨a | c⟩ ⟨b |d⟩

証明 行列内積の定義から明らか。 ■

例 5.13 式 (5.1)で定義したスケール J の離散 Haarベクトル系 ϕJ (J, k)および ψJ(J, k)の Kronecker

積を計算してみよう（0 ≦ k ≦ 2J − 1）。ϕJ(J, k), ψJ(J, k)はスケール J のもとで最大解像度 2−J を持

つ最も ‘細かい’Haarベクトルであることに注意する（図 5.1参照）。

J = 0のとき

ϕ0(0, 0)⊗ ϕ0(0, 0) =
ï
1 1
1 1

ò
, ϕ0(0, 0)⊗ ψ0(0, 0) =

ï
1 −1
1 −1

ò
,

ψ0(0, 0)⊗ ϕ0(0, 0) =
ï
1 1
−1 −1

ò
, ψ0(0, 0)⊗ ψ0(0, 0) =

ï
1 −1
1 −1

ò
.

こうして得られた 2× 2行列 mat をMathematicaにおいて

ListPlot3D[mat, Mesh -> None, InterpolationOrder -> 1, ColorFunction -> "SouthwestColors"]

として表示した結果が図 5.2の右側（(a’), (b’), (c’), (d’)）である。区分的に連続な Haar関数系のテン

ソル積の結果と離散 Haarベクトルのテンソル積（Kronecker積）は本質的に同等であることが確認でき

る（この事実は既に注意 5.2で指摘している）。

演習 5.14 Haar スケーリング関数系 ϕ(x), ψ(x) および J = 0 のときの離散 Haar ベクトル

ϕ0(0, 0), ψ0(0, 0) のテンソル積のグラフが図 5.2のようになることを確かめなさい。
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図 5.2 2 次元 Haar 関数系と 2 次元 Haar 離散系 (a) ϕ ⊗ ϕ(x, y) (a’) ϕ0(0, 0) ⊗ ϕ)(0, 0), (b)

ϕ⊗ ψ(x, y) (b’) ϕ0(0, 0)⊗ ψ)(0, 0), (c) ϕ⊗ ψ(x, y) (c’) ψ0(0, 0)⊗ ϕ)(0, 0), (d) ψ ⊗ ψ(x, y) (d’)

ψ0(0, 0)⊗ ψ)(0, 0). 注意 5.2で指摘しように、区分的連続な Haar系と離散 Haar系とは本質的に同

等であることがわかる。
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J = 1のとき（k, ℓ = 0, 1）には、ϕ1(1, k)⊗ ϕ1(1, ℓ)は次のようになる：

ϕ1(1, 0)⊗ ϕ1(1, 0) =


1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ϕ1(1, 0)⊗ ϕ1(1, 1) =


0 0 1 1
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

ϕ1(1, 1)⊗ ϕ1(1, 0) =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 0 0
1 1 0 0

 , ϕ1(1, 1)⊗ ϕ1(1, 1) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1

 .
ϕ1(1, k)⊗ ψ1(1, ℓ)は次のようになる：

ϕ1(1, 0)⊗ ψ1(1, 0) =


1 −1 0 0
1 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ϕ1(1, 0)⊗ ψ1(1, 1) =


0 0 1 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

ϕ1(1, 1)⊗ ψ1(1, 0) =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 −1 0 0
1 − 0 0

 , ϕ1(1, 1)⊗ ψ1(1, 1) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 −1

 .
ψ1(1, k)⊗ ϕ1(1, ℓ)は次のようになる：

ψ1(1, 0)⊗ ϕ1(1, 0) =


1 1 0 0
−1 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ψ1(1, 0)⊗ ϕ1(1, 1) =


0 0 1 1
0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

ψ1(1, 1)⊗ ϕ1(1, 0) =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 0 0
−1 −1 0 0

 , ψ1(1, 1)⊗ ϕ1(1, 1) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 −1 −1

 .
ψ1(1, k)⊗ ψ1(1, ℓ)は次のようになる：

ψ1(1, 0)⊗ ψ1(1, 0) =


1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ψ1(1, 0)⊗ ψ1(1, 1) =


0 0 1 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

ψ1(1, 1)⊗ ψ1(1, 0) =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 −1 0 0
−1 1 0 0

 , ψ1(1, 1)⊗ ψ1(1, 1) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 −1

 .

さて、一般のスケール J の長さ 2J+1 の離散 Haarベクトル ϕJ (J, k) と ψJ(J, ℓ) とのテンソル積を考

えてみよう。たとえば

ΦJ
k,ℓ ≡ ϕJ(J, k)⊗ ϕJ (J, ℓ)

= (0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2k

1 1 0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
2J+1−2(k+1)

)⊗ (0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2ℓ

1 1 0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
2J+1−2(ℓ+1)

) (5.7)
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は 2J+1× 2J+1 正方行列で（0 ≦ k, ℓ ≦ 2J − 1）で、ベクトルのテンソル積の定義 5.1から、この 22(J+1)

個の行列要素は次のようになっている（行列要素の添字を 0から始める）。(
ΦJ

k,ℓ

)
m,n

=

®
1, 2k ≦ m ≦ 2k + 1, 2ℓ ≦ n ≦ 2ℓ+ 1,

0, それ以外.
(5.8)

つまり、行列 ϕJ (J, k)⊗ ϕJ (J, ℓ) の非零部分は 2× 2の正方行列ブロックである。同様にして

ΨJ,d
k,ℓ ≡ ϕJ(J, k)⊗ ψJ(J, ℓ), (5.9)

ΨJ,v
k,ℓ ≡ ψJ(J, k)⊗ ϕJ(J, ℓ), (5.10)

ΨJ,d
k,ℓ ≡ ψJ(J, k)⊗ ψJ (J, ℓ) (5.11)

においても非零成分の様子はどれも同じ添字領域（2k ≦ m ≦ 2k+1, 2ℓ ≦ n ≦ 2ℓ+1, 0 ≦ k, ℓ ≦ 2J−1）
で唯一つの 2 × 2 正方行列ブロックをなし、それ以外の要素は全て 0 であることがわかる。すなわち、

(2k, 2ℓ)-行列要素を左端上とする非零正方行列ブロックは次のようである。(
ΦJ

k,ℓ

)
非零ブロック

=

ï
1 1
1 1

ò
(5.12)(

ΨJ,h
k,ℓ

)
非零ブロック

=

ï
1 −1
1 −1

ò
(5.13)(

ΨJ,v
k,ℓ

)
非零ブロック

=

ï
1 1
−1 −1

ò
(5.14)(

ΨJ,d
k,ℓ

)
非零ブロック

=

ï
1 −1
−1 1

ò
(5.15)

演習 5.15⟨
ΦJ

k,ℓ

∣∣ ΦJ
k,ℓ

⟩
行列
≡ ∥ΦJ

k,ℓ∥ = ∥Ψ
J,h
k,ℓ ∥ = ∥Ψ

J,v
k,ℓ∥ = ∥Ψ

J,d
k,ℓ∥

= 22 = 4 (5.16)

であることを示しなさい。

（ヒント）離散 Haarベクトルの定義式 (5.1)より、

∥ϕJ(j, k)∥ = ∥ψJ (j, ℓ)∥ = 2J+1−j

に注意する。

5.3 2次元 Haar wavelet変換

大きさ 2J+2 の正方行列M = (mi,j)を 2J+2 × 2J+2 = 22(J+2) 次元ベクトル空間とみなしたとき、正

規直交する自然な基底行列を
(
E(i, j)

)
k,ℓ

=

1, k = i, ℓ = j

0, それ以外
としたとき、

M =
22(J+2)∑
i,j=1

mi,jE(i, j)
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と展開できる。以下で、自然基底以外の直交基底を離散 Haarベクトル系から構成し、その基底行列で正

方行列を展開することを考えてみよう。

定理 5.16 離散 Haarベクトル系のテンソル積から得られる大きさ 2J+1(J ≧ 0)の正方行列系の組{
ΦJ

k,ℓ = ϕJ(J, k)⊗ ϕJ(J, ℓ),ΨJ,h
k,ℓ = ϕJ(J, k)⊗ ψJ(J, ℓ),

ΨJ,v
k,ℓ = ψJ (J, k)⊗ ϕJ (J, ℓ),ΨJ,d

k,ℓ = ψJ(J, k)⊗ ψJ (J, ℓ)
}
0≦k,ℓ≦2J−1

は大きさ 2J+1 の正方行列からなる 22(J+1) 次元ベクトル空間の直交基底をなす。

証明 大きさ 2J+1 の正方行列は 22(J+1) 個の要素を持ち、22(J+1) 次元ベクトル空間の要素と見なす

ことができる。各行列系は 22J 個の行列からなり、これが 4組あることからベクトル空間の次元数だけあ

る。命題 5.12および定理 5.3から、{ϕJ(j, k)}および {ψJ (j, k)}の直交性から¨
ΦJ

k,ℓ

∣∣∣ ΨJ,h
k′,ℓ′

∂
行列

= ⟨ϕJ (J, k)⊗ ϕJ (J, ℓ) | ϕJ (J, k′)⊗ ψJ (J, ℓ
′)⟩

= ⟨ϕJ (J, k) | ϕJ (J, k′)⟩ · ⟨ϕJ(J, ℓ) | ψJ (J, ℓ
′)⟩

= 22δkk′δℓℓ′ .

他の組み合わせについても同様であり、これらの行列系は互いに直交して線形独立である。正規直交基底

行列は、自身との内積が 4である（演習 5.16）ことから、各行列系で 1
2 倍したものである。 ■

系 5.17 大きさ 2J+1(J ≧ 0)の任意の正方行列 Aは次のように展開される。

A =

2J−1∑
k,ℓ=0

1

4

(⟨
ΦJ

k,ℓ

∣∣ A⟩
行列

ΦJ
k,ℓ +

¨
ΨJ,h

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

ΦJ,h
k,ℓ +

¨
ΨJ,v

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

ΦJ,v
k,ℓ +

¨
ΨJ,d

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

ΦJ,d
k,ℓ

)
(5.17)

証明 直交基底についての一般論より、正規直交行列系 1
2Φ

J
k,ℓ,

1
2Ψ

J,h
k,ℓ ,

1
2Ψ

J,v
k,ℓ および

1
2Ψ

J,d
k,ℓ との内積

を使って展開できる。 ■

系 5.17のようにして大きさ 2J+1 の任意の正方行列 A = (ai,j)を展開したとき、行列 ΦJ
k,ℓ, Ψ

J,h
k,ℓ , Ψ

J,v
k,ℓ

および ΨJ,d
k,ℓ（0 ≦ k, ℓ ≦ 2J − 1）の係数は次のようである。

1
4

¨
ΦJ

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

= 1
4

(
a2k,2ℓ + a2k,2ℓ+1 + a2k+1,2ℓ + a2k+1,2ℓ+1

)
1
4

¨
ΨJ,h

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

= 1
4

(
a2k,2ℓ − a2k,2ℓ+1 + a2k+1,2ℓ − a2k+1,2ℓ+1

)
1
4

¨
ΨJ,v

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

= 1
4

(
a2k,2ℓ + a2k,2ℓ+1 − a2k+1,2ℓ − a2k+1,2ℓ+1

)
1
4

¨
ΨJ,d

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

= 1
4

(
a2k,2ℓ − a2k,2ℓ+1 − a2k+1,2ℓ + a2k+1,2ℓ+1

)


(5.18)

これら総計 4 × 22J = 22(J+1) 個の係数から定まる大きさ 2J+1 の正方行列を Haar wavelet変換行列と

して次のように定める。
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定義 5.18 (1段階Haar wavelet変換) 大きさ 2J+1 の任意の正方行列 Aに対して、行列 AHaar を次

で定義する。Å
AHaar

ã
k,ℓ

=
1

4

⟨
ΦJ

k,ℓ

∣∣ A⟩
行列

,

Å
AHaar

ã
k,2J+ℓ

=
1

4

¨
ΨJ,h

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列Å

AHaar

ã
2J+k,ℓ

=
1

4

¨
ΨJ,v

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

,

Å
AHaar

ã
2J+k,2J+ℓ

=
1

4

¨
ΨJ,d

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

.

ここで、0 ≦ k, ℓ ≦ 2J − 1である。AHaar を Aの 1段階 Haar wavelet変換行列または単に 1段階 Haar

wavelet変換といい

H : A 7→ AHaar (5.19)

と記す。

例 5.19 J = 0として A =

[
a b

c d

]
のとき、式 (5.18)から

AHaar =

1
4 (a+ b+ c+ d) 1

4 (a− b+ c− d)

1
4 (a+ b− c− d) 1

4 (a− b− c+ d)


Haar

.

この結果は次のように、行列 Aの各行について 1段階 wavlelet変換した結果を平均化係数を右詰め（103

ページ）して、さらに続けて列についても 1段階 wavlelet変換した結果を平均化係数を右詰めした結果

得られる 2× 2行列になっていることに注意する。[ 1
2
(a+ b) 1

2
(a− b)

1
2
(c+ d) 1

4
(c− d)

]
行の 1 段階 wavelet 変換

右詰め

→

 1
2

(
1
2
(a+ b) + 1

2
(c+ d)

)
1
2
( 1
2
(a− b) + 1

2
(c− d)

)
1
2

(
1
2
(a+ b)− 1

2
(c+ d)

)
1
2
( 1
2
(a− b)− 1

2
(c− d)

)

列の 1 段階 wavelet 変換

右詰め

例 5.20 J = 1のときを考えてみよう。

A =


9 7 6 2
5 3 4 4
8 2 4 0
6 0 2 2

 のとき AHaar =


6 4 1 1
4 2 3 1
2 0 0 1
1 0 0 1


Haar

.

この結果も、行列 Aの各行について 1段階 wavlelet変換した結果を平均化係数を右詰めし、さらに続け

て列についても 1段階 wavlelet変換した結果を平均化係数を右詰めした結果得られる 4 × 4行列になっ
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ている。

1
2
(9 + 7) 1

2
(6 + 2) 1

2
(9− 7) 1

2
(6− 2)

1
2
(5 + 3) 1

2
(4 + 4) 1

2
(5− 3) 1

2
(4− 4)

1
2
(8 + 2) 1

2
(4 + 0) 1

2
(8− 2) 1

2
(4− 0)

1
2
(6 + 0) 1

2
(2 + 2) 1

2
(6− 0) 1

2
(2− 2)


行の 1 段階 wavelet 変換

右詰め

→



1
4

(
(9 + 7) + (5 + 3)

)
1
4

(
(6 + 2) + (4 + 4)

)
1
4

(
(9− 7) + (5− 3)

)
1
4

(
(6− 2) + (4− 4)

)
1
4

(
(8 + 2) + (6 + 0)

)
1
4

(
(4 + 0) + (2 + 2)

)
1
4

(
(8− 2) + (6− 0)

)
1
4

(
(4− 0) + (2− 2)

)
1
4

(
(9 + 7)− (5 + 3)

)
1
4

(
(6 + 2)− (4 + 4)

)
1
4

(
(9− 7)− (5− 3)

)
1
4

(
(6− 2)− (4− 4)

)
1
4

(
(8 + 2)− (6 + 0)

)
1
4

(
(4 + 0)− (2 + 2)

)
1
4

(
(8− 2)− (6− 0)

)
1
4

(
(4− 0)− (2− 2)

)


行の 1 段階 wavelet 変換

右詰め

さらに、AHaar の左上隅の 2 × 2行列

[
6 4

4 2

]
についても Haar wavelet変換を施して

[
4 1

1 0

]
を得る。

左上隅 2× 2ブロックをこの結果で置き換えて得られる行列は、平均化係数を右詰して 1段階 wavelet変

換を 2回繰り返して得られたもので、次のようになる。

A→
H
HA = AHaar →

H
H2A = AHaar2 =


4 1 1 1
1 0 3 1
2 0 0 1
1 0 0 1


Haar2

最左隅上の要素 4は、4× 4行列の 16個全要素の平均値であることに注意する。

定理 5.21 大きさ 2j+1 の正方行列 Pj の 1段階 Haar wavelet変換 HPj は、次で定まる大きさ 2j の 4

つの正方行列（0 ≦ k, ℓ ≦ 2j − 1）

(
Pj−1)

k,ℓ
=

1

4

⟨
ΦJ

k,ℓ

∣∣ Pj
⟩
行列

,
(
Qj−1,h)

k,ℓ
=

1

4

¨
ΨJ,h

k,ℓ

∣∣∣ Pj
∂
行列

,(
Qj−1,v)

k,ℓ
=

1

4

¨
ΨJ,v

k,ℓ

∣∣∣ Pj
∂
行列

,
(
Qj−1,d)

k,ℓ
=

1

4

¨
ΨJ,d

k,ℓ

∣∣∣ Pj
∂
行列

を使って、次のように表される。

Pj →
H
HPj =


Pj−1 Qj−1,h

Qj−1,v Qj−1,d


Haar

.

したがって、大きさ 2J+1 の正方行列 PJ の Haar wavelet変換は、合計 J + 1回の 1段階 Haar wavelet

変換HPj = Pj−1 が逐次的に定める系列 {PJ , . . . ,P1}によって与えられる。
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