
第9章

標準形の応用

２００９年１１月１０日改訂

9.1 行列の指数関数

eを自然対数の底とする. 微分積分学で学んだように, 任意の実数 xに対し

てテイラー展開

ex =
∞∑

k=0

xk

k!
= 1 + x +

x2

2!
+ · · · + xk

k!
+ · · ·

が成り立つ. 複素数 z = x + yiについても級数

∞∑
k=0

zk

k!
= 1 + z +

z2

2!
+ · · · + zk

k!
+ · · ·

が収束して

ex(cos y + i sin y) (9.1)

に等しいことが示せる (問 9.2). このことを踏まえて (9.1)によって ez = ex+iy

を定義した (オイラーの公式)のであった. この節では, この定義を一般の複

素正方行列に対して拡張する.

そのためには, “行列の列”に対して収束と発散の概念を定義しなければな

らない. Ak (k = 1, 2, . . .)を (m, n)型行列とする. これらの全体を {Ak}で表
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して行列の列と考える. Ak を成分で表して Ak =
(
a
(k)
ij

)
とおく. ある (m,n)

型行列 A = (aij)が存在して,

lim
k→∞

a
(k)
ij = aij (1 5 i 5 m, 1 5 j 5 n)

が成り立つとき, {Ak}は収束するといい,

lim
k→∞

Ak = A

で表す. このとき, Aを {Ak}の極限という. 極限は存在すればだだ 1つに定

まる. {Ak}が収束しないとき, {Ak}は発散するという.

(m,n)型行列 A = (aij)に対して

∥A∥ = max
15i5m, 15j5n

|aij |

とおく. lim
k→∞

Ak = Aであるためには, lim
k→∞

∥Ak − A∥ = 0が成り立つことが

必要十分である.

問 9.1. 次の行列 Aに対して lim
k→∞

Ak が存在するか否かを判定し, 存在する

ならばそれを求めよ. ただし, Aのジョルダン標準形を J = P−1AP とする

と Jk = P−1AkP であることに注意せよ.
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命題 9.1.1. 1) ∥A∥ = 0. 等号が成り立つのは A = Oのときに限る.

2) ∥cA∥ = |c|∥A∥ (c ∈ C).

3) ∥A + B∥ 5 ∥A∥ + ∥B∥.

証明　 3) のみ示す. A = (aij), B = (bij)とする. 各 i, j に対して

|aij + bij | 5 |aij | + |bij | 5 ∥A∥ + ∥B∥

が成り立つことによる. ¤
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命題 9.1.2. 1) A, B をそれぞれ (m,n) 型および (n, p) 型行列とすると,

∥AB∥ 5 n∥A∥∥B∥が成り立つ.

2) Aを n次正方行列とすると, 任意の自然数 kに対して, ∥Ak∥ 5 nk−1∥A∥k

が成り立つ.

証明　 1) AB の各 (i, j)成分について∣∣∣∣∣
n∑

l=1

ailblj

∣∣∣∣∣ 5
n∑

l=1

|ail| · |blj | 5 n∥A∥∥B∥

が成り立つことによる.

2) k = 1 の場合は自明. k = 2 のときは 1) より ∥Ak∥ = ∥AAk−1∥ 5
n∥A∥∥Ak−1∥が成り立つので, 数学的帰納法によって示される. ¤

同じ型の行列 Ak (k = 1, 2, . . .)に対して,
∞∑

k=1

Ak の形の式を行列の無限級

数という. Sn =
n∑

k=1

Akとおき, lim
n→∞

Sn = S が存在するとき,無限級数
∞∑

k=1

Ak

は S に収束する, または和が S であるといい,
∞∑

k=1

Ak = S と表す. {Sn}が発

散するとき,
∞∑

k=1

Ak は発散するという.

n次正方行列 Aに対して級数

∞∑
k=0

Ak

k!
= I + A +

A2

2!
+ · · · + Ak

k!
+ · · · (9.2)

が収束することを証明しよう.
Ak

k!
の (i, j)成分を a

(k)
ij とおくと, 命題 9.1.2

の 2) より ∣∣a(k)
ij

∣∣ 5 1
k!

nk−1∥A∥k

が成り立つ. ここで級数

∞∑
k=0

1
k!

nk−1∥A∥k =
1
n

∞∑
k=0

1
k!

nk∥A∥k =
1
n

en∥A∥
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は収束するので,
∞∑

k=1

a
(k)
ij も収束する

1). 行列の級数の和 (9.2)を行列の指数関

数と呼び, eA あるいは expAで表す.

命題 9.1.3. 1) exp O = I.

2) P を正則行列とすると, exp(P−1AP ) = P−1(expA)P .

3) det(exp A) = etrA, とくに expAは正則である.

証明　 1) は自明. 2) は (P−1AP )k = P−1AkP による.

3) Aは n次とする. Aの固有値を重複度をこめて λ1, λ2, . . . , λn とすると,

フロベニウスの定理 (定理 6.3.9)の証明と同様にして, expAの固有値は重複

度をこめて eλ1 , eλ2 , . . . , eλn であることが示せる. したがって命題 6.2.3の

1) と 2)より, 次のことが成り立つ.

det(expA) = eλ1eλ2 · · · eλn = eλ1+λ2+···+λn = etrA.

etrA ̸= 0であるから, exp Aは正則である. ¤

定理 9.1.4. AB = BAならば exp(A + B) = exp A expB.

証明　 Sk =
k∑

r=0

1
r!

(A + B)r, S′
k =

k∑
s=0

1
s!

As, S′′
k =

k∑
t=0

1
t!

Bt とおく. 仮定よ

り AB = BAであるから, 数の場合と同様に 2項定理が成り立つ. すなわち

(A + B)r =
r∑

s=0

(
r

s

)
AsBr−s = r!

∑
s+t=r

1
s!t!

AsBt

である. ゆえに, 次の式が成り立つ.

S2k − S′
kS′′

k =
∑

s+t52k

1
s!t!

AsBt −

(
k∑

s=0

1
s!

As

)(
k∑

t=0

1
t!

Bt

)

=
∑ 1

s!t!
AsBt.

ただし, 最後の和において (s, t)は

s + t 5 2k, max{s, t} > k (9.3)
1)各 k に対して |ak| 5 |bk| であって

X

|bk| が収束すれば,
X

ak も収束する. 微分積分学の教科書
を参照せよ.
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の範囲を動く. この範囲に (s, t)は k(k +1)個存在する. 命題 9.1.2の 2) より

1
s!t!

∥AsBt∥ 5 1
s!t!

ns+t−1∥A∥s∥B∥t

が成り立つ. ゆえに, M = max{1, ∥A∥, ∥B∥}とおくと, (9.3)の範囲の (s, t)

に対して
1

s!t!
∥AsBt∥ 5 1

(k + 1)!
(nM)2k

が成り立つ. したがって

∥S2k − S′
kS′′

k∥ 5 k(k + 1)
(nM)2k

(k + 1)!
=

(nM)2k

(k − 1)!

を得る. ここに lim
k→∞

(nM)2k

(k − 1)!
= 0であるから, lim

k→∞
∥S2k − S′

kS′′
k∥ = 0であ

る. また命題 9.1.1の 3) より

∥ exp(A + B) − exp A expB∥

5 ∥ exp(A + B) − S2k∥ + ∥S2k − S′
kS′′

k∥ + ∥S′
kS′′

k − expA expB∥

である. 定義より lim
k→∞

S2k = exp(A+B)であり, lim
k→∞

S′
k = expA, lim

k→∞
S′′

k =

expB より lim
k→∞

S′
kS′′

k = exp A expB である. したがって, exp(A + B) =

expA expB が成り立つ. ¤

任意の実数 tと正方行列 Aに対して

exp(tA) =
∞∑

k=0

tk

k!
Ak = I + tA +

t2

2!
A2 + · · · + tk

k!
Ak + · · ·

が定義される. 定理より次が成り立つ.

系 9.1.5. 1) exp(−A) = (expA)−1.

2) exp(sA) exp(tA) = exp(s + t)A (s, t ∈ R).

問 9.2. 複素数 z = x + iyに対して
∞∑

n=0

zn

n!
= ex(cos y + i sin y)

が成り立つことを示せ.
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問 9.3. 次の行列 Aに対して An と expAを求めよ.

1)


1 0 4

2 4 −3

−2 −1 6

 2)


4 1 −2

2 4 −3

4 2 −2


成分 aij(t) (1 5 i 5 m, 1 5 j 5 n)が t ∈ Rに関する関数である, (m,n)

型行列 A(t) = (aij(t))を考える. 各成分 aij(t)が微分可能のとき, A(t)は微

分可能であるという. このとき, a′
ij(t)を成分とする行列 (a′

ij(t))をA(t)の導

関数といい, A′(t)または
d

dt
A(t)で表す. もちろん

A′(a) = lim
t→a

A(t) − A(a)
t − a

が成り立つ.

収束するベキ級数は微分可能で項別微分可能であるから2),

d

dt
exp(tA) =

∞∑
k=1

tk−1

(k − 1)!
Ak = A + tA2 + · · · + tk−1

(k − 1)!
Ak + · · ·

= A exp(tA) = exp(tA)A (9.4)

が成り立つ.

問 9.4. A(t), B(t)は n次正方行列で微分可能とする. 次を示せ.

1)
d

dt
(A(t)B(t)) =

d

dt
A(t) · B(t) + A(t) · d

dt
B(t).

2) A(t)が正則ならば,
d

dt
A(t)−1 = −A(t)−1 · d

dt
A(t) · A(t)−1.

exp(tA) を求めよう. まず A がジョルダン細胞 J(λ,m) の場合を考える.

J(0,m) = N とおくと, J(λ,m) = λI + N がなりたつ. すなわち,

J(λ,m) =



λ

λ

. . .

λ

λ


+



0 1

0 1
. . . . . .

0 1

0


= λI + N.

2)微分積分学の教科書を参照せよ.
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Nk は k < mのときは対角線の k行上の斜線上の成分が 1で他の成分が 0の

行列であり, k = mのときはNk = Oであることを思いだそう. したがって,

J(λ,m)n =
m−1∑
k=0

(
n

k

)
λn−kNk (9.5)

である. ただし, k > nのときは
(

n

k

)
= 0とする. よって,

exp(tJ(λ, m)) =
∞∑

n=0

tn

n!
J(λ, m)n

=
∞∑

n=0

m−1∑
k=0

tn

k!(n − k)!
λn−kNk

=
m−1∑
k=0

tk

k!

( ∞∑
n=0

tn

n!
λn

)
Nk

=
m−1∑
k=0

tk

k!
etλNk.

すなわち,

exp(tJ(λ,m)) =



etλ tetλ t2

2!
etλ · · · tm−1

(m − 1)!
etλ

0 etλ tetλ . . .
...

...
. . . . . . . . . t2

2!
etλ

...
. . . . . . tetλ

0 · · · 0 0 etλ


(9.6)

である.

一般のジョルダン行列 J に対しても同様にして exp(tJ)を計算できる. よっ

て, exp(tA) = P (exp t(J))P−1 (命題 9.1.3 の 2) による)を使って exp(tA)

を計算出来る.
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9.2 線形微分方程式

9.2.1 一般の 1階連立線形微分方程式

実変数 tの n個の複素数値関数 x1(t), x2(t), . . . , xn(t)を未知関数とする，

d

dt
x1(t) = a11(t)x1(t) + a12(t)x2(t) + · · · + a1n(t)xn(t) + b1(t),

d

dt
x2(t) = a21(t)x1(t) + a22(t)x2(t) + · · · + a2n(t)xn(t) + b2(t),

...
d

dt
xn(t) = an1(t)x1(t) + an2(t)x2(t) + · · · + ann(t)xn(t) + bn(t)

という形の微分方程式を 1階連立線形微分方程式という. ただし, aij(t) (1 5
i, j 5 n), bi(t) (1 5 i 5 n)はR上で定義された複素数値連続関数とする.

A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)

a21(t) a22(t) · · · a2n(t)
...

...
...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

 , b(t) =


b1(t)

b2(t)
...

bn(t)

 , x(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)


とおけば, 上の連立微分方程式は

d

dt
x(t) = A(t)x(t) + b(t) (9.7)

と表せる. 微分方程式の理論の基礎となるのは, 解の存在と一意性を保証する

次の定理である. 証明は微分方程式の教科書を参照せよ.

定理 9.2.1. 任意の t0 ∈ Rと c1, c2, . . . , cn ∈ C に対して, 初期条件

xi(t0) = ci (1 5 i 5 n) (9.8)

を満たす (9.7)の解 x(t)が存在する. また, x1(t), x2(t)をともに初期条件

(9.8)を満たす (9.7)の解とすると, x1(t), x2(t)は恒等的に相等しい.

(9.7)において b(t) = 0である場合

d

dt
x(t) = A(t)x(t) (9.9)
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を斉次方程式という. c ∈ C とする. x1(t), x2(t)がともに (9.9)を満たすと

き, x1(t) + x2(t), cx1(t)は再び (9.9)を満たす. これらを和およびスカラー

倍として定義すると, 4章冒頭の (4.1), (4.2), (4.5), (4.6), (4.7), (4.8)が成り

立つ. また, tによらずに恒等的に 0であるベクトル (これも同じ 0で表す)

は (4.3)を満たす. また, −x1(t)は x1(t)の逆ベクトルになって (4.4)が成り

立つ. したがって, (9.9)を満たす x(t)の全体を V とおくと, V は抽象的ベク

トル空間の意味で複素ベクトル空間である. x0(t)を (9.7)の 1つの解 (特殊

解という)とすれば, 次が成り立つ.

定理 9.2.2. (9.7)の任意の解 (一般解という)は, x0(t)に (9.9)の解を加え

ることによって得られる.

問 9.5. 定理 9.2.2を証明せよ.

以下, (9.9)の解空間 V について考察する. x1(t), x2(t), . . . , xn(t)を (9.9)

の解とする.

xj(t) =


x1j(t)

x2j(t)
...

xnj(t)

 (1 5 j 5 n)

と成分で表し, 行列式

| x1(t) x2(t) · · · xn(t) | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11(t) x12(t) · · · x1n(t)

x21(t) x22(t) · · · x2n(t)
...

...
...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
をW (t)とおく. W (t)を x1(t), x2(t), . . . , xn(t)のロンスキー行列式という.

定理 9.2.3. A(t)のトレース
n∑

i=1

aii(t)を trA(t)で表せば,

W (t) = W (t0) exp
(∫ t

t0

trA(t)dt

)
が成り立つ. ただし, xが数の場合にも ex を exp(x)で表す (とくに, xが複

雑な式の場合).
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証明　練習問題 3.12と同様にして

d

dt
W (t) =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11(t) x12(t) · · · x1n(t)
...

...
...

x′
i1(t) x′

i2(t) · · · x′
in(t)

...
...

...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(9.10)

が成り立つ. ただし, x′
ij(t)は

d

dt
xij(t)を表す. xj(t) (1 5 j 5 n)は (9.9)の

解であるから,

x′
ij(t) =

n∑
k=1

aik(t)xkj(t) (1 5 i, j 5 n)

が成り立つ. したがって, (9.10)の右辺の第 1項の第 1行は

(x′
11(t), x

′
12(t), . . . , x

′
1n(t))

=

(
n∑

k=1

a1k(t)xk1(t),
n∑

k=1

a1k(t)xk2(t), . . . ,
n∑

k=1

a1k(t)xkn(t)

)
=a11(t)(x11(t), x12(t), . . . , x1n(t)) + a12(t)(x21(t), x22(t), . . . , x2n(t))

+ · · · + a1n(t)(xn1(t), xn2(t), . . . , xnn(t))

に等しい. したがって, (9.10)の右辺の第 1項は

a11(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11(t) x12(t) · · · x1n(t)

x21(t) x22(t) · · · x2n(t)
...

...
...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a12(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x21(t) x22(t) · · · x2n(t)

x21(t) x22(t) · · · x2n(t)
...

...
...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ · · · + a1n(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

x21(t) x22(t) · · · x2n(t)
...

...
...

xn1(t) xn2(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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に等しい. ところが, この式の第 2項から後は (同じ行が 2つ現れるので) 0

である. よって, 最初の項だけ残って, (9.10)の右辺の第 1項は

a11(t)W (t)

に等しいことが分かる.

同様にして (9.10)の右辺の第 i項は aii(t)W (t)に等しいので (1 5 i 5 n),

d

dt
W (t) =

n∑
i=1

aii(t) · W (t) = trA(t) · W (t) (9.11)

が成り立つ. ここで,

f(t) = W (t0) exp
(∫ t

t0

trA(t)dt

)
とおくと, f(t)はW (t)と同じ微分方程式 (9.11)と初期条件 f(t0) = W (t0)

を満たすので, 解の一意性によりW (t) = f(t)が成り立つ. ¤

系 9.2.4. ある t0 ∈ Rに対してW (t0) ̸= 0であれば, 任意の t ∈ Rに対し

てW (t) ̸= 0である.

a1, a2, . . . , an ∈ Cn を 1次独立なベクトルとする. また, x1(t), x2(t),

. . . , xn(t)を初期条件

xi(t0) = ai (1 5 i 5 n)

を満たす (9.9)の解とする. このとき, 任意の t ∈ Rに対して x1(t), x2(t),

. . . , xn(t)は 1次独立である. x(t)を (9.9)の 1つの解とすると,

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + · · · + cnxn(t) (t ∈ R)

を満たす定数 ci ∈ C (1 5 i 5 n)が一意的に定まる (練習問題 9.5). この意

味で, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)を (9.9)の解空間 V の基底という.

例 9.2.5 (定数変化法). 次に方程式 x′(t) = A(t)x(t) + b(t)の解について

考察する. 斉次方程式 x′(t) = A(t)x(t)の解空間の基底を x1(t), x2(t), . . . ,

xn(t)とする. これらの 1次結合

x(t) = c1(t)x1(t) + c2(t)x2(t) + · · · + cn(t)xn(t)
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として x′(t) = A(t)x(t) + b(t)の解を求めよう. ただし, ここでは係数 ci(t)

(1 5 i 5 n)は定数ではなく, tの値によって変化する関数である.

x′(t) =
n∑

i=1

c′i(t)xi(t) +
n∑

i=1

ci(t)x′
i(t)

=
n∑

i=1

c′i(t)xi(t) +
n∑

i=1

ci(t)A(t)xi(t)

=
n∑

i=1

c′i(t)xi(t) + A(t)x(t)

であるから, x′(t) = A(t)x(t) + b(t)が成り立つための条件は

c(t) =


c1(t)

c2(t)
...

cn(t)


とおいて,

(x1(t) x2(t) · · · xn(t)) c′(t) =
n∑

i=1

c′i(t)xi(t) = b(t)

と表せる. 行列X(t) = (x1(t) x2(t) · · · xn(t))は常に正則であるから, 両辺

にX(t)−1 をかけて

c′(t) = X(t)−1b(t)

を得る. したがって, 両辺を積分して (ベクトルの積分は成分ごとの積分のこ

ととする)

c(t) =
∫ t

t0

X(t)−1b(t)dt

が求めるものである.

9.2.2 定数係数の 1階連立線形微分方程式

連立微分方程式 (9.9)の各係数 aij(t) (1 5 i, j 5 n)が定数の場合には, 解

を具体的に求めることができる.
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A = (aij)を数行列として,

d

dt
x(t) = Ax(t) (9.12)

について考える.

定理 9.2.6. c ∈ Cn とする. 初期条件 x(0) = cを満たす (9.12)の解は

x(t) = exp(tA)c

である.

証明　 x(t) = exp(tA)cとおけば,

d

dt
x(t) =

(
d

dt
exp(tA)

)
c = A exp(tA)c = Ax(t)

である (2 番目の等号は (9.4) による). また, t = 0 とすると exp(0A) =

expO = I であるから, x(t)の初期値 x(0)は c に一致する. 逆に, 初期条件

x(0) = cを満たす (9.12)の解が x(t) = exp(tA)cであることは解の一意性に

よる. ¤

注意 9.2.7. A = (aij)が実行列のときは, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)を実数値

関数として, 微分方程式 (9.12)を考えることができる. この場合も, 初期条件

x(0) = c ∈ Rn を満たす (9.12)の解は x(t) = exp(tA)cと表される.

以上により, 方程式 (9.12)を解くためには, exp(tA)を求めればよいことが

分かった.

例 9.2.8. 次の連立微分方程式を解いてみよう.
x′

1(t) = −x2(t) + x3(t)

x′
2(t) = 2x1(t) − 3x2(t) + x3(t)

x′
3(t) = x1(t) − x2(t) − x3(t)

右辺の係数の行列 Aは, 例 6.2.7の行列である. したがって, 例 8.3.2より A

のジョルダン標準形 J と変換行列 P は次の通りである.

J = P−1AP =


−1 1 0

0 −1 0

0 0 −2

 , P =


1 0 0

1 0 1

0 1 1

 .
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命題 9.1.3の 2)より, exp(tA) = P exp(tJ)P−1であるから, (9.6)と合わせて

x(t) = P


e−t te−t 0

0 e−t 0

0 0 e−2t

 P−1x(0)

を得る. ここで, 初期値 x(0)にこだわる必要がなければ,

P−1x(0) =


c1

c2

c3


とおいて, 問題の方程式の一般解

x(t) = P


e−t te−t 0

0 e−t 0

0 0 e−2t




c1

c2

c3

 = c1


e−t

e−t

0

+ c2


te−t

te−t

e−t

+ c3


0

e−2t

e−2t


が得られる. よって, 解空間の基底は

x1(t) =


e−t

e−t

0

 , x2(t) =


te−t

te−t

e−t

 , x3(t) =


0

e−2t

e−2t


であり, c1, c2, c3 が複素数の全体を動くときに, x1(t), x2(t), x3(t) を複素

数値関数とする場合の一般解を与え, c1, c2, c3 が実数の全体を動くときに,

x1(t), x2(t), x3(t)を実数値関数とする場合の一般解を与える.

注意 9.2.9. 上の例で分かるように, A = (aij)が実行列でその固有値がすべ

て実数のときは, Aのジョルダン標準形および変換行列が実行列に取れるの

で, exp(tA)を実行列の範囲で計算できて, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)を実数値

関数として, 方程式 (9.12)を解くことができるのである. 実は Aが虚数の固

有値を持つ場合にも, Aの実ジョルダン標準形と呼ばれるものが存在して, そ

れを使って exp(tA)を (実行列の範囲で)計算して, (9.12)を解くことができ

るのだが, ここでは立ち入らないことにする.
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問 9.6. 次の連立微分方程式の解空間の基底を求めよ.

1)


x′

1 = x2

x′
2 = x3

x′
3 = x1

2)


x′

1 = x1 + x2 + 2x3

x′
2 = x2 + x3

x′
3 = x3

3)


x′

1 = x2 + x3

x′
2 = x1 + x3

x′
3 = x1 + x2 + 2x3

y = y(t) (t ∈ R)を複素数値関数で, a0, a1, . . . , an−1を tによらない定数

とする．y(i) = y(i)(t) (0 5 i 5 n)として, 微分方程式

y(n) + an−1y
(n−1) + · · · + a1y

′ + a0y = 0 (9.13)

を考えよう. このような微分方程式を n階の定数係数線形微分方程式という.

この微分方程式の解の全体は, 例 4.4.1で述べたように抽象的ベクトル空間に

なる.

y1 = y, y2 = y′, . . . , yn−1 = y(n−2), yn = y(n−1) とおくと, 連立微分方

程式 

y′
1 = y2

y′
2 = y3

...

y′
n−1 = yn

y′
n = −a0y1 − a1y2 − · · · − an−2yn−1 − an−1yn

が得られる. 右辺の係数行列 Aは

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 · · · 0 1

−a0 −a1 · · · −an−2 −an−1


である. これは, 例 8.1.8の行列の転置行列であるから, Aの固有多項式 ΦA(t)

は,

ΦA(t) = tn + an−1t
n−1 + · · · + a1t + a0 (9.14)

に等しい.
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Aの相異なる固有値をλ1, λ2, . . . , λrとして,その重複度をそれぞれm1, m2,

. . . , mr とする. λ1 に対する固有ベクトル (の一つ)を, p = t(p1, p2, . . . , pn)

とおく. このとき条件 Ap = λ1pより,

pi = λ1pi−1 (2 5 i 5 n)

が成り立つ. よって,

p = p1


1

λ1

...

λn−1
1


となるので, λ1 に対する固有空間は 1次元である. したがって, 命題 8.3.1よ

り固有値 λ1 に対する Aのジョルダン細胞はただ 1つで, J(λ1,m1)である.

他の固有値についても同様であるから, Aのジョルダン標準形 J = P−1AP

は,

J =


J(λ1, m1)

J(λ2,m2)
. . .

J(λr,mr)


となる. したがって,

y(t) =


y1(t)

y2(t)
...

yn(t)

 =


y(t)

y′(t)
...

y(n−1)(t)


とおくと, 定理 9.2.6により

y(t) = exp(tA)y(0) = P exp(tJ)P−1y(0)

が成り立つ.
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例として, n = 3, J =


λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

の場合を考える. 前のように, P−1y(0) =


c1

c2

c3

とおく. また, P = (p1 p2 p3)とおくと Ap1 = λp1 であるから, 前に

見たように p1 = t(1, λ, λ2)に取れる. pj = t(p1j , p2j , p3j) (j = 2, 3)とおく.

このとき,

y(t) = P exp(tJ)P−1y(0) =


1 p12 p13

λ p22 p23

λ2 p32 p33




etλ tetλ t2

2!
etλ

0 etλ tetλ

0 0 etλ




c1

c2

c3


の両辺の第 1成分を比較して, 求める解

y(t) = (c1 + p12c2 + p13c3)etλ + (c2 + p12c3)tetλ + c3
t2

2!
etλ

を得る. これを y(t) = d1e
tλ + d2te

tλ + d3
t2

2!
etλ と表すとき, t(d1, d2, d3)と

t(c1, c2, c3)の間には 
d1

d2

d3

 =


1 p12 p13

0 1 p12

0 0 1




c1

c2

c3


の関係がある.

nと J が一般の場合も同様である. (9.6)より, exp(tJ)の成分は

tj

j!
eλit (1 5 i 5 r; 0 5 j 5 mi − 1) (9.15)

であるから, y(t)はこれらの 1次結合で

y(t) =
r∑

i=1

mi−1∑
j=0

dij
tj

j!
eλit (9.16)
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と表せる. (9.16)の係数 d = t(d01, . . . , d1m1−1, . . . , d01, . . . , drmr−1)と c =

P−1y(0) = t(c1, c2, . . . , cn)の間には

d = Qc

という関係がある. ただし, Qは対角成分がすべて 1に等しい上三角行列で

あり, 当然正則行列である. すなわち, dは cによって, したがって初期条件

y(0), y′(0), . . . , y(n−1)(0)によって一意的に定まる. また, dはCn全体を動

く. この意味で, (9.15)を微分方程式 (9.13)の解空間の基底という.

a0, a1, . . . , an−1が実数のとき, y = y(t)を実変数 tに関する実数値関数と

して (9.13)を解いてみよう. 定理 6.4.10の前で述べたように, 虚数 µが Aの

固有方程式 (9.14)の k重解のとき, 複素共役 µも k重解である. したがって,

Aの固有方程式の相異なる実数解の全体を λ1, λ2, . . . , λr として λi の重複

度をmi (1 5 i 5 r), 相異なる虚数解の全体を µ1, µ1, µ2, µ2, . . . , µs, µs と

して µi, µi の重複度を ki (1 5 i 5 s)とすることができる. ただし,

m1 + m2 + · · · + mr + 2(k1 + k2 + · · · + ks) = n

である.

このとき, (9.16)は

y(t) =
r∑

i=1

mi−1∑
j=0

dij
tj

j!
eλit +

s∑
i=1

ki−1∑
j=0

eij
tj

j!
eµit +

s∑
i=1

ki−1∑
j=0

fij
tj

j!
eµit

の形になる. ただし, 各 dij , eij , fij は複素数である.

y(t) =
r∑

i=1

mi−1∑
j=0

dij
tj

j!
eλit +

s∑
i=1

ki−1∑
j=0

eij
tj

j!
eµit +

s∑
i=1

ki−1∑
j=0

fij
tj

j!
eµit

であるから, y(t) = y(t)であることと, y(t)の上の形の 1次結合としての表

し方が一意的であることにより,

dij = dij , eij = fij
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が各 i, j について成り立つ. したがって, dij は実数である. また, 各 eij の実

部を gij , 虚部を hij とおくと,

eij = gij +
√
−1hij , fij = gij −

√
−1hij

が各 i, j について成り立つ3).

各 i (1 5 i 5 s)に対して µi = ρi +
√
−1θi (ρi, θi ∈ R)とおく. このとき,

オイラーの公式より

etµi = eρit
(
cos(θit) +

√
−1 sin(θit)

)
(1 5 i 5 s)

が成り立つ. 以上をまとめて

y(t) =
r∑

i=1

mi−1∑
j=0

dij
tj

j!
eλit +

s∑
i=1

ki−1∑
j=0

2gij
tj

j!
eρit cos(θit)

−
s∑

i=1

ki−1∑
j=0

2hij
tj

j!
eρit sin(θit)

を得る. ここで, 各 dij , gij , hij ∈ Rは一意的に定まる. したがって, y(t)を

実数値関数とする場合の微分方程式 (9.13)の解空間の基底は

tjeλit (1 5 i 5 r; 0 5 j 5 mi − 1),

tjeρit cos(θit) (1 5 i 5 s; 0 5 j 5 ki − 1),

tjeρit sin(θit) (1 5 i 5 s; 0 5 j 5 ki − 1)

である.

問 9.7. 次の微分方程式の一般解を求めよ. ただし, x = x(t)は実数値関数

とする.

1) x′′′ − x′′ + 3x′ + 5x = 0 2) x′′′ − 3x′ + 2x = 0 3) x′′′′ + 4x′′ + 4x = 0

3)添字の i と区別するために虚数単位を
√
−1 で表した.
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練習問題

9.1. Aが歪エルミート行列 (A + A∗ = O)であるとき, expAはユニタリ行

列であることを示せ. とくに, Aが実交代行列であれば, exp Aは直交行列で

ある.

9.2. J =

(
0 1

−1 0

)
とする. また, A =

(
a b

−b a

)
とおく. A = aI + bJ

である. このとき, expA = ea((cos b)I + (sin b)J) であることを証明せよ.

((aI)(bJ) = (bJ)(aI)に注意.)

9.3. Aを 2次の実正方行列で, その固有値は虚数 a ± bi (b ̸= 0)とする. こ

のとき, P−1AP =

(
a b

−b a

)
である, 実正則行列 P が存在することを示せ.

これが注意 9.2.9で述べた実ジョルダン標準形の一例である. これにより, 前

問を使えば expAが計算できる.

9.4. 行列のべき級数 I + A + A2 + · · ·+ An + · · · が収束するためのAの条

件を求めよ. またそのときの和を求めよ.

9.5. x1(t), x2(t), . . . , xn(t)を (9.9)の解空間 V の基底とし, x(t)を (9.9)

の 1つの解とする. このとき,

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + · · · + cnxn(t) (t ∈ R)

を満たす定数 ci ∈ C (1 5 i 5 n)が一意的に定まることを示せ.



問題解答 xxi

問題解答

問 9.1 　 1) A の固有値は −2, −1, 2 であるから, Jn は (したがって An も) 収束しな

い. 2) A の固有値は 1/2 (重複度 2), −1/3 であり, A − (1/2)I の階数は 2 であるか

ら, J =

0

@

1/2 1 0

0 1/2 0
0 0 −1/3

1

A である. よって, Jn =

0

@

1/2n n/2n−1 0
0 1/2n 0
0 0 (−1)n/3n

1

A であり,

lim
n→∞

Jn = O. したがって, lim
n→∞

An = O. 3) A の固有値は 1 (重複度 2), 1/2 であり,

A− I の階数は 1であるから, J =

0

@

1 0 0
0 1 0
0 0 1/2

1

Aである. よって, lim
n→∞

Jn =

0

@

1 0 0
0 1 0
0 0 0

1

Aで

ある. P =

0

@

1 1 1
0 1 1

1 0 1

1

A にとれるので, lim
n→∞

An = P lim
n→∞

JnP−1 =

0

@

2 −1 −1
1 0 −1

1 −1 0

1

A.

問 9.2 　 x(iy) = (iy)x であるから定理 9.1.4 より
∞
P

n=0

zn

n!
=

∞
P

n=0

xn

n!
·

∞
P

n=0

(iy)n

n!
が成り立

つ.
∞
P

n=0

xn

n!
= ex であり, また cos y, sin y のテイラー展開より

∞
P

n=0

(iy)n

n!
=

∞
P

n=0

(−1)n

(2n)!
y2n +

i
∞
P

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
y2n+1 = cos y + i sin y である.

問 9.3 　変換行列 P , ジョルダン標準形 J = P−1AP , An, exp A の順に次の通り (一部計算

省略).

1)

0

@

1 2 −1

−1 −1 1
1 1 0

1

A,

0

@

5 0 0

0 3 1
0 0 3

1

A, P

0

@

5n 0 0

0 3n n3n−1

0 0 3n

1

A P−1, P

0

@

e5 0 0

0 e3 e3

0 0 e3

1

A P−1

2)

0

@

1 0 0
1 1 2
2 0 1

1

A,

0

@

2 1 0
0 2 1
0 0 2

1

A, P

0

@

2n n2n−1 n(n − 1)2n−3

0 2n n2n−1

0 0 2n

1

AP−1, P

0

@

e2 e2 e2/2

0 e2 e2

0 0 e2

1

AP−1

問 9.4 　 A(t), B(t) をそれぞれ (aij(t)), (bij(t)) とおくと,
d

dt
(A(t)B(t)) の (i, j) 成分は

(ai1(t)b1j(t) + · · · + ain(t)bnj(t))
′ = (a′

i1(t)b1j(t) + · · · + a′
in(t)bnj(t)) + (ai1(t)b′1j(t) +

· · ·+ain(t)b′nj(t))で
d

dt
A(t)·B(t)+A(t)·

d

dt
B(t)の (i, j)成分に等しい. 2) A(t)A(t)−1 = I

の両辺を微分して 1) を適用すると,
d

dt
A(t) · A(t)−1 + A(t) ·

d

dt
A(t)−1 = O.

問 9.5　 y(t)を (9.9)の任意の解とすれば, y′(t)+x′
0(t) = A(t)y(t)+(A(t)x0(t)+b(t)) =

A(t)(y(t)+ x0(t))+ b(t)より y(t)+ x0(t)は (9.7)の解である. 逆に, x(t)を (9.7)の解とし

て, y(t) = x(t)−x0(t)とおけば, y′(t) = x′(t)−x′
0(t) = (A(t)x(t)+ b(t))− (A(t)x0(t)+

b(t)) = A(t)(x(t) − x′
0(t)) = A(t)y(t) より y(t) は (9.9) の解である.

問 9.6 　係数行列を A とすると, 変換行列 P , ジョルダン標準形 J = P−1AP , 基底の順に次

の通り. ただし, ω = e2πi/3 = (−1 +
√

3i)/2 とする.

1)

0

@

1 ω ω2

1 ω2 ω

1 1 1

1

A,

0

@

1 0 0
0 ω 0

0 0 ω2
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0
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1
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0
0
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0

@

tet

et

0
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0
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et

1

A
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0

@

−1 −1 1
−1 1 1

1 0 2

1

A,

0

@

0 0 0
0 −1 0
0 0 3

1
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0
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−1
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1
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0
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−e−t

e−t

0

1

A,

0
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問 9.7　 1) c1e−t +c2et cos(2t)+c3et sin(2t) 2) c1et +c2tet +c3e−2t 3) c1 cos(
√

2t)+

c2 sin(
√

2t) + c3t cos(
√

2t) + c4t sin(
√

2t)

練習問題

9.1 　任意の自然数 n に対して (A∗)n = (An)∗ が成り立つ. よって, exp A∗ = (exp A)∗ が

成り立つ. したがって, U = exp A とおくと, U∗ = (exp A)∗ = exp A∗ = exp(−A) = U−1

である.

9.2　 (aI)(bJ) = (bJ)(aI)より, exp A = exp(aI + bJ) = exp(aI) exp(bJ)である. 明らか

に exp(aI) = eaI である. また, exp(bJ) = (cos b)I + (sin b)J であることは J2 = −I によ

り問 9.2 と同様に示せる.

9.3 　 u を固有値 a + bi に対応する A の固有ベクトルとする. このとき, 例 6.3.3 と同様にし

て uは固有値 a− biに対応する Aの固有ベクトルである. よって, 定理 6.2.9より uと uは 1

次独立である. u = p + qi (p, q は実ベクトル) とおくと, A(u u) = (u u)

„

a + bi 0
0 a − bi

«

より Ap = ap − bq, Aq = bp + aq が成り立つ. よって, A(p q) = (p q)

„

a b
−b a

«

を得る.

u, u は 1 次独立であるから, p, q も 1 次独立である. したがって, P = (p q) とおけばよい.

9.4　 J = P−1AP を Aのジョルダン標準形とする. P−1(I +A+A2 + · · ·+An + · · · )P =

I + J + J2 + · · ·+ Jn + · · · の対角成分は 1 + λ + λ2 + · · ·+ λn + · · · の形である (λは Aの

固有値). これが収束しなければならないので, 各固有値 λ に対して |λ| < 1 であることが必要

である. 逆にこれが成り立つとき, (9.5) より Jn の成分は λn × (n の多項式) の形であるから,

n → ∞ のとき 0 に収束する. よって, lim
n→∞

An = lim
n→∞

PJnP−1 = O が成り立つ. これを

(I+A+A2+· · ·+An−1)(I−A) = I−Anに適用して (I+A+A2+· · ·+An+· · · )(I−A) = I

を得る. したがって, I + A + A2 + · · · + An + · · · は収束して和は (I − A)−1 である.

9.5 　 x(t) を (9.9) の 1 つの解とする. t0 ∈ R を 1 つ定める. x1(t0), x2(t0), . . . , xn(t0)

は 1次独立であるから, x(t0) = c1x1(t0)+ c2x2(t0)+ · · ·+ cnxn(t0)である c1, c2, . . . , cn

が一意的に定まる. x(t) と c1x1(t) + c2x2(t) + · · · + cnxn(t) は共に (9.9) の解であって初

期条件が等しいので, 解の一意性により恒等的に等しい. (別解) 任意の t ∈ R に対して x1(t),

x2(t), . . . , xn(t)は 1次独立であるから, x(t) = c1(t)x1(t) + c2(t)x2(t) + · · ·+ cn(t)xn(t)

である c1(t), c2(t), . . . , cn(t) が一意的に定まる. このとき, 例 9.2.5 を b(t) が恒等的に 0 ベ

クトルの場合に適用して, c′i(t) (1 5 i 5 n) は恒等的に 0 に等しいことが分かる. したがって,

ci(t) (1 5 i 5 n) は定数である.



第10章

体と多項式

10.1 体の概念

整数m, n ( ̸= 0)の比で
m

n
と表される実数を有理数という. 有理数全体の

集合をQで表す. Q, R, C には四則演算 (加法・減法・乗法・除法)が定義

される. 減法・除法はそれぞれ加法・乗法の逆であるから, 加法・乗法の 2つ

が本質的である. このような, 四則演算を持つ集合を抽象化して体の概念を定

義する.

体の公理 F を 2つ以上の元を持つ集合とする. F が次の条件を満たすとき,

F は体であるという.

加法 a, b ∈ F に対して, a + b ∈ F が定義され, これに関して次の法則が成

立する. (a + bを a, bの和という.)

(a + b) + c = a + (b + c) (結合法則) (10.1)

a + b = b + a (交換法則) (10.2)

特別な元 0 ∈ F が存在して, 任意の a ∈ F に対して次が成り立つ.

a + 0 = a (10.3)

任意の a ∈ F に対して次を満たす元 x ∈ F が存在する. この xを−aで表す.

a + x = 0 (10.4)
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乗法 a, b ∈ F に対して, ab ∈ F が定義され, これに関して次の法則が成立す

る. (abを a, bの積という.)

(ab)c = a(bc) (結合法則) (10.5)

特別な元 1 ∈ F が存在して, 任意の a ∈ F に対して次が成り立つ.

a1 = 1a = a (10.6)

0と異なる任意の a ∈ F に対して次を満たす元 x ∈ F が存在する. この xを

a−1 で表す.

ax = xa = 1 (10.7)

分配法則 a, b, c ∈ F に対して次が成り立つ.

a(b + c) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc (10.8)

F を体とする. このとき, 任意の a, b ∈ F に対して

x + a = b (10.9)

を満たす x ∈ F がただ 1つ存在する. 何故ならば, xが (10.9)を満たすとす

ると, 両辺に −aを加えて

x = x + 0 = x + (a + (−a)) = (x + a) + (−a) = b + (−a)

となるので x = b + (−a)でなければならない. 逆に, x = b + (−a)は (10.9)

を満たす. b + (−a)を b − aで表し, bと aの差という. すなわち, 体には減

法が定義される.

F を体とし, a, b ∈ F (a ̸= 0)とする. このとき,

ax = b (10.10)

を満たす x ∈ F が唯 1つ存在する. 何故ならば, xが (10.10)を満たすとする

と, 両辺に左から a−1 をかけて,

x = 1x = (a−1a)x = a−1(ax) = a−1b (10.11)
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が成り立つ. 逆に, x = a−1bは (10.10)を満たす.

F が体の公理に加えて乗法の交換法則

ab = ba (a, b ∈ F ) (10.12)

を満たすとする. このとき, F は可換体であるという. a, b ∈ F (a ̸= 0)に対

して (10.10)の解 a−1b = ba−1 を bと aの商といい,
b

a
で表す. すなわち, 可

換体には除法が定義される. 可換でない体を斜体という.

問 10.1. F を体とする. 体の公理を満たす 0, 1 ∈ F はそれぞれ唯一である

ことを示せ. また, a ∈ F に対する −a, a ∈ F (a ̸= 0)に対する a−1 はそれ

ぞれ唯一に定まることを示せ.

F を体とし, K を 2つ以上の元を持つ F の部分集合とする. さらに,

a, b ∈ K ならば a + b, ab ∈ K, (10.13)

a ∈ K ならば − a ∈ K, (10.14)

a ∈ K (a ̸= 0) ならば a−1 ∈ K (10.15)

が成り立つとき, K は F の加法・乗法に関して体になる. 何故ならば, a ∈ K

とすると (10.14)より−a ∈ Kであり, さらに (10.13)より a+(−a) = 0 ∈ K

である. 同様に 1 ∈ K が示される. 公理の他の条件はK においても成り立つ

ので K は体である. このとき, K は F の部分体であるといい, F はK の拡

大体であるという.

例 10.1.1. Q, R, C は通常の演算に関して体である. QはRの部分体であ

り, Q, RはC の部分体である.

問 10.2. C の部分体はQを含むことを示せ.

a+b
√

2 (a, b ∈ Q)の全体をQ(
√

2)で表す. Q(
√

2)はRの部分体であるこ

とを示す. α, β ∈ Q(
√

2)とする. α = a+b
√

2, β = c+d
√

2 (a, b, c, d ∈ Q)

とおく. このとき

α + β = (a + c) + (b + d)
√

2
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αβ = (ac + 2bd) + (ad + bc)
√

2

−α = (−a) + (−b)
√

2

は Q(
√

2)に属するから, F = R, K = Q(
√

2)として (10.13), (10.14)が成

り立つ. また, α ̸= 0のとき

1
α

=
1

a + b
√

2
=

a − b
√

2
(a + b

√
2)(a − b

√
2)

=
(

a

a2 − 2b2

)
+

(
−b

a2 − 2b2

)√
2

と分母を有理化することによって,
1
α

∈ Q(
√

2)となるので (10.15)も成り立

つ. よって, Q(
√

2)はRの部分体である.

a + b
3
√

2 + c
3
√

4 (a, b, c ∈ Q)の全体をQ( 3
√

2)とおく. Q( 3
√

2)が (10.13),

(10.14)を満たすことは前と同様にして容易に示せる. また, Q( 3
√

2)において

も分母の有理化が可能である. 例えば

1
2 − 3

√
2 + 3

√
4

=
6 + 4 3

√
2 − 3

√
4

22

が成り立つ (分母を払って両辺が等しいことを確かめよ). したがって, (10.15)

も成り立ちQ( 3
√

2)はRの部分体である. R, C は部分体をたくさん持って

いる.

例 10.1.2 (斜体の例). a, b, c, d ∈ Rであるときの 2次複素正方行列(
a + bi c + di

−c + di a − bi

)
(10.16)

の全体を F とする. A, B ∈ F として

A =

(
a + bi c + di

−c + di a − bi

)
, B =

(
x + yi z + wi

−z + wi x − yi

)

とおくとき,

A + B =

(
(a + x) + (b + y)i (c + z) + (d + w)i

−(c + z) + (d + w)i (a + x) − (b + y)i

)
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AB =

(
α + βi γ + δi

−γ + δi α − βi

)

となる. ただし,

α = ax − by − cz − dw, β = ay + bx + cw − dz,

γ = az − bw + cx + dy, δ = aw + bz − cy + dx

とおいた. よって, A + B, AB は (10.16)の形であるので F に属し, F には

加法・乗法が定義される.

また, a = b = c = d = 0とおくと O ∈ F , a = 1, b = c = d = 0とおくと

I ∈ F が分かる. Oは (10.3)における 0の条件を満たし, I は (10.6)におけ

る 1の条件を満たす. さらに

−A =

(
(−a) + (−b)i (−c) + (−d)i

−(−c) + (−d)i (−a) − (−b)i

)

は F に属し, (10.4)における xの条件を満たす. 結合法則・加法の交換法則・

分配法則は 2次正方行列全体で成り立つので F においても成り立つ. した

がって, 体の公理の中で (10.7)以外は成り立つことが分かった.

(10.7)を確かめよう. A ̸= Oとする. すなわち, a = b = c = d = 0ではな

い. よって, a2 + b2 + c2 + d2 > 0である. A−1 を計算すると

A−1 =
1

a2 + b2 + c2 + d2

(
a + (−b)i (−c) + (−d)i

−(−c) + (−d)i a − (−b)i

)

となる. よって, A−1は存在して F に属する. よって, F は体である. さらに,

a = c = d = x = y = w = 0, b = z = 1とおくと

AB =

(
0 i

i 0

)
, BA =

(
0 −i

−i 0

)

であるから, F は可換ではない. すなわち, F は斜体である. F はハミルトン

の四元数体という斜体と本質的に同じである.
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以後は, 体は可換であると仮定する.

問 10.3. F を体とし, a, b ∈ F とする. 体の公理から次を証明せよ.

1) −(−a) = a, (a−1)−1 = a (a ̸= 0).

2) 0a = a0 = 0.

3) (−a)b = a(−b) = −ab.

4) (−a)(−b) = ab.

注意 10.1.3. 体の公理において 1 = 0であると, 任意の a ∈ F に対して

a = a1 = a0 = 0

となる. ただし, 最後の等号は問 10.3 の 2) による. よって, F = {0}となっ
て F が 2つ以上の元を持つことに反する. したがって, 1 ̸= 0である.

10.2 ユークリッドの互除法と因数分解の一意性

F を体, xを 1つの文字として, 順序の決まった F の元の組 a0, a1, . . . , an

に対して形式的な式

n∑
i=0

aix
i = a0 + a1x + · · · + anxn (10.17)

を F に係数を持つ xの多項式といい f(x)等で表す. xを不定元, aix
i を第 i

項, aiを第 i項の係数という. また, a0を定数項という. このようなすべての

多項式の集合を F [x]で表す. すべての係数が 0である多項式を零多項式とい

い 0で表す.

f(x), g(x) ∈ F [x]を

f(x) =
n∑

i=0

aix
i, g(x) =

m∑
i=0

bix
i, m = n

として,

ai = bi (0 5 i 5 n), bj = 0 (n < j 5 m)

のとき f(x)と g(x)は等しいといい, f(x) = g(x)で表す.
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f(x)と g(x)の和を

f(x) + g(x) =
n∑

i=0

(ai + bi)xi +
m∑

i=n+1

bix
i

で定義し, f(x)と g(x)の積を

f(x)g(x) =
m+n∑
i=0

( ∑
k+l=i

akbl

)
xi (10.18)

で定義する. さらに, α ∈ F と f(x)の積を

αf(x) =
n∑

i=0

(αai)xi (10.19)

で定義する. α ∈ F は定数項のみからなる多項式 f(x) = αと見なすことが

できるから, F ⊂ F [x]と考えてよい. この場合 (10.19)は (10.18)の特別な場

合と考えることができる.

以上の加法・乗法に関してそれぞれ結合法則・交換法則が成り立つ. また,

加法と乗法の間に分配法則が成り立つ.

(10.17)において an ̸= 0のとき, f(x)の次数は nであるという. f(x)の次

数を deg f(x)で表す. さらに an = 1であるとき, すなわち最高次の係数が 1

のとき, f(x)はモニックであるという. 零多項式の次数は定義しない. 次数

について次の関係が成り立つ (両辺の次数は定義されるものとする).

deg(f(x) + g(x)) 5 max{deg f(x), deg g(x)}

deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x)

定理 10.2.1 (割り算のアルゴリズム). f(x), g(x) ∈ F [x] (g(x) ̸= 0)である

とき,

f(x) = q(x)g(x) + r(x)

であって, r(x) = 0または deg r(x) < deg g(x)を満たす q(x), r(x) ∈ F [x]が

一意的に定まる. この表し方を f(x)の g(x)による割り算といい, q(x), r(x)

をそれぞれ商, 余りという.
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証明　まず q(x), r(x)の存在を deg f(x)に関する帰納法で示す. f(x) = 0ま

たは deg f(x) < deg g(x)の場合は q(x) = 0, r(x) = f(x)とすればよい.

n = deg f(x), m = deg g(x)とし, n = mと仮定する.

f(x) = a0 + a1x + · · · + anxn

g(x) = b0 + b1x + · · · + bmxm

とする. 次数が nより小さい f(x)については定理が成り立つとしよう.

h(x) = f(x) − an

bm
xn−mg(x)

とすると, h(x) = 0または deg h(x) < nであるから, 帰納法の仮定によって

h(x) = q0(x)g(x) + r0(x)

となる. ここで r0(x) = 0または deg r0(x) < deg g(x)である. よって

f(x) = h(x) +
an

bm
xn−mg(x)

=
(

q0(x) +
an

bm
xn−m

)
g(x) + r0(x)

となるので, q(x) = q0(x) +
an

bm
xn−m, r(x) = r0(x) とすればよい.

次に一意性を示す. f(x) = q(x)g(x) + r(x) = q′(x)g(x) + r′(x)とすると,

(q(x) − q′(x))g(x) = r′(x) − r(x)

となる. もし q(x) − q′(x) ̸= 0であると,

deg g(x) 5 deg(q(x) − q′(x))g(x) = deg(r′(x) − r(x)) < deg g(x)

となって矛盾である. よって, q(x) = q′(x)であって, したがって r(x) = r′(x)

となる. ¤

f(x)を g(x) (g(x) ̸= 0)で割った余りが 0であるとき, f(x)は g(x)で割り

切れるとう.
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f(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ F [x]とする. α ∈ F に対して

n∑
i=0

aiα
iはF の元である. こ

れを f(α)で表し f(x)の xにαを代入した値という. f(x), g(x), h(x) ∈ F [x]

および α ∈ F に対して次が成り立つ.

f(x) = g(x) + h(x) ⇒ f(α) = g(α) + h(α). (10.20)

f(x) = g(x)h(x) ⇒ f(α) = g(α)h(α). (10.21)

f(x) ∈ F [x]に対して f(α) = 0となる F の元 αを F における f(x)の解と

いう. 定理 10.2.1によって

f(x) = q(x)(x − α) + r, q(x) ∈ F [x], r ∈ F

とすれば, (10.20), (10.21)より

f(α) = q(α)(α − α) + r = r

となる. したがって, f(x)がx−αで割り切れるための必要十分条件はf(α) = 0

である (因数定理).

任意の多項式 f(x) ∈ F [x] が F の中に解を持つとは限らない. 例えば,

x2 + 1 ∈ R[x]はRの中に解を持たない. F [x]の次数が 1以上の任意の多項

式が F の中で解を持つとき F は代数的閉体であるという. C は代数的閉体

である (定理 1.2.4). F が代数的閉体のとき f(x) ∈ F [x], n = deg f(x) = 1

ならば, 因数定理を繰り返し適用して

f(x) = an(x − α1)(x − α2) · · · (x − αn), αi ∈ F (1 5 i 5 n)

という f(x)の分解を得る. α1, α2, . . . , αn は f(x)の解である. また, f(x)

は α1, α2, . . . , αn以外に解を持たない. ここで, x− α1, x− α2, . . . , x− αn

の中で同じものをまとめると

f(x) = an(x − α1)l1(x − α2)l2 · · · (x − αr)lr

と書ける. αi は f(x)の li 重解といわれる. とくに li = 1のとき αi は f(x)

の単解であるという.
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f(x) が g(x) で割り切れるとき, f(x) を g(x) の倍数, g(x) を f(x) の約

数という1). f1(x), f2(x), . . . , fk(x) ∈ F [x] とする. f1(x), f2(x), . . . ,

fk(x)の共通の倍数を公倍数という. ただし, fi(x) ̸= 0 (1 5 i 5 k)とする.

f1(x)f2(x) · · · fk(x)は公倍数である. 0を除く公倍数の中で次数が最小のも

のを最小公倍数という. また, f1(x), f2(x), . . . , fk(x)の共通の約数を公約

数という. ただし, f1(x) = f2(x) = · · · = fk(x) = 0ではないとする. 1は公

約数である. 次数が最大の公約数を最大公約数という. 最小公倍数・最大公約

数に 0でない定数 (F の元)をかけてもやはり最小公倍数・最大公約数である

から, 最小公倍数・最大公約数はモニックであると約束することにする.

命題 10.2.2. f(x), ai(x), gi(x) ∈ F [x] (i = 1, 2)とし,

f(x) = a1(x)g1(x) + a2(x)g2(x)

とする. このとき, h(x) ∈ F [x]が g1(x), g2(x)の約数であれば, h(x)は f(x)

の約数でもある. とくに, h(x)は g1(x) + g2(x), g1(x)− g2(x)の約数である.

証明　仮定より gi(x) = qi(x)h(x), qi(x) ∈ F [x] (i = 1, 2)と表せる. この

とき,

f(x) = a1(x)g1(x) + a2(x)g2(x) = (a1(x)q1(x) + a2(x)q2(x))h(x)

であるから, h(x)は f(x)の約数である. 後半は a1(x) = a2(x) = 1または

a1(x) = 1, a2(x) = −1とした場合である. ¤

定理 10.2.3. f1(x), f2(x), . . . , fk(x) ∈ F [x], fi(x) ̸= 0 (1 5 i 5 k)の最

小公倍数 l(x)は一意的に定まる. また, 任意の公倍数は最小公倍数の倍数で

ある.

証明　 l1(x), l2(x) を最小公倍数とする. 命題 10.2.2 より l1(x) − l2(x) は

fi(x) (1 5 i 5 k)の公倍数である. l1(x), l2(x)は次数が同じでモニックであ

るから, l1(x) ̸= l2(x)であれば l1(x) − l2(x)はより次数が低い公倍数となる

1)
f(x), g(x) は式であって数ではないのであるが, 整数の場合と同様に倍数・約数と呼ぶことにする. 倍

元・約元とか倍式・約式と呼ぶ本もある.
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ので矛盾が生ずる. L(x)を fi(x) (1 5 i 5 k)の公倍数とする. L(x)を l(x)

で割って

L(x) = q(x)l(x) + r(x)

とする. 命題 10.2.2より r(x) = L(x) − q(x)l(x)は公倍数である. r(x) ̸= 0

であれば, r(x)は l(x)より次数が低い公倍数となるので矛盾である. ¤

次に最大公約数について考察する. f(x), g(x) ∈ F [x] (g(x) ̸= 0)とする.

まず, f1(x) = f(x), f2(x) = g(x)とおいて割り算

f1(x) = q1(x)f2(x) + f3(x) (10.22)

を行う. ここで f3(x) = 0 または deg f3(x) < deg f2(x) である. h(x) を

f2(x), f3(x)の公約数とすると, 命題 10.2.2より h(x)は f1(x)の約数である.

よって, h(x)は f1(x), f2(x)の公約数である. 逆に, h(x)を f1(x), f2(x)の

公約数とすると, f3(x) = f1(x) − q1(x)f2(x)より h(x)は f3(x)の約数であ

る. よって, h(x)は f2(x), f3(x)の公約数である. したがって, f1(x), f2(x)

の公約数の全体と f2(x), f3(x)の公約数の全体は一致する.

余りが 0でなければ, さらに割り算を続行して

f2(x) = q2(x)f3(x) + f4(x)

f3(x) = q3(x)f4(x) + f5(x)

...

とすることができるが,

deg f3(x) > deg f4(x) > deg f5(x) > · · ·

と無限に減少することはあり得ないので, 何回目かには割り切れる. すなわ

ち, ある kがあって

fk(x) = qk(x)fk+1(x) (10.23)

となる. 前と同様に, f2(x), f3(x)の公約数の全体は f3(x), f4(x)の公約数の全

体と一致し, . . . , fk(x), fk+1(x)の公約数の全体と一致する. ところが, (10.23)
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より fk(x), fk+1(x)の公約数の全体は fk+1(x)の約数の全体である. その中の

次数が最大のものは fk+1(x)自身であるから, f(x) = f1(x)と g(x) = f2(x)

の最大公約数は, fk+1(x)の最高次の係数を eとすると, e−1fk+1(x)である.

よって, f(x)と g(x)の最大公約数は一意的に定まることが示された. それを

gcd(f(x), g(x))で表す. このように, 割り算の繰り返しで最大公約数を求め

ることができる. この最大公約数の求め方をユークリッドの互除法という.

(10.22)を次の形に書き直すことができる.(
f1(x)

f2(x)

)
=

(
q1(x) 1

1 0

)(
f2(x)

f3(x)

)
.

これを続けると(
f1(x)

f2(x)

)
=

(
q1(x) 1

1 0

)
· · ·

(
qk−1(x) 1

1 0

)(
fk(x)

fk+1(x)

)

を得る. 左から逆行列

(
q1(x) 1

1 0

)−1

=

(
0 1

1 −q1(x)

)
等を順次かけると

(
0 1

1 −qk−1(x)

)
· · ·

(
0 1

1 −q1(x)

) (
f1(x)

f2(x)

)
=

(
fk(x)

fk+1(x)

)

となる. 左辺の行列の積を

(
a(x) b(x)

c(x) d(x)

)
とおいて第 2行を比較すると

c(x)f1(x) + d(x)f2(x) = fk+1(x)

が成り立つ. 両辺に e−1をかけて c(x), d(x)を取り替えると次の定理を得る.

定理 10.2.4. f(x), g(x) ∈ F [x]とし, f(x) = g(x) = 0ではないとする. こ

のとき,

c(x)f(x) + d(x)g(x) = gcd(f(x), g(x))

を満たす c(x), d(x) ∈ F [x]が存在する.
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命題 10.2.2より次の系を得る2).

系 10.2.5. f(x), g(x)の任意の約数は最大公約数の約数である.

例 10.2.6. f(x) = x33−1, g(x) = x18−1 ∈ Q[x]の最大公約数を求めよう.

x33 − 1 = x15(x18 − 1) + (x15 − 1),

x18 − 1 = x3(x15 − 1) + (x3 − 1),

x15 − 1 = (x12 + x9 + x6 + x3 + 1)(x3 − 1)

より, 最大公約数は x3 − 1である. また, q1(x) = x15, q2(x) = x3 である

から, (
0 1

1 −x3

)(
0 1

1 −x15

)
=

(
1 −x15

−x3 x18 + 1

)
の第 2行を使って

−x3f(x) + (x18 + 1)g(x) = x3 − 1

を得る.

問 10.4. 次の多項式 f(x), g(x)の最大公約数 gcd(f(x), g(x))を求めよ. ま

た, c(x)f(x) + d(x)g(x) = gcd(f(x), (g(x))を満たす c(x), d(x)を求めよ.

1) f(x) = x5 + 2x4 − 4x3 + 3x2 − 3x − 5, g(x) = x4 + 3x3 − 2x2 − 3x − 5

2) f(x) = 2x4+(6
√

2+11)x3+(24
√

2+23)x2+(24
√

2+32)x+(11
√

2+18),

g(x) = x3 + (2
√

2 + 6)x2 + (7
√

2 + 10)x + (4
√

2 + 5)

f(x) ∈ F [x] (deg f(x) = 1)とする. f(x)がより次数の低い多項式の積で

表せるとき, すなわち

f(x) = g1(x)g2(x)

を満たす gi(x) ∈ F [x], deg gi(x) < deg f(x) (i = 1, 2)が存在するとき, f(x)

は可約であるという. f(x)が可約でないとき f(x)は既約であるという. 既

2)定理 10.2.3 および系 10.2.5 を満たす多項式として最小公倍数・最大公約数を定義する本もある. この
場合, 最小公倍数・最大公約数の一意性は明らかであるが, 存在が明らかではない.
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約な f(x)の約数は f(x)と 1 (およびそれらの 0でない定数倍)のみである.

f(x), g(x)の最大公約数が 1のとき, f(x), g(x)は互いに素であるという.

f(x) が可約か既約かは f(x) をどの範囲で考えるかによって変わる. 例

えば, x2 − 2 を Q[x] の元と考えれば既約であるが, R[x] の元と考えれば

x2 − 2 = (x−
√

2)(x +
√

2)と分解するので可約である. 考える範囲を明確に

したい場合は, x2 − 2はQ上既約であるとか, x2 + 1はR上既約であるなど

という.

定理 10.2.7. f(x), g(x), h(x) ∈ F [x]で f(x), g(x)は互いに素であるとす

る. このとき, f(x)が g(x)h(x)を割り切れば f(x)は h(x)を割り切る.

証明　 f(x), g(x)は互いに素であるから定理 10.2.4より

c(x)f(x) + d(x)g(x) = 1

を満たす c(x), d(x) ∈ F [x]が存在する. 両辺に h(x)をかけて

c(x)f(x)h(x) + d(x)g(x)h(x) = h(x)

とすると, 仮定より左辺の 2項はそれぞれ f(x)の倍数であるから, 命題 10.2.2

より右辺の h(x)も f(x)の倍数である. ¤

系 10.2.8. f(x)を既約とする. このとき, f(x)が g(x)h(x)を割り切れば,

f(x)は g(x)または h(x)を割り切る.

証明　 f(x)が g(x)を割り切れば主張は成り立つ. よって, f(x)は g(x)を割

り切らないとする. このとき, f(x), g(x)の公約数は 0でない定数のみである

から, 最大公約数は 1である. したがって, 定理 10.2.7より f(x)は h(x)を割

り切るので, この場合も主張は成り立つ. ¤

定理 10.2.9 (因数分解の一意性). 任意の多項式 f(x) ∈ F [x] (deg f(x) = 1)

は既約な多項式の積に分解される. またこの分解は, 積の順序と定数倍を除

いて一意的である.

証明　まず, 前半を deg f(x)に関する帰納法で証明する. deg f(x) = 1なら

ば f(x)は既約なので明らかである. n = deg f(x)であるとして, n − 1次以
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下の多項式に関しては正しいと仮定する. f(x)が既約ならば, 明らかである.

f(x)が可約で f(x) = g(x)h(x)と分解すると, 帰納法の仮定により, g(x)と

h(x)は既約な多項式の積で表されるので, f(x)についても同様である.

後半を示そう. f(x)が次のように 2通りに分解したとする.

f(x) = p1(x)p2(x) · · · pk(x) = q1(x)q2(x) · · · ql(x).

ただし, pi(x) (1 5 i 5 k) と qj(x) (1 5 j 5 l) は既約な多項式である.

p1(x)は既約で, f(x) = q1(x)q2(x) · · · ql(x)を割り切るから, 系 10.2.8よりあ

る qj(x)を割り切る. 順番を交換して q1(x)を割り切るとして良い. よって,

q1(x) = a(x)p1(x)と表せる. ところが q1(x)も既約であるから, a(x)は定数

である. 故に a(x)を aで表す. このとき,

p1(x)p2(x) · · · pk(x) = ap1(x)q2(x) · · · ql(x)

より,

p2(x) · · · pk(x) = aq2(x) · · · ql(x)

が成り立つ. これを繰り返して行くと, k = lであって各 i (1 5 i 5 k)に対し

て pi(x)は qi(x)の定数倍となる. ¤

定理 10.2.4を一般の場合に別の方法で証明しよう.

定理 10.2.10. f1(x), f2(x), . . . , fk(x) ∈ F [x]とし, f1(x) = f2(x) = · · · =

fk(x) = 0ではないとする. このとき, f1(x), f2(x), . . . , fk(x)の最大公約数

gcd(f1(x), f2(x), . . . , fk(x))は一意的に定まり,

k∑
i=1

ci(x)fi(x) = gcd(f1(x), f2(x), . . . , fk(x)) (10.24)

を満たす c1(x), c2(x), . . . , ck(x) ∈ F [x]が存在する.

証明　 (10.24)の左辺の形に表せる多項式の全体を Iとおく. 仮定より I = {0}
ではない. I に属する最低次のモニックな多項式を g(x)とする. g(x)は

g(x) =
k∑

i=1

di(x)fi(x), di(x) ∈ F [x] (1 5 i 5 k) (10.25)
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と表せる. 任意の h(x) ∈ I は g(x)で割り切れることを示す. h(x)は

h(x) =
k∑

i=1

ci(x)fi(x), ci(x) ∈ F [x] (1 5 i 5 k) (10.26)

と表せる. h(x)を g(x)で割って

h(x) = q(x)g(x) + r(x) (10.27)

とする. (10.25), (10.26), (10.27)より

k∑
i=1

(ci(x) − di(x)q(x))fi(x) = r(x)

を得る. この左辺は I に属するので, r(x) ̸= 0であれば, g(x)が I に属する最

低次の多項式であることに矛盾する. よって, r(x) = 0であり, h(x)は g(x)

で割り切れる. (10.26)で ci(x) = 1, cj(x) = 0 (j ̸= i)とおくと h(x) = fi(x)

であるから, いま示したことにより fi(x) (1 5 i 5 k)は g(x)で割りきれる.

よって, g(x)は fi(x) (1 5 i 5 k)の公約数である.

h(x) を fi(x) (1 5 i 5 k)の公約数とすると, (10.25)と命題 10.2.2より

h(x)は g(x)の約数である. このことから g(x)は fi(x) (1 5 i 5 k)の最大公

約数であることが従い, 最大公約数が一意的に定まることも従う. ¤

この I を f1(x), f2(x), . . . , fk(x)で生成される F [x]のイデアルという. イ

デアルは現代代数学の重要な概念である.

この節で述べたことは整数についても同様の結果が成り立つ. というより,

整数の場合の方が原形である. 整数の全体を Z とおく. Z においても加法・

乗法が定義され, 体の公理の (10.7)以外を満たす. Z を整数環という. F [x]

においても加法・乗法が定義され, 体の公理の (10.7)以外を満たす. F [x]を

1変数多項式環という. 一般に, 加法・乗法が定義された代数系で体の公理

の (10.7)以外を満たすものを環という3). さらに, 環において積の交換法則

(10.12)が成り立つとき, その環を可換環という.

正の整数を自然数という. 自然数の全体をN で表す. N においても加法・

乗法が定義されるが, (10.3), (10.4)が成り立たないのでN は環ではない.
3)環の場合は 1 つしか元を持たない, すなわち 1 = 0 であるものものも許す. このような環を零環という.
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定理 10.2.11. mを整数, nを自然数とする. このとき,

m = qn + r, 0 5 r < n

を満たす整数 q, r が一意的に定まる. この表し方をmの nによる割り算と

いい, qを商, rを余りという.

証明　 0以上の整数の全体を Z=0で表す. q → −∞のときm− qn → ∞で
あるから,

S = {m − qn | q ∈ Z} ∩ Z=0

は空集合ではない. S の最小元を m − q0n とする. このとき, 仮定より

m− q0n = 0である. さらに, m− q0n < nである. 何故ならば, m− q0n = n

とすると, m− q0n > m− (q0 + 1)n = 0となるから, m− q0nが S の最小元

であることに反する. r0 = m − q0nとおくと, q0, r0 は定理の条件を満たす.

次に一意性を示す.

m = q1n + r1 = q2n + r2, 0 5 r1, r2 < n

とする. このとき,

(q1 − q2)n = r2 − r1

である. この右辺は −n < r2 − r1 < nであるから絶対値は n − 1以下であ

る. ところが, q1 ̸= q2であれば左辺の絶対値は n以上となるので, q1 = q2で

なければならない. よって r1 = r2 である. ¤

整数の割り算については小学校以来周知のことであるが, mが負の場合の

割り算は見慣れないことかも知れない. 例えば

−1 = (−1)4 + 3

であるから, −1を 4で割った商は −1で余りは 3である.

mをnで割った余りが 0のとき, mはnで割り切れるといい, mをnの倍数,

nをmの約数という. m1, m2, . . . , mk ∈ Z とする. m1, m2, . . . , mk の共

通の倍数を公倍数という. ただし, mi ̸= 0 (1 5 i 5 k)とする. m1m2 · · ·mk
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は公倍数である. 正の最小の公倍数を最小公倍数という. また, m1, m2, . . . ,

mk の共通の約数を公約数という. ただし, m1 = m2 = · · · = mk = 0ではな

いとする. 1は公約数である. 最大の公約数を最大公約数という. この場合の

最小公倍数・最大公約数の存在と一意性は明らかである.

以下結果だけ述べる.

命題 10.2.12. ai, mi ∈ Z (i = 1, 2)とし, n ∈ N とする. nが m1, m2

の約数であれば, nは a1m1 + a2m2 の約数である. とくに, nは m1 + m2,

m1 − m2 の約数である.

定理 10.2.13. m1, m2, . . . , mk ∈ Z, mi ̸= 0 (1 5 i 5 k)の最小公倍数を

nとする. 任意のm1, m2, . . . , mk の公倍数は nの倍数である.

Z においてもユークリッドの互除法が適用できて 2つの整数m1, m2 の最

大公約数 gcd(m1,m2)を計算することができる. また, 次の定理および系も

同様に証明できる.

定理 10.2.14. m1, m2 ∈ Zとし, m1 = m2 = 0ではないとする. このとき,

a1m1 + a2m2 = gcd(m1, m2)

を満たす a1, a2 ∈ Z が存在する.

系 10.2.15. m1, m2 の任意の公約数は最大公約数 gcd(m1, m2) の約数で

ある.

定理 10.2.10と同様にして次の定理が証明できる.

定理 10.2.16. m1, m2, . . . , mk ∈ Z とし, m1 = m2 = · · · = mk = 0では

ないとする.

a1m1 + a2m2 + · · · + akmk, ai ∈ Z (1 5 i 5 k)

の形の整数の全体を I とする. I に属する最小の自然数はm1, m2, . . . , mk

の最大公約数である. m1, m2, . . . , mk の任意の公約数は最大公約数の約数

である.
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この I をm1, m2, . . . , mk で生成された Z のイデアルという.

nを 2以上の自然数とする. nの正の約数が 1と nしか存在しないとき n

は素数であるという. 素数は pや qで表すのが習慣である. nが素数でないと

き nは合成数であるという. m, n ∈ Z の最大公約数が 1のとき, m, nは互

いに素であるという.

定理 10.2.17. l, m, n ∈ Z で l, mは互いに素であるとする. このとき, l

がmnを割り切れば, lは nを割り切る.

系 10.2.18. p, m, n ∈ Z で pを素数とする. このとき, pがmnを割り切

れば, pはmまたは nを割り切る.

定理 10.2.19 (算術の基本定理). 2以上の任意の自然数は素数の積で表され,

その表し方は素数の順序を除いて一意的である.

整数 nを

n = ±p1p2 · · · pk, pi は素数 (1 5 i 5 k)

と素数の積で表す表し方を nの素因数分解という.

問 10.5. 次の整数m, nの最大公約数 gcd(m, n)を求めよ. また, cm+dn =

gcd(m,n)を満たす整数 c, dを求めよ.

1) m = 254939, n = 72806 2) m = 253313, n = 184943

10.3 代数学の基本定理

この節では, 定理 1.2.4で述べた代数学の基本定理を証明する.

定理 1.2.4 nを自然数とし, a0, a1, . . . , an ∈ C, an ̸= 0とする. このとき,

n次方程式

anzn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 = 0 (10.28)

は必ず複素数の中に解を持つ.

証明　関数 f : C −→ C を

f(z) = anzn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0, z ∈ C
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で定める. f(z)はC 上の連続関数である. したがって, |f(z)|はC 上の実数

値連続関数である.

a0 = 0であれば, (10.28)は z = 0を解に持つので定理は成り立つ. した

がって, a0 ̸= 0の場合を考える. まず, 関数 |f(z)|がCにおいて最小値 |f(α)|
をとることを示す. すなわち, ある α ∈ Cが存在して, 任意の z ∈ Cに対して

|f(z)| = |f(α)|

が成り立つことを示す.

f(z)を

f(z) = zn
(
an +

an−1

z
+ · · · + a1

zn−1
+

a0

zn

)
と変形して考えれば, |z| → ∞のとき

|f(z)| → ∞

であることが分かる. すなわち, ある正数 Rが存在して, |z| > Rである z に

対して

|f(z)| > |a0| = |f(0)| (10.29)

が成り立つ4).

D = {z ∈ C | |z| 5 R}は有界閉集合であるから, 連続関数 |f(z)|は Dに

おいて最小値をとる5). すなわち, ある α ∈ D が存在して, 任意の z ∈ D に

対して |f(z)| = |f(α)|が成り立つ. 0 ∈ D より |f(0)| = |f(α)|であるから,

(10.29)より任意の z ∈ C に対して |f(z)| = |f(α)|が成り立つ. すなわち,

|f(α)|は |f(z)|の C における最小値である. |f(α)| = 0であれば, z = αが

(10.28)の解である.

b = f(α) ̸= 0として矛盾を導こう. g(y) = f(y + α)とおくと, g(y)は yに

関する n次式であって, g(0) = f(α) = bであるから,

g(y) = b(1 + c1y + · · · + cn−1y
n−1 + cnyn) (10.30)

4)
ε = |a0| として ε − δ 論法を適用した.

5)微分積分学の教科書を参照せよ.
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と書ける. ただし, ci ∈ C (1 5 i 5 n), cn ̸= 0である. また, |g(y)|の最小値
は |g(0)| = |f(α)| = |b|である.

c1, c2, . . . , cnの中で 0でない最初のものを cmとし, cm = ρeiθ (ρ > 0, 0 5
θ < 2π)と極形式で表す. このとき, (10.30)は

g(y) = b(1 + cmym + ym+1h(y))

と書ける. h(y)は n − m − 1次多項式である. y = re
π−θ

m i (r > 0)とすれば,

g(y) = b(1 − ρrm + rm+1eiθ′
h(y)), θ′ =

(m + 1)(π − θ)
m

となる. rを小さくとって 1 > ρrm とすれば,

|g(y)| 5 |b|
(
|1 − ρrm| + |rm+1eiθ′

h(y)|
)

= |b|
(
1 − ρrm + rm+1|h(y)|

)
が成り立つ. r → 0のとき−ρ + r|h(y)| → −ρであるから, rを十分小さくと

ると,

|g(y)| 5 |b|
(
1 − ρrm + rm+1|h(y)|

)
< |b| = |g(0)|

となって, |g(0)|が最小値であったことに矛盾する. よって, b = g(0) = 0で

なければならない. ¤
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問題解答

問 10.1 　 0, 0′ がともに (10.3) を満たすと仮定する. すなわち, 任意の a, b ∈ F に対して

0 + a = a, 0′ + b = b が成り立つ. a = 0′, b = 0 とすると, 0′ = 0 + 0′ = 0. 1 が唯一で

あることも同様. また, x, y がともに (10.4) を満たすとすると, x = x + 0 = x + (a + y) =

(x + a) + y = 0 + y = y. a−1 が唯一に定まることも同様.

問 10.2　F をCの部分体とする. 1 ∈ F より,任意のn ∈ N に対してn=1+1+· · ·+1 (n 個)

は F に属する. また, −n, 1/n も F に属する. よって, 任意の m/n (m ∈ Z, n ∈ N) も F

に属する. したがって, F は Q を含む.

問 10.3 　 1) a + (−a) = 0 で −a を主役と見れば −(−a) = a が分かる. (a−1)−1 = a も

同様. 2) 0 + 0 = 0 の両辺に a をかけて 0a = (0 + 0)a = 0a + 0a. 両辺から 0a を引くと

0a = 0. 3) 0 = a + (−a) の両辺に b をかけて 0 = (a + (−a))b = ab + (−a)b. よって,

(−a)b = −ab. 4) 0 = a + (−a) の両辺に −b をかけて 0 = a(−b) + (−a)(−b). よって,

(−a)(−b) = −a(−b) = −(−ab) = ab.

問 10.4 　 gcd(f(x), g(x)), c(x), d(x) の順に次の通り. 1) x2 + 2x − 5, (−x + 1)/3,

(x2 − 2x + 2)/3 2) x +
√

2 + 1, −x +
√

2 − 2, 2x2 + 3x + 5
√

2 − 5

問 10.5 　 gcd(m, n), c, d の順に次の通り. 1) 59, 309, −1082 2) 43, 376, −515


