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1 はじめに
大学で数学を勉強するとき必ず触れる定理に、代数学の基本定理がある。

定理 1.1 (代数学の基本定理) 1 n > 0, ai ∈ C (i = 1,2, . . . , n)とする。このとき、方
程式

xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an = 0

は必ず重複を考慮して n個の解をもつ。

この定理によって、どんな一変数の代数方程式も必ず解があることが保証され
ている。しかしその解が、方程式の係数の加減乗除と冪根の組み合わせで書き表
す (解の公式)ことができるかどうかは 200年以上不明であった。この問題は、ガ
ロア理論2によって解決した。解の公式は、n ≤ 4のとき存在し、n ≥ 5のとき存在
しないことがわかっている。
この論文で、n = 5の場合に解の公式が存在しないことを高校生に教えることを
試みる。しかし、厳密な証明を与えるとすると、やはり大学の知識を使わなけれ
ばならない。
以下、5次方程式の解の公式が無いことを証明するための準備を行う。
この卒論では、木村俊一著「天才数学者はこう解いた、こう生きた：方程式四
千年の歴史」(講談社)を深く参考にさせていただきました。

1代数学の基本定理は 17世紀前半にアルベ－ル・ジラ－ル (Albelt Girard)らにより主張され、多く
の数学者が証明を試みた。ヨハン・カ－ル・フリ－ドリヒ・ガウス (Johann Carl Friedrich Gauss)(1777
年～1855年：独)が 1799年に、最初の完全な証明を与えた。
この定理により、実数係数の多項式は、必ず有限個の一次式と二次式の積の形に因数分解できる

ことが示される。
2エヴァリスト・ガロア (Évariste Galois)(1811年～1832年：仏)により 1829年に発見された。

ガロア理論は、代数方程式や体の構造を“ガロア群”と呼ばれる群を用いて記述する理論である。
現在、ガロア理論に関する考え方は、数学、物理、コンピュ－タ－などのあらゆる分野に現れてい
る。
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2 対称式論
5次方程式の解の公式の非存在証明には、対称式という概念が必要になる。まず
基本対称式を定義する。

定義 2.1 (基本対称式) a1, a2, . . . ,anを n個の変数とする。a1, a2, . . . ,anの中から k

個 (k ≤ n)ずつペアを作って、掛け合わせてそれらの和をとった式を k次基本対称
式という。

例 2.2 a, b, c, dを 4個の変数とする。このとき、
1次基本対称式: a + b + c + d

2次基本対称式: ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd
3次基本対称式: abc+ abd+ acd+ bcd
4次基本対象式: abcd

である。

つぎに、方程式の係数が、方程式の解の基本対称式で書き表せることを示す。い
わゆる、方程式の解と係数の関係である。

定理 2.3 (ジラ－ルの定理) 3 方程式

xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an = 0

の n個の解を、α1, α2, . . . ,αnとする。このとき、

ak = (−1)k
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

αi1αi2 · · ·αik

が成り立つ。

証明 α1, α2, . . . ,αnが複素係数モニック多項式 xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + anの根で
あるので、

xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn)

と因数分解できる。右辺を展開するとき、一般に xn−kの係数は、α1, α2, . . . ,αnか
ら任意に k個選びそれらを掛けたものの全ての和であるから、

ak = (−1)k
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

αi1αi2 · · ·αik

が成り立つ。 証明終

この定理によって、複素係数モニック多項式 xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + anの k次
の係数は、その根の k次基本対称式の (−1)k倍であることが分かった。

3アルベ－ル・ジラ－ル (Albelt Girard)(1595～1632:仏)
1625年にジラ－ルの定理 (解と係数の関係)を発表した。ジラ－ルは、初めて三角関数の sin, cos,

tanという記号を用いた。また、正の方向と反対に進めば、それは負の方向を表すという概念を考
えて、「負の数」の幾何学的解釈を行った。
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定義 2.4 (対称式) x1, x2,. . . , xnの任意の入れ替え xi1, xi2,. . . , xinに対して

f (x1, x2, . . . , xn) = f (xi1, xi2, . . . , xin)

が成立するとき、n変数多項式 f (x1, x2, · · · , xn)は x1, x2,. . . , xnに関する対称式であ
るという。

例 2.5 基本対称式は対称式である。
x, y, zに関する基本対称式を考える。変数 x, y, zの入れ替えを全て書くと、xyz,

xzy, yxz, yzx, zxy, zyxの 6つが出て来る。
x, y, zの 1次基本対称式にこれらの入れ替えを施すと、

x + y + z
xyz−→ x + y + z

x + y + z
xzy−→ x + z+ y = x + y + z

x + y + z
yxz−→ y + x + z = x + y + z

x + y + z
yzx−→ y + z+ x = x + y + z

x + y + z
zxy−→ z+ x + y = x + y + z

x + y + z
zyx−→ z+ y + x = x + y + z

となり、これらの入れ替えで x+ y+ zは不変であることがわかった。同様にして、
2次, 3次基本対称式も xyzの入れ替えで不変であることが分かる。

ここで、対称式に関する最も重要な定理を述べる。

定理 2.6 (対称式の基本定理) n変数多項式 f (x1, x2, · · · , xn)を対称式とし、s1, s2,. . . ,
snを x1, x2, . . . , xnの基本対称式とする。
このとき、 f (x1, x2, · · · , xn)は s1, s2, . . . , snの多項式で書ける。

この定理を証明するために、次の定義と補題を与える。

定義 2.7 (単項式の順序) 次のように、n変数の単項式全体に全順序を導入する。
d1 = e1, d2 = e2, . . . ,dk = ek, dk+1 > ek+1を満たすkが存在するとき、xd1

1 xd2
2 · · · xdn

n >

xe1
1 xe2

2 · · · xen
n と定める。

例 2.8 単項式 x2
1x1

2x4
3x7

4x4
5と x2

1x1
2x4

3x6
4x8

5の大小を、この定義に従って定める。
まず、x1の次数はともに 2なので、次に x2の次数を比較する。次数はともに

1なので、次に x3の次数を比較する。ともに次数は 4なので、x4の次数を比較
すると、前者の次数は 7で後者の次数は 6である。故にこの段階で決着がつき、
x2

1x1
2x4

3x7
4x4

5 > x2
1x1

2x4
3x6

4x8
5である。
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補題 2.9 多項式 f (x1, x2, . . . , xn)に出てくる単項式で順序が最大のものが xd1
1 xd2

2 · · · xdn
n

であり、多項式g(x1, x2, . . . , xn)に出てくる単項式で順序が最大のものを xe1
1 xe2

2 · · · xen
n

とする。
このとき、多項式の積 f (x1, x2, · · · , xn)g(x1, x2, · · · , xn)に出てくる単項式で順序
が最大のものは xd1+e1

1 xd2+e2
2 · · · xdn+en

n である。

これを認めて、定理 2.6を証明する。
今、sk (0 ≤ k ≤ n)が x1, x2, . . . , xnの k次基本対称式であるので、s1に出てくる

単項式で順序が最大のものは x1、s2に出てくる単項式で順序が最大のものは x1x2、
. . .、snに出てくる単項式で順序が最大のものは x1x2. . .xnであることに注意する。
対称式 f (x1, x2, . . . , xn)に出てくる項で順序が最大のものを axd1

1 xd2
2 · · · xdn

n とする
とき、d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dnが成り立つことを示そう。ここでは、係数付きの単項式を
扱う。dk < dk+1を満たす kが存在したと仮定する。 f (x1, x2, . . . , xn)は x1, x2, . . . , xn

の対称式なので、xkと xk+1を入れ替えても不変である。故に、 f (x1, x2, . . . , xn)は
axd1

1 · · · xdk+1
k xdk

k+1 · · · xdn
n という項を持つ。ここで、f (x1, x2, . . . , xn)の項axd1

1 · · · xdn
n とこ

の項の大小を比較すると、axd1
1 · · · xdk+1

k xdk
k+1 · · · xdn

n の方がaxd1
1 · · · xdn

n のよりも大きい。
しかしこれは f (x1, x2, . . . , xn)の最大の項の取り方に反する。故に、d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn

である。
ここで、多項式 g1(s1, s2, . . . , sn) = asd1−d2

1 sd2−d3
2 · · · sdn−1−dn

n−1 sdn
n を考える。補題 2.9よ

り、s1, s2, . . . , snに出てくる項で順序が最大のものは、それぞれ xd1−d2
1 、(x1x2)d2−d3、

. . .、(x1x2. . .xn)dnであるので、g1(s1, s2, · · · , sn)に出てくる項で順序が最大のものは、

axd1−d2
1 (x1x2)

d2−d3 · · · (x1x2 · · · xn)
dn = axd1

1 · · · xdn
n

となる。
さて今、

f1(x1, x2, . . . , xn) = f (x1, x2, . . . , xn) − g1(s1, s2, · · · , sn)

とすると、 f の axd1
1 xd2

2 · · · xdn
n と g1の axd1

1 xd2
2 · · · xdn

n が打ち消しあって、出てくる項
で順序が最大のものの順序が下がる。この f1について f に行った操作を繰り返し
行う。こうして順序数を下げていくと、有限回の操作でいずれ 0になる。つまり、

f (x1, x2, . . . , xn) − g1(s1, s2, . . . , sn) − · · · − gm(s1, s2, . . . , sn) = 0

となる。従って、 f (x1, x2, . . . , xn)は s1, s2, . . . , snの多項式で書ける。 証明終

上の証明の中で使ったことではあるが、対称式の次の性質にも注意をしておこう。

注意 2.10 f (x1, x2, . . . , xn)と g(x1, x2, . . . , xn)がともに x1, x2, . . . , xnの対称式である

とき、 f + g, f － g, f g (さらに、 f が gで割り切れるときは
f
g
も)対称式である。
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3 差積と偶置換、奇置換
ここでは、証明に必要な道具の準備をしよう。

定義 3.1 (差積) x1, x2, . . . , xnを n個の変数とする。

f (x1, x2, · · · , xn) :=
∏

1≤i< j≤n

(xi − x j)

を、x1, x2, . . . , xnの差積という。

ここで、差積を特徴付ける重要な性質を述べる。

命題 3.2 1 ≤ i < j ≤ nとする。このとき、差積は xi と xj の入れ替えで −1倍に
なる。

証明 1 ≤ i < j ≤ nとする。
次のように、 f1, . . . , f5を定める。

f1 = xi − xj

f2 =
∏

k<i

(xk − xi)(xk − xj)

f3 =
∏

i<k< j

(xi − xk)(xk − xj)

f4 =
∏

k> j

(xi − xk)(xj − xk)

f5 =
∏

{k,l}∩{i, j}=∅, k<l

(xk − xl)

このとき、差積は f = f1 · · · f5である。
xi と xj の入れ替えで、 f1は −1倍され、 f2, . . . , f5は不変である。よって、 f は

xiと xjの入れ替えで −1倍になる。 証明終

この命題によって、2つの変数の入れ替えを行うと必ず差積は −1倍になること
がわかる。従って、2つの変数の入れ替えを偶数回行うと差積は変化せず、奇数回
行うと差積は −1倍になることがわかる。
差積を不変にする入れ替えのことを偶置換と呼び、そうでないものを奇置換と
呼ぶ。
次なる準備として、偶置換を表すことができる面白い道具を用意する。
今、正 12面体の模型を一つ用意する。
正 12面体を動かして、もとの正 12面体に重ねる方法全体を Aと書く。
正 12面体は、20個の頂点を持ち、その頂点は 3本の辺によって 3つの頂点と結

ばれている。ある頂点 aとそのとなりの一つの頂点 bに (違う)印をつけておけば、
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頂点 aをどの頂点に重ねるかで 20通りあり、頂点 bをどの頂点に重ね合わせるか
で 3通りある。よって、Aは 20× 3 = 60個の元からなる集合である。
一つの頂点とそれと反対の場所にある頂点を結ぶ直線を考え、その直線を軸とす
る 120◦, 240◦回転は、正 12面体を正 12面体に重ねる。そのような回転軸の取り方
は、10通りあるので、2× 10 = 20通りの Aの元が見つかる。同じことを面で考え
れば、4×6 = 24通りのAの元が見つかる。同じことを辺で考えれば、1×15 = 15
通りの Aの元が見つかる。まとめると、

(1) 何も動かさないもの 1通り　
(2) 面の中心を通る軸に関する回転 4× 6 = 24通り
(3) 頂点を通る軸に関する回転 2× 10 = 20通り
(4) 辺の中点を通る軸に関する回転 1× 15 = 15通り

の合計 60個の Aの元が得られる。この 60個は互いに異なる元であるので、元の
個数の議論により、Aの各元は、上の (1), . . . , (4)のどれかであることがわかる4。

Aの元 ξ, ηに対して、その積 ξηを次のように定める。

定義 3.3 Aの元 ξ, ηに対して、最初に正 12面体を ηで動かし、その後 ξで動かす
操作の合成を ξηと定義する。

上で定めた ξηは、明らかに Aの元である。

例 3.4 今、正 12面体の上面と下面の中心を通る直線を回転軸として、(上から見
て)時計回りに 72◦回転させる操作を ξとする。ある頂点とその反対の位置にある
の頂点を通る直線を回転軸とした 120◦ 回転を ηとする。ξηを考えよう。
最初に ηを行えば、最初の上面と下面は、他の面に移る。次に ξを行うときは、
上面と下面が移った面で定まる軸で回転させるのではない。ξを行うときは、ηを
施した後の新しい上面と下面で定まる軸で (上から見て)時計回りに 72◦ 回転させ
るのである。

Aの元は、操作と思うと考えやすい。積は、操作の合成である。
すると、結合法則、単位元の存在、逆元の存在は明らかであるので、Aは群に
なる。

次の目標は、群 Aが、5次交代群 A5と同型であることを示すことである。その
ために、群 Aから、5次対称群 S5へ準同型写像を作りたい。
正 12面体には辺が 30本あり、内部には下の図のように、直交座標が 5組隠れて

いる。ここで、正 12面体の内部に隠れる 5つの直交座標に Ti(i = 1,2,3,4,5)と名
前をつけておく。
直交座標 Ti に属する 12面体の辺には番号 iを書いておく。すると、1, . . . , 5の
番号が全ての辺に重なることなく書き込まれる。

4Aの各元は S O(3)の元に対応しているが、S O(3)の元は必ず固有値 1を持つ。それ故に、Aの
各元はある軸を中心とした回転になるわけである。
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さてこのように振り分けられた 1, . . . ,5の番号が正 12面体の回転 (つまり、Aの
元)によって、どのように移るかを考える。

Aのある元によって直交座標 Ti が直交座標 T j に移るとすれば、番号 iの辺は、
すべて番号 jの辺があった場所へ移動する。従って Aの元によって、iを jに移す
と考えれば、番号 1, 2, 3, 4, 5の入れ替えが一つ決まることになる。
番号 iの辺が番号 jの辺があった場所へ移動するとき、変数 x1, . . . , x5で xiは xj

に写ると考える。
正確に述べると、次のようになる。

定義 3.5 ξ ∈ Aによって、直交座標 T1, . . . , T5がそれぞれ Tn1, . . . , Tn5 があった場
所に動いたとき、

φ(ξ) =

 1 · · · 5
n1 · · · n5



によって写像 φ : A→ S5を定める。

補題 3.6 写像 φ : A→ S5は、群の準同型になる。

証明 今 ξ, η ∈ Aをとり、

φ(ξ) =

 1 2 3 4 5
m1 m2 m3 m4 m5

 ,

φ(η) =

 1 2 3 4 5
n1 n2 n3 n4 n5



とおく。このとき、

φ(ξ)φ(η) =

 1 2 3 4 5
m1 m2 m3 m4 m5


 1 2 3 4 5
n1 n2 n3 n4 n5



=

 1 2 3 4 5
mn1 mn2 mn3 mn4 mn5



となる。
次に、φ(ξη)を調べる。
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ηによって Tiが Tni の場所に移り、ξによって Tni が Tmni
の場所に移るので、

φ(ξη) =

 1 2 3 4 5
mn1 mn2 mn3 mn4 mn5



となる。従って φ(ξη) = φ(ξ)φ(η)であり、φは群の準同型写像であることがわかっ
た。 証明終

このとき次の定理が成立する。

定理 3.7 ξ ∈ Aのとき、φ(ξ)は、差積

f (x1, x2, x3, x4, x5) =
∏

1≤i< j≤5

(xi − x j)

を不変にする。
また、φ は単射であり、φ(A) = A5 が成立する。(つまり、φ によって、Aと A5

は同型な群になる。)

この定理の証明は、実際正 12面体の模型を回転させてみて、入れ替えを全て書
き上げ、差積が不変になることを確認すればよい。しかしここでは、群論を使って
もう少し数学的に証明してみる。
証明 前補題により、φ(A)は、S5の部分群であることに注意する。
σ = (12345), τ = (134)とすると、正 12面体の模型を実際回転してみることで、

σ, τ ∈ φ(A)がわかる。
このとき、次が成立する。

主張 3.8 A5 = <σ, τ >が成立する。

今、上の主張が正しいと仮定しよう。すると、σ, τ ∈ φ(A)であるので、A5 ⊂ φ(A)
である。しかし、Aの位数は 60であり、これは A5の位数と一致している。よっ
て、φ(A) = A5であり、さらに φは単射になる。すると、定理は証明されたことに
なる。
以下、主張の証明を行う。
H = <σ, τ >とおく。
σ = (12345)∈ A5は長さ 5の巡回置換であるので、群 <σ>の位数は 5である。

また、τ = (134)∈ A5は長さ 3の巡回置換であるので、群 < τ>の位数は 3である。
<σ>,　<τ>はともにHの部分群なので、Hの位数は 3と 5で割り切れる。あと、
Hが位数 4の部分群を含むことが証明できれば、Hの位数は 3× 4× 5 = 60の倍数
になり、H = A5がわかる。

8



στσ−1 = σ(134)σ−1 = (σ(1)σ(3)σ(4)) = (245)である。このようにして作られる
置換の共役元を次々に求めていく。

σ(245)σ−1 = (σ(2)σ(4)σ(5)) = (351)

σ(351)σ−1 = (σ(3)σ(5)σ(1)) = (412)

σ(412)σ−1 = (σ(4)σ(1)σ(2)) = (523)

となる。このとき、(245)(523)= (23)(45), (523)(245)= (24)(35), (23)(45)(24)(35)=
(25)(34)となる。このとき、

{e, (23)(45), (24)(35), (25)(34)}

は、Hの位数 4の部分群になる。
主張の証明が終わり、定理の証明が完了した。

4 ラグランジュの方程式
ここでは、これまで見てきた対称式論が代数方程式の解の公式の有無にどう関係
するのかを考える。まずよく知られる 2次方程式の解の公式について考えてみる。

2次方程式 x2 + bx+ c = 0の解を α1, α2とすれば、

αi =
−b±

√
b2 − 4c

2

で表せる。ここで対称式論を思い出そう。定理 2.3より bと cは、2次方程式の解
α1, α2の基本対称式で書ける。基本対称式は対称式なので、α1と α2は対称式に有
限回四則演算と冪根をとった式で表されている。しかし、α1, α2自身は対称式では
ない。この観点から、ラグランジュ5は次の命題に気づいた。

事実 4.1“代数方程式に解の公式が存在する”ならば、“基本対称式だけを材料にして
対称でない式が作れる”。

材料にしてというのは、有限回四則演算と冪根をとった式で表されるという意
味である。

n次代数方程式 xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an = 0に対して、これが解の公式を持
つならば、解を α1, α2,. . . ,αnとすれば各 αiが、

αi = α1, α2, . . . ,αnの基本対称式に有限回の四則演算と冪根を施して得られる式
5ラグランジュ(Lagrange)(1736年～1813年:伊)
解析学、整数論、解析力学の研究を中心に行った。解析力学では、力学と解析学を結びつけて、

数学と物理の橋渡しをした。代数学の分野では、群論の萌芽として置換を研究した。1770年には、
対称式論の基本定理などを載せた『代数方程式の解についての考察』を出版した。
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と書けるはずである。α1, α2,. . . ,αnのうち、例えば αiと α j (i , jとする)を入れ替
えれば値が変わるので、αiは対称式ではない。これが、上の命題の証明である。
対称式の加減乗除では対称性を崩すことはできない。2次方程式の例で、対称式
を材料にして対称でない式を作れたのは、平方根をとる操作によるのである。
実際にそれ確かめてみよう。
2次方程式 x2 + bx+ c = 0の 2つの解を、α, βとする。このとき、

α + β = −b, αβ = c

である。ここで、α－ βを考えるとこれは対称式ではないが、(α－β)2は対称式で
ある。
ところが、

(α－β)2 = α2 + β2 − 2αβ = (α + β)2 − 4αβ = b2 − 4c

であるので、
α－β = ±

√
b2 − 4c

となり、対称でない式が基本対称式に有限回の四則演算と冪根をとった式でかけ
たことになる。(α－β)2の平方根をとったときに対称性が崩れたのである。

5 5次方程式の解の公式が存在しないことの証明
準備は整ったので、いよいよ 5次方程式に解の公式が存在しないことを証明し
よう。
まず証明の前に次のことに注意しておく。
5次方程式 x5+a1x4+a2x3+a3x2+a4x+a5 = 0は、(x−α1)(x−α2) · · · (x−α5) = 0や

(x−α1)(x−α2)4 = 0などのように、相異なる解を2つ以上持つ場合と、(x−α1)5 = 0
と全ての解が一致する場合がある。5次方程式に解の公式があるならば、この全て
の場合において、

αi = s1, s2,. . . , s5の有限回の四則演算と冪根で表された式

という表現が可能だということである。
従って、5次方程式に解の公式が存在しないことを示すには、解 α1,. . . ,α5に何
の因果関係もない (代数独立の場合)場合に、上の αiの式のような表現が不可能で
あることを示せばよい。
さて今、

L =

 f (α1, . . . , α5)

∣∣∣∣∣∣
f は s1,. . . , s5の有限回の四則演算と冪根をとって得られる
α1,. . . ,α5の有理式
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とおく。
5次方程式に解の公式が無いことと、α1,. . . ,α5 < Lは同値である。
それでは証明に入る。高校生に証明する場合と、(厳密な証明を与えるために)大
学の知識を使って証明する場合の 2通りで示す。大学の知識を使った証明も、ガロ
ア理論をまともに用いるのではなく、必要最小限の群論を使って証明する。

5.1 高校生に証明する場合

5次方程式 x5 + a1x4 + a2x3 + a3x2 + a4x + a5 = 0の相異なる 5つの解 α1, α2, α3,
α4, α5の偶置換によって、Lの各元が不変になることを言えば、全ての i に対して
αi < Lとなって、証明は終わる。

注意 5.1 今、置換 σ ∈ S5が、「任意の f ∈ Lに対して、σは f を不変にする」を
満たすとする。
今、差積

h(α1, α2, α3, α4, α5) =
∏

1≤i< j≤5

(αi − α j)

を考える。hは明らかに対称式ではないが、差積の 2乗、H = h2は対称式である。
h = ±√Hであり、また対称式の基本定理に注意すると、h ∈ Lがわかる。ここで、
hを不変にする置換は、偶置換のみであった。
故に Lのすべての元を不変にする入れ替えは、必ず偶置換である。

4節でみたように、Lの元の対称性が崩れるとすれば、それは冪根をとるという
操作が原因である。
よって、次の定理がいえれば不可能性が証明されたことになる。

定理 5.2 6n ∈ Nとする。このとき、α1,. . . ,α5 の有理式 g(α1, . . . , α5)に対して, gn

が偶置換で不変であれば、gも偶置換で不変である。

この主張を背理法により示す。つまり、

ある自然数 nと、α1,. . . ,α5のある有理式 g(α1, . . . , α5)で、次を満た
すものが存在すると仮定する。「gnは偶置換で不変であるが、gは偶置
換では不変でない。」

この条件を満たす gと nで、nが最小になるときの gと nを選ぶ。

主張 5.3 このとき、nは素数である。
6厳密に言うと、この定理から直ちに解の公式の非存在性がいえるわけではない。解の公式があ

ると仮定したとき、解を記述するために添加する冪根が、解 α1, . . . ,α5の有理式であることを保障
する必要がある。
しかしその証明は大学数学の知識がないとできない。それは、補題 5.9で示すことにする。
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まず、この主張を証明する。
nを合成数だと仮定する。n = ab (a, bは自然数で、a , 1かつ b , 1)としよう。

gn = (ga)bとなる。
gaが偶置換で不変であれば、gと aが上を満たすので、nの最小性に反する。
gaが偶置換で不変でなければ、gnは偶置換で不変なので、gaと bが上を満たす
ことになり、やはり nの最小性に反する。従って nは素数でなければならない。
さて、σを任意の偶置換とし、

(σ(g))(α1, . . . , α5) = g(ασ(1), . . . , ασ(5))

とおく。(σに対応する正 12面体の回転で、直交座標TiがT jに移るとき、σ(i) = j
と定める。)

主張 5.4 rを 1の原始 n乗根とすると、σ(g) = r igと書ける。

この主張を証明する。

((σ(g))(α1, . . . , α5))
n = (g(ασ(1), . . . , ασ(5)))

n

であり、一方 gnが偶置換で不変であるので、

(g(ασ(1), . . . , ασ(5)))
n = (g(α1, . . . , α5))

n

である。よって (σ(g))n = gnであり、σ(g)は zn = gnの解であることがわかり、
σ(g) = r igとなる。
次を証明する。

主張 5.5 (1) gを不変にする偶置換は
60
n
個存在する。

(2) Hを gを不変にする偶置換全体とするとき、

(2-1) Hは正 12面体の面の中心を通る軸に関する回転を全て含むか、1つも
含まないかのどちらかである。

(2-2) Hは正 12面体の頂点を通る軸に関する回転を全て含むか、1つも含ま
ないかのどちらかである。

(2-3) Hは正 12面体の辺の中点を通る軸に関する回転を全て含むか、1つも
含まないかのどちらかである。

(2-4) Hは何も動かさない回転を含む。

(1)を証明する。
今、各 i = 0, 1, 2,. . . ,n− 1に対して、

Bi
def
= {σ ∈ A5 | σ(g) = r ig}
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としよう。このとき、任意の i に対して Biは空でないことを示そう。
最初に B1,B2,. . ., Bn−1の中に少なくとも一つは空でないものがあることを示す。

1 ≤ i ≤ n− 1を満たす全ての iに対し、Bi = ∅であると仮定すると、B0が偶置換
全体A5となる。このとき gは偶置換で不変となるので gの取り方に反する。故に
B1, B2, . . . , Bn−1には少なくとも 1つ空でないものが存在する。さてその集合を Bj

としよう。
Bjの元σを一つとる。σ(g) = r jgとなることに注意する。このとき、

σ(g) = r jg⇒ σ2(g) = r2 jg⇒ σ3(g) = r3 jg⇒ · · · ⇒ σn−1(g) = r (n−1) jg

となる。ここで nが素数であることに注意すると g.c.d( j,n) = 1なので、a j+bn = 1
をみたす整数a, bがある。このとき、任意の整数qに対して、(a+qn) j+(b−q j)n = 1
を満たすので、必要なら aを a+ qn(ただし、qは大きな自然数にとる)と取り替え
ることにより、aは自然数であると仮定してよい。
σa(g) = ra jgであるので、a j + bn = 1より a j ≡ 1 (modn)なので、σa(g) = rgで
ある。このとき、σ2a(g) = r2g, σ3a(g) = r3g, . . ., σ(n−1)a(g) = rn−1gとなる。
従って、σa ∈ B1, σ

2a ∈ B2, . . . , σ
(n−1)a ∈ Bn−1となって、B1,B2,. . .,Bn−1はいずれも

空でない。勿論 B0も空でないから、全ての Biは空でない集合である。
次に各 i = 1, 2,. . . ,n− 1に対して、]B0 = ]Biとなることを示す。
iを一つ任意に固定し、τ ∈ Bi をとる。今、写像Φ : B0 → Bi をΦ(σ) = τσで定
め (σ ∈ B0のとき、τσ ∈ Biであることは容易にチェックできる)、写像Ψ : Bi → B0

をΨ(ρ) = τ−1ρで定める (ρ ∈ Bi のとき、τ−1ρ ∈ B0であることは容易にチェックで
きる)。
このとき、ΦとΨは互いに逆射となっている7。
従って、各 i = 1, 2,. . . ,n− 1に対して、]B0 = ]Bi となることが分かった。こう

して、]B0(= ]H) = ]B1 = ]B2 = · · · = ]Bn−1となり、]H =
60
n
が成り立つ。 証明終

次に、(2)を証明する。
(2− 4)は明らかである。(2− 1)が証明できれば、(2− 2), (2− 3)の証明も同じよ
うにしてできる。(2− 1)のみを示そう。
まず次のことを示す。

“面の軸を通る (非自明な)回転の中で、一つでも gを不変にするも
のがあれば、その軸に関する全ての回転で gは不変になる。”(b)

7大学の数学の言葉を使えば、次のように簡単にチェックできる。(ΨΦ)(σ) = Ψ(Φ(σ)) = Ψ(τσ) =

τ−1(τσ) = σとなる。故に、ΨΦ = idB0 となる。また、(ΦΨ)(ρ) = Φ(Ψ(ρ)) = Φ(τ−1ρ) = τ(τ−1ρ) = ρ
となる。故に、ΦΨ = idBi となる。よって、Φと Ψは互いに逆射である。
しかし、高校生には例えば次のような表面的な証明しかできない。τを gを r igへ移す回転とし

て 1つ固定する。σ ∈ B0に対して、gを r igに移す回転 τσが丁度 1つ決まる。また、ρ ∈ Bi に対
して、gを gに移す回転 τ−1ρが丁度 1つ決まる。よって、B0の元と Bi の元が 1本 1本線で結べる
ので、]B0 = ]Bi がわかる。
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まず 72°の回転が gを不変にする場合を考えよう。その回転を Aとすれば、144°
回転は A2で表され、-144°回転は A3で表され、-72°回転は A4で表される。gを不
変にする回転を何度やっても、やはり gを不変にするから、A2、A3、A4も gを不
変にする。
次に、144°の回転がgを不変にする場合を考えよう。その回転をBとすれば、-72°

回転は B2で表され、72°回転は B3で表され、-144°回転は B4で表される。Bが g
を不変にすれば、やはり B2、B3、B4も gを不変にする。

-72°や-144°の回転が gを不変にする場合も同じことがいえる。以上より (b)がい
えた。
次に、面の中心を通る回転軸 LとMがあり、Lでの回転で gが不変であるとき、

Mでの回転でも gが不変になることを示す。
そこで Lの面を Mの面に移す回転の 1つを Bとし、gを不変にする Lに関する
回転の一つを Aとする。(b)が示されているので、Mの回転で gを不変にするもの
を 1つみつければよい。
今 Bの逆回転を B−1とし、回転C : BAB−1を考える。この回転は軸 Mに関する
回転である。実際、軸 M上に点 Pをとるとき、Pは B−1で Lへ移動し、Aでは動
かず Bで再び Mに戻る。すなわち点 Pは不動であり、回転Cは軸 Mに関する回
転である。

Cによって gは再び gへと移るのは明らかである8。こうして、軸Mに関する回
転で gを不変にするものがみつかった。
以上より、(2− 1)が示された。 証明終

この事実の下で Hの元数が絞られる。Hが (2-1)～(2-3)の各場合において、軸
の回転を全て含むときは ◦、1つも含まないときを×で表すと次の (i) から (viii) の
8通りが考えられる。

(2− 1) (2− 2) (2− 3) (2− 4)
(i) ◦ ◦ ◦ ◦
(ii ) ◦ ◦ × ◦
(iii ) ◦ × ◦ ◦
(iv) × ◦ ◦ ◦
(v) ◦ × × ◦
(vi) × ◦ × ◦
(vii) × × ◦ ◦
(viii ) × × × ◦

8i を、gが B−1で r igになるようにとる。回転 Aは gを不変にするので r igも不変にする。そし
て、r igは Bによって gに戻る。故に、gはCで不変である。

g
B−1

−−→ r ig
A−→ r ig

B−→ g
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この表により (i) から (viii) の各場合においてHの位数は、60, 45, 40, 36, 25, 21,
16, 1のいずれかであることが分かる。事実 (1)によりHの位数は 60の約数である
から、考えられるのは 1か 60である。]H=1ならば、n=60であるが、nは素数で
あったのでこれは矛盾。また、]H = 60ならば、n = 1であるのでやはり nが素数
であることに反する。よって主張が正しいことが示された。
こうして、定理 5.2が示されたので 5次方程式は解の公式を持たないことが証明
された。 証明終

5.2 大学の知識を使って証明する場合

さて大学生に証明するための準備をしよう。
C上代数独立な元α1, α2, α3, α4, α5を解に持つ 5次方程式 x5 + a1x4 + a2x3 + a3x2 +

a4x + a5 = 0について考える。

C[α1, . . . , α5] =

h(α1, . . . , α5)

∣∣∣∣∣∣
h ∈ C[X1, . . . ,X5]
C[X1, . . . ,X5]は 5変数多項式環



とおくと、これはC上 5変数の多項式環と同型である。C[α1, . . . , α5]は整域が故、
有理関数体

C(α1, . . . , α5) =


f (α1, . . . , α5)
g(α1, . . . , α5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ∈ C[X1, . . . ,X5]
g ∈ C[X1, . . . ,X5]-{0}
g(α1, . . . , α5) , 0



が考えられる。次の定理に注意しよう。

定理 5.6 σ ∈ S5に対して、

σ : C(α1, . . . , α5) → C(α1, . . . , α5)
f (α1, . . . , α5)
g(α1, . . . , α5)

7→ f (ασ(1), . . . , ασ(5))

g(ασ(1), . . . , ασ(5))

という体上の準同型写像が定まる。

証明 今σ ∈ S5に対して、 f (α1, . . . , α5) 7→ f (ασ(1), . . . , ασ(5))によって引き起こされ
る環の単射準同型写像σ : C[α1, . . . , α5] → C[α1, . . . , α5]が決まる。
ここで、 f (α1, . . . , α5) 7→ f (α1,...,α5)

1 で定まる単射準同型写像 η : C[α1, . . . , α5] →
C(α1, . . . , α5)について考える。ηが単射なので、任意のg(α1, . . . , α5) ∈ C[α1, . . . , α5]
に対して、(η(σ))(g(α1, . . . , α5)) , 0である。よって、(η(σ))(g(α1, . . . , α5)) ∈ U(C(α1, . . . , α5))
であることがわかる。
従って、環の局所化の性質により環の準同型写像h : C(α1, . . . , α5)→ C(α1, . . . , α5)
で、η(σ) = hiを満たすものがある。ただし、i : C[α1, . . . , α5] → C(α1, . . . , α5)
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は、包含写像とする。このとき、 f (α1,...,α5)
g(α1,...,α5) ∈ C(α1, . . . , α5)に対して、h( f (α1,...,α5)

g(α1,...,α5) ) =
f (ασ(1),...,ασ(5))
g(ασ(1),...,ασ(5))

となる。
こうしてhを改めてσと書いて、体上の準同型写像σ : C(α1, . . . , α5)→ C(α1, . . . , α5)
が定まった。 証明終

系 5.7 S5 y C(α1, . . . , α5)となる。
つまり、µ : S5 × C(α1, . . . , α5)→ C(α1, . . . , α5)を、(σ, f (α1,...,α5)

g(α1,...,α5) ) 7→
f (ασ(1),...,ασ(5))
g(ασ(1),...,ασ(5))

と
いう写像とすれば、µは群の作用の公理を満たす。
さらに、ガロア拡大 C(α1, . . . , α5)/C(s1, . . . , s5)のガロア群は、S5である。

ここで、

L =

 f (α1, . . . , α5)

∣∣∣∣∣∣
f は s1,. . . , s5の有限回の四則演算と冪根をとって得られる
α1,. . . ,α5の有理式



を思い出そう。明らかに Lは、C(s1, . . . , s5)上の正規拡大であるから、S5 y Lと
なる。
さて今、Lに対して、

I (L) =
{
σ ∈ S5

∣∣∣ ∀ f ∈ L, σ( f ) = f
}

とおく。I (L)はS5の部分群である。
5次方程式 x5 + a1x4 + a2x3 + a3x2 + a4x + a5 = 0が解の公式を持つことと、

C(α1, . . . , α5) = Lは同値である。また、ガロアの基本定理により、このことは、
I (L) = {e}と同値である。
従って、5次方程式 x5 + a1x4 + a2x3 + a3x2 + a4x + a5 = 0に解の公式が存在しな
いことを示すには、I (L) , {e}を示せばよい。Lは差積を含んでいる。差積を不変
にするのは、偶置換のみであるので、I (L) ⊂ A5がわかる。そこで I (L) , {e}を示
すために、A5 = I (L)を示そう。
まず、体論に関する準備が必要である。

定義 5.8 E/Fを体拡大とする。適当な正整数 nに対して、αn ∈ Fとなる α ∈ Eを
使って E = F(α)と表せるとき、E/Fは n型純拡大という。体の拡大の列

F = R0 ⊂ R1 ⊂ · · · ⊂ Rs

は、おのおののRi/Ri−1が純拡大のとき、冪根搭という。このとき、Rs/Fを冪根拡
大と呼ぶ。

L の定義により、L を含む C(s1, . . . , s5)の有限次冪根拡大 M が存在する。K =

C(s1, . . . , s5), L = F, M = Eとして、次の補題を使えば、LはC(s1, . . . , s5)の冪根拡
大であることがわかる。
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補題 5.9 C ⊂ K ⊂ F ⊂ Eを体の拡大とする。E/Kが有限次冪根拡大で、F/Kがガ
ロア拡大ならば、F/Kは冪根拡大となる。

証明 拡大次数 [F : K] に関する帰納法で証明する。F = K のときは自明に正しい
ので、[F : K] ≥ 2としよう。
仮定より、冪根塔

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kl = E

が存在する。ここで、それぞれの i に対して、Ki/Ki−1は ni 型純拡大とする。ここ
で、全ての i に対して、ni は素数としてよい。
このとき、

K = K0 ∩ F ⊂ K1 ∩ F ⊂ · · · ⊂ Kl ∩ F = F

である。ここで、
K = Ki−1 ∩ F , Ki ∩ F

と仮定する。
まず、Ki ∩ F/K はガロア拡大であることを示す。a ∈ Ki ∩ F の Ki−1上のモニッ
ク最小多項式を f (x) としよう。bが f (x) の根であれば、aと bは K 上共役であ
る。a ∈ F であるので、b ∈ F である。(F は K 上ガロア拡大であることに注意。)
よって、 f (x)の係数は F に入る。結局、 f (x)の係数は K = Ki−1 ∩ F に入り、 f (x)
は aの K 上の最小多項式になる。よって、aの K 上の共役は、 f (x)の根になり、
従って Ki ∩ F の元である。よって、Ki ∩ F/K はガロア拡大である。
ガロア群の作用を自然に制限することにより、

Gal(Ki/Ki−1)
φ−→ Gal(Ki ∩ F/Ki−1 ∩ F)

という群準同型が得られる。φの像をGとする。このとき、

(Ki ∩ F)G ⊂ KG
i ∩ (Ki ∩ F) ⊂ Ki−1 ∩ F

である。ガロアの基本定理により、G = Gal(Ki∩F/Ki−1∩F)になる。今、Gal(Ki/Ki−1)
の位数は素数 ni であるので、Gの位数も ni となる。
このとき、拡大 Ki ∩ F/Kは、素数次のガロア拡大であるので、純拡大であるこ
とがわかる。

C ⊂ Ki ∩ F ⊂ F ⊂ E

に対して帰納法の仮定が適用でき、F/K は冪根拡大であることがわかった。
証明終

前補題により、Lは C(s1, . . . , s5)の冪根拡大であることがわかった。冪根塔

C(s1, . . . , s5) = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kl = L

をとる。ここで、Ki/Ki−1は ni 型の純拡大としよう。各 ni は素数であるとしてよ
い。また、K1は、K0に根の差積を添加した体であると仮定してよい。
ここで、次を証明する。
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主張 5.10 i ≥ 2に対して、I (Ki−1) = A5であれば、I (Ki) = A5である。

これがいえれば、I (L) = A5がわかり、証明が完了する。
上の主張を証明する9。
i ≥ 2とし、Ki = Ki−1(g)とする。ただし、gn ∈ Ki−1とする。今、次のような写

像を定義する。

Φ : A5 → C×

σ 7→ σ(g)g−1

このとき Φは群の準同型写像になる10。Ker(Φ) / A5であり A5は単純群なので、
Ker(Φ) = {e}または Ker(Φ) = A5となる。ここで Ker(Φ) = {e}と仮定すると、群の
準同型定理より、A5/Ker(Φ) � A5となる。しかし、A5/Ker(Φ)はア－ベル群でA5

はア－ベル群でないので矛盾する。従って、Ker(Φ) = A5がわかる。
このとき、任意のA5の元σに対して、Φ(σ(g)) = σ(g)g−1 = 1となるので、σ(g) = g

となる。こうして、I (Ki) = A5がわかった。

6 付録　4次以下の代数方程式の解の公式について
ここでは、4次以下の代数方程式の解の公式について考えてみる。

1次方程式 ax+ b = 0(a , 0)の解の公式は、x = −b
a
である。

2次方程式 ax2 + bx+ c = 0(a , 0)の解の公式は、中学校で学んだように、

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

である。3次方程式の解の公式はイタリアの数学者タルタ－リャ(Tartaglia)と、医
師カルダノ (Cardano)によって発見され応用化された。
それではまず、3次方程式 x3 + px+ q = 0(p,q ∈ C)の解の公式をタルタ－リャが
発見した方法で求めてみよう。

p = 0のときは明らかであるので、p , 0であると仮定しよう。

9この証明は後藤四郎教授に指導をしていただきました。
10σ1, σ2 ∈ A5に対して、Φ(σ1σ2) = Φ(σ1)Φ(σ2)を示す。

今、σ1(g) = r jg, σ2(g) = rkgとかくことにする。このとき、

Φ(σ1σ2) = (σ1σ2)(g)g−1 = σ1(σ2(g))g−1 = σ1(rkg)g−1 = r j(rkg)g−1 = r j+k

となる。一方で、

Φ(σ1)Φ(σ2) = (σ1(g)g−1)(σ2(g)g−1) = (r jgg−1)(rkgg−1) = r jrk = r j+k

となる。故に、Φ(σ1σ2) = Φ(σ1)Φ(σ2)となり、Φは群の準同型写像である。
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高校生のときに学んだ x3 + y3 + z3 − 3xyzの因数分解

x3 + y3 + z3 − 3xyz= (x + y + z)(x2 + y2 + z2 − xy− yz− xz)

が、ここで重要な役割を果たす。タルタ－リャの発想は、x3+px+q = x3+y3+z3−3xyz
となるように yと zを pと qを使って表せれば、x3 + y3 + z3 − 3xyzが因数分解でき
ることから x3 + px+ q = 0の解の公式が得られる! というものであった。

x3 + px+ q = x3 + y3 + z3 − 3xyz⇐⇒


p = −3yz · · · (1)
q = y3 + z3 · · · (2)

となる。p = −3yzならば p3 = −27y3z3であるので、z3 = − p3

27y3
となる。これを (2)

に代入して整理すると、

y6 − qy3 − p3

27
= 0

となる。そして y3について解くと、2次方程式の解の公式によって、

y3 =
q±

√
q2 + 4

27p3

2

となる。今、

α3 =
q +

√
q2 + 4

27p3

2
を満たすとする。ここで、

y = α, z = − p
3α

とおくと、yと zは、上の (1), (2)を満たす。よって、−y− zは、x3 + px+ q = 0の
解である。残りの解は、二次方程式を解いて得られる。
今みた 3次方程式は、2次の項がなかった。2次の項を含む一般の 3次方程式

x3 + ax2 + bx+ c = 0を扱う場合は、次のカルダノ変換を用いる。

主張 6.1 (カルダノ変換)11 f (x) = x3 + ax2 + bx+ c ∈ C[x]とする。xを X− a
3
に置き

換えると、2次の項が消去された多項式:F(X) = X3 + (b− 1
3a2)X + (2a3

27 − ab
3 + c)が

得られる。

x3 + ax2 + bx+ c = 0をカルダノ変換して得られる多項式 F(X) ∈ Cについての方
程式 F(X) = 0はタルタ－リャの方法で解ける。今、F(X) = 0の一つの解を uとす
る。x = u− a

3
と置いて f (x)に代入すると、 f (u− a

3) = 0となる。つまり x = u− a
3

は x3 + ax2 + bx+ c = 0の解の一つである。
11一般に、考える多項式の最高次の次数が nの場合は、カルダノ変換によって n− 1次の項を消

去できる。
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最後に、4次方程式 x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0の解の公式について考えよう。4次
方程式は3次方程式に帰着できる。今 f (x) = x4+ax3+bx2+cx+dとして、x = X− a

4
を f (x)に代入してカルダノ変換しよう。変換によって、F(X) = X4 + pX2 + qX + r

という形の多項式が得られるはずである。さて今、k,m, lを定数として、

X4 + pX2 + qX + r = (X2 + kX + l)(X2 − kX + m)

となるように、k,m, lを既知定数 p,q, rを用いて表す。

(X2 + kX + l)(X2 − kX−m) = X4 + (m− k2 + l)X2 + (m− l)kX + lm

となる。従って、

X4 + pX2 + qX + r = (X2 + kX + l)(X2 − kX + m)⇐⇒


p = m− k2 + l · · · (3)
q = (m− l)k · · · (4)
r = lm · · · (5)

となる。(3)と (4)を連立すると、


2m = k2 +
q
k + p · · · (6)

2l = k2 − q
k + p · · · (7)

を得て、(6)と (7)より 4ml = (p+ k2)2− q2

k2
を得る。(5)をこの方程式に代入すれば、

4ml = (p + k2)2 − q2

k2
⇐⇒ k6 + 2pk4 + (p2 − 4r)k2 − q2 = 0 · · · (8)

となる。ここで t = k2と置くと、(8)⇐⇒ t3 + 2pt2 + (p2−4r)t−q2 = 0となり、この
3次方程式をカルダノ変換してタル－リャの方法で kを求めることができる。(6)
と (7)に注意すれば、

X4 + pX2 + qX + r = {X2 + kX +
1
2

(k2 − q
k

+ p)}{X2 + kX +
1
2

(k2 +
q
k

+ p)}

となる。
あとは、二次方程式を解の公式を使って解けばよい。
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