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1. チューブ内の水の質量を 0gから 10.0gまで 1.0gずつ増やす.

2. チューブ内の液体の粘度を変化させる. 水:グリセリンの比が 1:1, 1:2, 1:3, 1:4, 1:5の 5種類の
グリセリン水溶液を使用し, それぞれ 3.0gから 8.0gまで 1.0gずつ増やす.

実験方法としては, 着色した水 1.5Lを下部の穴を閉じた状態のペットボトルにいれ, 上下逆にして
固定した. その後 2つのペットボトルの下部をチューブでつないだ. チューブ内にいれる液体の質量
を有効数字 2桁で測定した. パイプを閉じた状態にしておき, 2つの水を同時に流し始める. ペット
ボトル内の水がなくなるまで動画で記録した.

2.3 実験結果
2.3.1 解析方法
実験の動画の解析方法を説明する. まず録画した動画を『ffmpeg』で静止画に切り出す. 水が流れ

始めてから 120秒間を切り出し, 0.2秒おきに静止画をキャプチャすることで動画を 600枚の jpg画
像にした. その 600枚の画像を ImageJに読み込み, 2つのペットボトル振動子のパイプの下方の一
部分の輝度を数値化した. そして輝度の時間変化を調べ, 極大点を取り出した. その後, 位相をある極
大点の時刻から次の極大点の時刻まで 0から 2πへと線形に増加する量として以下のオーダパラメー
タ [5]の値を求めた.

Rone =
1

2
|exp(iθ1) + exp(iθ2)| , Rtwo =

1

2
|exp(i2θ1) + exp(i2θ2)|

θ1 は１つ目のペットボトル振動子の位相を表し, θ2 は 2つ目のペットボトル振動子の位相を表す.

Roneは同相同期する状態を検出する正のオーダパラメータである. 完全な同相同期状態では最大値の
1をとり, 逆相同期状態では最小値の 0をとる. 一方, Rtwo は逆相同期する状態を検出する正のオー
ダパラメータである. 完全な同相同期状態で最大値の 1をとり, 逆相同期状態でも最大値の 1をとる.

2.3.2 実験 1の解析結果
チューブ内の水の質量を 0gから 10.0gまで増やしその挙動を解析した. 実験では, チューブ内の

水が逆流してしまい途中で質量が変化してしまったり, ペットボトル振動子の片方のみしか水が流出
せず振動しない場合があった. 今回は, 2つのペットボトル振動子がリズム運動した場合のみ解析を
行いオーダパラメータを求めた. 0gから 1.0g, 7.0gから 10.0gのときは 1回実験を行った. 3.0gから
6.0gのときは, 複数回実験を行いオーダパラメータの平均値を求めた.

図 2.2から分かるようにチューブ内の水の質量が 0gから 3.0gのとき, Rone, Rtwo の値がともに１
に近い値であり, 同相同期に近い挙動を示した. 一方, 5.0gから 10.0gのときは, Rone が 0.2程度の
値, Rtwoが 1に近い値であり, 逆相同期に近い挙動を示した. 4.0gでは同相同期に近い挙動が起こり,

また逆相同期に近い挙動も起こったことから双安定を示した.つまり質量が 4.0gを境に挙動が変化し
たことを表している.
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無次元化圧力 x1, x2 を
x1 =

P1

Pair
, x2 =

P2

Pair

とすると,式 (3.25)は

d2z

dt2
= X(x1 − x2)−

32νc
d′2

√
Kd

dz

dt
(3.40)

となる.

X =
Pair

ρcℓcKd

とし, 変数 zを無次元量 Z = z/X とすると式 (3.40)は,

d2Z

dt2
= (x1 − x2)−

32νc
d′2

√
Kd

dZ

dt
(3.41)

となる. 次に水の下降流に関する式 (3.30),(3.31)の無次元化を行う. ペットボトル振動子が 1つの場
合の無次元化と同様に行うと次の式になる.

d2x1

dt2
+ µd

dx1

dt
+ x1 = −ad − bd(x1 − x2)− cd

dZ

dt
(3.42)

d2x2

dt2
+ µd

dx2

dt
+ x2 = −ad + bd(x1 − x2) + cd

dZ

dt
(3.43)

ここで
µd =

32νw
d2
√
Kd

, ad =
Fd

KdPair
, bd =

Rd

Kd
, cd =

YdX√
KdPair

である. 次に空気の上昇流に関する式 (3.38),(3.39)の無次元化も同様に行うと次の式になる.

d2x1

dt2
+ µu

dx1

dt
+ dux1 = −au − bu(x1 − x2)− cu

dZ

dt
(3.44)

d2x2

dt2
+ µu

dx2

dt
+ dux2 = −au + bu(x1 − x2) + cu

dZ

dt
(3.45)

ここで
µu =

32νa
d2
√
Kd

, au =
Fu

KdPair
, bu =

Ru

Kd
, cu =

YuX√
KdPair

, du =
Ku

Kd

である.

3.2.2 数値計算
式 (3.40), (3.42), (3.43), (3.44), (3.45)で同相同期や逆相同期が起こるのか確かめるために数値計

算を行った. 数値計算で使用するパラメータは表 3.1を同様に用いる. 第 2章の実験で使用したチュー
ブの内径は 0.007mであった. 刻み幅 dt = 0.0001とし, 4次のルンゲクッタ法を用いた. ペットボ
トル振動子 1つの場合と同様に, ペットボトル 1では dx/dt < 0のとき式 (3.42)を用い, dx/dt > 0

のとき式 (3.44)を用いる. ペットボトル 2では dx/dt < 0のとき式 (3.43)を用い, dx/dt > 0のと
き式 (3.45) を用いる. 初期値を z, dz/dt は 0 とする. x1, x2 は, 0.1 から 1.0 までの乱数を用いる.

dx1/dt, dx2/dtは,−0.5から 0.5までの乱数を用いる. 数値計算を複数回行った.

式 (3.40), (3.42), (3.43), (3.44), (3.45)に対する数値計算を行った結果が図 3.2.2である. チューブ
内の水の質量mはどちらも 0.007[kg]である. 第 2章で用いたオーダパラメータを求めたところ, 図
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式 (3.40), (3.42), (3.43), (3.44), (3.45)に対する数値計算を行った結果が図 3.2.2である. チューブ
内の水の質量mはどちらも 0.007[kg]である. 第 2章で用いたオーダパラメータを求めたところ, 図
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無次元化圧力 x1, x2 を
x1 =

P1

Pair
, x2 =

P2

Pair

とすると,式 (3.25)は

d2z

dt2
= X(x1 − x2)−

32νc
d′2

√
Kd

dz

dt
(3.40)

となる.

X =
Pair

ρcℓcKd

とし, 変数 zを無次元量 Z = z/X とすると式 (3.40)は,

d2Z

dt2
= (x1 − x2)−

32νc
d′2

√
Kd

dZ

dt
(3.41)

となる. 次に水の下降流に関する式 (3.30),(3.31)の無次元化を行う. ペットボトル振動子が 1つの場
合の無次元化と同様に行うと次の式になる.

d2x1

dt2
+ µd

dx1

dt
+ x1 = −ad − bd(x1 − x2)− cd

dZ

dt
(3.42)
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dx2

dt
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dZ

dt
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Kd
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YdX√
KdPair

である. 次に空気の上昇流に関する式 (3.38),(3.39)の無次元化も同様に行うと次の式になる.
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+ dux2 = −au + bu(x1 − x2) + cu
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KdPair
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Kd
, cu =
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KdPair
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トル振動子 1つの場合と同様に, ペットボトル 1では dx/dt < 0のとき式 (3.42)を用い, dx/dt > 0
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無次元化圧力 x1, x2 を
x1 =

P1

Pair
, x2 =

P2

Pair

とすると,式 (3.25)は
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32νc
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dz
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(3.40)

となる.

X =
Pair

ρcℓcKd

とし, 変数 zを無次元量 Z = z/X とすると式 (3.40)は,
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dt2
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√
Kd

dZ

dt
(3.41)

となる. 次に水の下降流に関する式 (3.30),(3.31)の無次元化を行う. ペットボトル振動子が 1つの場
合の無次元化と同様に行うと次の式になる.
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dt
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KdPair
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KdPair

である. 次に空気の上昇流に関する式 (3.38),(3.39)の無次元化も同様に行うと次の式になる.
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ストークス方程式に基づいて、vwの運動方程式を構築すると

ρ
dvw
dt

= −γw(d)vw +
Pair − ρgH − P

ℓ
− ρg (1)

ρ :水の密度
γw(d) :粘度によって誘起される摩擦係数
vw :パイプ内の水流の空間平均速度

ボトル内の空気圧Pは理想気体を想定して

PV = nRT

R = kBNAより
PV = nNAkBT

N = nNAより
PV = NkBT (2)

n :物質量, R :モル気体定数, kB :ボルツマン定数, NA :アボガドロ定数

式 (2)は時間とともに
dP

dt
= −NkBT

V 2

dV

dt
(3)

式 (3)を用いて、１サイクル中のPとVの変化が小さいことを考
慮すると

dP

dt
= −NkBT

V0
2

dV

dt
(4)

V0 =空気の平均体積量

パイプからでる水量がペットボトル内の空気の体積の変化と同じに
なることから

π

(
d

2

)2

vw = −dV

dt
(5)

式 (4)に式 (5)を代入すると

dP

dt
=

(
d

2

)2
πNkBT

V0
2 vw (6)

1

ストークス方程式に基づいて、vwの運動方程式を構築すると

ρ
dvw
dt

= −γw(d)vw +
Pair − ρgH − P

ℓ
− ρg (1)

ρ :水の密度
γw(d) :粘度によって誘起される摩擦係数
vw :パイプ内の水流の空間平均速度

ボトル内の空気圧Pは理想気体を想定して

PV = nRT

R = kBNAより
PV = nNAkBT

N = nNAより
PV = NkBT (2)

n :物質量, R :モル気体定数, kB :ボルツマン定数, NA :アボガドロ定数

式 (2)は時間とともに
dP

dt
= −NkBT

V 2

dV

dt
(3)

式 (3)を用いて、１サイクル中のPとVの変化が小さいことを考
慮すると

dP

dt
= −NkBT

V0
2

dV

dt
(4)

V0 =空気の平均体積量

パイプからでる水量がペットボトル内の空気の体積の変化と同じに
なることから

π

(
d

2

)2

vw = −dV

dt
(5)

式 (4)に式 (5)を代入すると

dP
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d

2

)2
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2 vw (6)
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k̃wu =
ζηγa(d)N0kBT

ρV0
2

式 (58),(61)を無次元化し、実験結果から次数推定し組み合わせ
ると

d2xi

dt2
+ µ

dxi

dt
+ xi = asgn

(
dxi

dt

)

− kw

(
dxj

dt
− dxi

dt

)

− k̃w(xj − xi)

(62)

kw =
kwd√
Kd

∼ kwu√
Ku

k̃w ∼ k̃wd

Kd
∼ k̃wu

Ku

S =

(
d′

2

)2

π

m
d2z

dt2
= P1S − P2S − µ

dz

dt

d2Pi

dt2
= −

γw(d)

ρ

dPi

dt
−KdPi − Fd −Rd(Pi − Pj)− Yd

dz

dt

Kd = χ
πN0kBT

ρV0
2ℓ

(
d

2

)2

Fd =
πNkBT

ρV0
2ℓ

(
d

2

)2

[P0 − (1 + χ)Pair + ρg (L+ ℓ)]

Rd =
N0kBTS2

V0
2m

Yd =
N0kBTS

V0
2

(
γw(d)

ρ
−

µ

m

)

d2Pi

dt2
= −

γa(d)

ρ

dPi

dt
−KuPi + Fu −Ru(Pi − Pj)− Yu

dz

dt

Kd ∼ Ku, Fd ∼ Fu, Rd ∼ Ru, Yd ∼ Yu （定数）
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である.

数値計算を行うため水の下降流の式 (3.12)と空気の上昇流の式 (3.20)を無次元化する. まず水の
下降流に関する式 (3.12)の無次元化を行う. 変数 tを

√
Kdt −→ t,

無次元化圧力 x を
x =

P

Pair

とすると, 式 (3.12)は式 (3.21)となる.

d2x

dt2
+ µd

dx

dt
+ x = −ad (3.21)

ここで
µd =

32νw
d2
√
Kd

, ad =
Fd

KdPair

である. 次に空気の上昇流に関する式 (3.20)の無次元化を行う. 水の下降流に関する式と同様に行う
と式 (3.20)は式 (3.22)となる.

d2x

dt2
+ µu

dx

dt
+ bux = −au (3.22)

ここで
µu =

32νa
d2
√
Kd

, au =
Fu

KdPair
, bu =

Ku

Kd

である.

3.1.2 数値計算
式 (3.21), (3.22)でリズム運動を再現できるか確かめるために数値計算を行った. 数値計算で使用

するパラメータを表 3.1に示す. ペットボトルやパイプに関する値は, 第 2章で行った実験の値を用
いる. 水と空気の粘度, 動粘度係数は 20℃のときの値を使用した [6]. 刻み幅 dt=0.0001とし, 4次の
ルンゲクッタ法を用いた. ペットボトル内の圧力は時間とともに,水の下降流の場合は減少し, 空気の
上昇流では増加する. よって dx/dt < 0のときは式 (3.21)を用い, dx/dt > 0のときは式 (3.22)を用
いる.

式 (3.21), (3.22)に対して数値計算を行った結果が図 3.2である. 図 3.2は xの時間変化のグラフ
であり, リズム運動を行っていることを表している. また, 水の下降流が空気の上昇流より時間が長
いことから第 1章の図 1.2の実験を再現している.
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図 3.2: ペットボトル振動子が１つの場合の数理モデルによる xの時間変化. 横軸は t, 縦軸は xとし
て, 刻み幅 dt=0.0001と設定した. 右図は, 左図の tが 80から 100のときを抜き出したグラフである.
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無次元化圧力 x1, x2 を
x1 =

P1

Pair
, x2 =

P2

Pair

とすると,式 (3.25)は

d2z

dt2
= X(x1 − x2)−

32νc
d′2

√
Kd

dz

dt
(3.40)

となる.

X =
Pair

ρcℓcKd

とし, 変数 zを無次元量 Z = z/X とすると式 (3.40)は,

d2Z

dt2
= (x1 − x2)−

32νc
d′2

√
Kd

dZ

dt
(3.41)

となる. 次に水の下降流に関する式 (3.30),(3.31)の無次元化を行う. ペットボトル振動子が 1つの場
合の無次元化と同様に行うと次の式になる.

d2x1

dt2
+ µd

dx1

dt
+ x1 = −ad − bd(x1 − x2)− cd

dZ

dt
(3.42)

d2x2

dt2
+ µd

dx2

dt
+ x2 = −ad + bd(x1 − x2) + cd

dZ

dt
(3.43)

ここで
µd =

32νw
d2
√
Kd

, ad =
Fd

KdPair
, bd =

Rd

Kd
, cd =

YdX√
KdPair

である. 次に空気の上昇流に関する式 (3.38),(3.39)の無次元化も同様に行うと次の式になる.

d2x1

dt2
+ µu

dx1

dt
+ dux1 = −au − bu(x1 − x2)− cu

dZ

dt
(3.44)

d2x2

dt2
+ µu

dx2

dt
+ dux2 = −au + bu(x1 − x2) + cu

dZ

dt
(3.45)

ここで
µu =

32νa
d2
√
Kd

, au =
Fu

KdPair
, bu =

Ru

Kd
, cu =

YuX√
KdPair

, du =
Ku

Kd

である.

3.2.2 数値計算
式 (3.40), (3.42), (3.43), (3.44), (3.45)で同相同期や逆相同期が起こるのか確かめるために数値計

算を行った. 数値計算で使用するパラメータは表 3.1を同様に用いる. 第 2章の実験で使用したチュー
ブの内径は 0.007mであった. 刻み幅 dt = 0.0001とし, 4次のルンゲクッタ法を用いた. ペットボ
トル振動子 1つの場合と同様に, ペットボトル 1では dx/dt < 0のとき式 (3.42)を用い, dx/dt > 0

のとき式 (3.44)を用いる. ペットボトル 2では dx/dt < 0のとき式 (3.43)を用い, dx/dt > 0のと
き式 (3.45) を用いる. 初期値を z, dz/dt は 0 とする. x1, x2 は, 0.1 から 1.0 までの乱数を用いる.

dx1/dt, dx2/dtは,−0.5から 0.5までの乱数を用いる. 数値計算を複数回行った.

式 (3.40), (3.42), (3.43), (3.44), (3.45)に対する数値計算を行った結果が図 3.2.2である. チューブ
内の水の質量mはどちらも 0.007[kg]である. 第 2章で用いたオーダパラメータを求めたところ, 図
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第1章 数理モデル

µd, ad, bd, cdは定数

µu, au, bu, cu, duは定数

Z =
z

X

X は定数

今回は 2つのペットボトル振動子を U 字管でつないだ場合の数理モデルを考える。[?]で用いられる数理モ
デルでは、２つのペットボトル振動子をつなぐ管内の液体の位置をボトル内の圧力差で表している。重力を考
慮した数理モデルであるが、質量や粘性の変化を表すことができない。3章で行った２つの実験結果を表すた
めに本章では管内の水の位置の運動方程式から数理モデルを考える。

1.1 先行研究の数理モデルと変更点
[?]の数理モデルについて説明する。図 1.1で示すように、U 字管内の水の位置を zとする。zの正の方向は
ボトル 1からボトル 2への方向として設定している。水の位置は、2つのボトル間の圧力差に比例すると仮定
すると、

z = ζ(P1 − P2)

ζ は正の定数です。ボトル 1内の空気量の変化が管内の水の重力の影響を受けることを考慮している。

図 1.1: システムの概要図 [2]

この数理モデルではチューブ内の液体の質量や粘性の変化を表すことができない。そこでチューブ内の液体
の位置の運動方程式を考える。
図 1.2は、2つの振動子をつなぐチューブを拡大したもので、d′ はチューブの内径である。チューブの断面
積 S は

S =

(
d′

2

)
π

である。
図 1.2より運動方程式をたてると
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である.

数値計算を行うため水の下降流の式 (3.12)と空気の上昇流の式 (3.20)を無次元化する. まず水の
下降流に関する式 (3.12)の無次元化を行う. 変数 tを

√
Kdt −→ t,

無次元化圧力 x を
x =

P

Pair

とすると, 式 (3.12)は式 (3.21)となる.

d2x

dt2
+ µd

dx

dt
+ x = −ad (3.21)

ここで
µd =

32νw
d2
√
Kd

, ad =
Fd

KdPair

である. 次に空気の上昇流に関する式 (3.20)の無次元化を行う. 水の下降流に関する式と同様に行う
と式 (3.20)は式 (3.22)となる.

d2x

dt2
+ µu

dx

dt
+ bux = −au (3.22)

ここで
µu =

32νa
d2
√
Kd

, au =
Fu

KdPair
, bu =

Ku

Kd

である.

3.1.2 数値計算
式 (3.21), (3.22)でリズム運動を再現できるか確かめるために数値計算を行った. 数値計算で使用

するパラメータを表 3.1に示す. ペットボトルやパイプに関する値は, 第 2章で行った実験の値を用
いる. 水と空気の粘度, 動粘度係数は 20℃のときの値を使用した [6]. 刻み幅 dt=0.0001とし, 4次の
ルンゲクッタ法を用いた. ペットボトル内の圧力は時間とともに,水の下降流の場合は減少し, 空気の
上昇流では増加する. よって dx/dt < 0のときは式 (3.21)を用い, dx/dt > 0のときは式 (3.22)を用
いる.

式 (3.21), (3.22)に対して数値計算を行った結果が図 3.2である. 図 3.2は xの時間変化のグラフ
であり, リズム運動を行っていることを表している. また, 水の下降流が空気の上昇流より時間が長
いことから第 1章の図 1.2の実験を再現している.
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第1章 数理モデル

µd, ad, µu, auは定数

今回は 2つのペットボトル振動子を U 字管でつないだ場合の数理モデルを考える。[?]で用いられる数理モデ
ルでは、２つのペットボトル振動子をつなぐ管内の液体の位置をボトル内の圧力差で表している。重力を考慮
した数理モデルであるが、質量や粘性の変化を表すことができない。3章で行った２つの実験結果を表すため
に本章では管内の水の位置の運動方程式から数理モデルを考える。
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ボトル 1からボトル 2への方向として設定している。水の位置は、2つのボトル間の圧力差に比例すると仮定
すると、

z = ζ(P1 − P2)

ζ は正の定数です。ボトル 1内の空気量の変化が管内の水の重力の影響を受けることを考慮している。

図 1.1: システムの概要図 [2]

この数理モデルではチューブ内の液体の質量や粘性の変化を表すことができない。そこでチューブ内の液体
の位置の運動方程式を考える。

図 1.2: チューブの拡大図

図 1.2は、2つの振動子をつなぐチューブを拡大したもので、d′ はチューブの内径である。チューブの断面
積 S は
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ストークス方程式に基づいて、vwの運動方程式を構築すると

ρ
dvw
dt

= −γw(d)vw +
Pair − ρgH − P

ℓ
− ρg (1)

ρ :水の密度
γw(d) :粘度によって誘起される摩擦係数
vw :パイプ内の水流の空間平均速度

ボトル内の空気圧Pは理想気体を想定して

PV = nRT

R = kBNAより
PV = nNAkBT

N = nNAより
PV = NkBT (2)

n :物質量, R :モル気体定数, kB :ボルツマン定数, NA :アボガドロ定数

式 (2)は時間とともに
dP

dt
= −NkBT

V 2

dV

dt
(3)

式 (3)を用いて、１サイクル中のPとVの変化が小さいことを考
慮すると

dP

dt
= −NkBT

V0
2

dV

dt
(4)

V0 =空気の平均体積量

パイプからでる水量がペットボトル内の空気の体積の変化と同じに
なることから

π

(
d

2

)2

vw = −dV

dt
(5)

式 (4)に式 (5)を代入すると

dP

dt
=

(
d

2

)2
πNkBT

V0
2 vw (6)
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第1章 数理モデル

Z = ζ(x1 − x2) (ζ :正の比例定数)

µd, ad, bd, cdは定数

µu, au, bu, cu, duは定数

Z =
z

X

X は定数

今回は 2つのペットボトル振動子を U 字管でつないだ場合の数理モデルを考える。[?]で用いられる数理モ
デルでは、２つのペットボトル振動子をつなぐ管内の液体の位置をボトル内の圧力差で表している。重力を考
慮した数理モデルであるが、質量や粘性の変化を表すことができない。3章で行った２つの実験結果を表すた
めに本章では管内の水の位置の運動方程式から数理モデルを考える。

1.1 先行研究の数理モデルと変更点
[?]の数理モデルについて説明する。図??で示すように、U 字管内の水の位置を zとする。zの正の方向はボ
トル 1からボトル 2への方向として設定している。水の位置は、2つのボトル間の圧力差に比例すると仮定す
ると、

z = ζ(P1 − P2)

ζ は正の定数です。ボトル 1内の空気量の変化が管内の水の重力の影響を受けることを考慮している。

図 1.1: システムの概要図 [2]

この数理モデルではチューブ内の液体の質量や粘性の変化を表すことができない。そこでチューブ内の液体
の位置の運動方程式を考える。
図??は、2つの振動子をつなぐチューブを拡大したもので、d′はチューブの内径である。チューブの断面積 S

は
S =

(
d′

2

)
π
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ρwgNkBT
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である. 式 (3.10)に式 (3.11)を代入すると式 (3.12)となる.

d2P

dt2
= −32νw

d2
dP

dt
−KdP − Fd (3.12)
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πNkBT
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{P0 − (1 + χ)Pair + ρwg(L+ ℓ)}

である.

次に空気の上昇流に関する数理モデルについて考える. va の運動方程式は

ρa
dva
dt

= −γa(d)va +
Pair − ρwgH − P

ℓ
− ρag (3.13)

と表せる. ρa は空気の密度, γa(d)は空気の粘度によって誘起される摩擦係数でパイプの内径に依存
し, ハーゲンポアズイユの法則より

γa(d) =
32ηa
d2

(3.14)

と表せる. ηa は空気の粘度である. 水の動粘度係数が νa = ηa/ρa と表せることから式 (3.13)に式
(3.14)を代入すると

dva
dt

= −32νa
d2

va +
Pair − ρwgH − P − ρagℓ

ρaℓ
3.15

となる.

水の非圧縮性よりボトル内の空気の体積 V は変化しない. よって式 (3.5)を時間微分すると
dP

dt
=

kBT

V

dN

dt
(3.16)

となる. ボトル内の空気中の分子数N はパイプから流入する空気によって変化するため

dN

dt
= ρNπσ

(
2

D

)2

va (3.17)

と表せる. ρN は空気の分子数密度, σ はパイプ内の気泡の体積分率である. 式 (3.17)を式 (3.16)に
代入すると

dP

dt
=

πρNσkBT

V

(
2

D

)2

va (3.18)

となる. 式 (3.5), (3.9), (3.15), (3.18)を考慮すると式 (3.19)が成り立つ.
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]
(3.19)

式 (3.19)に式 (3.11)を代入すると式 (3.20)となる.

d2P

dt2
= −32νa

d2
dP

dt
−KuP − Fu (3.20)

ここで
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